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I. Apie ribas.

§ 1. Pastovieji ir kintamieji dydZiai.

Nagrinédami jvairius matematikos klausimus, gauname pa-
tirti, jog vieni dydziai' niekumet arba tiktai tam tikrame klausime
nesikeiCia, t. y., turi visumet ta paCig reikSme, kiti gi gali turéti
jvairiy reikSmiy. Pirmieji yra vadinami pastoviais dydZiais, o an-
trieji — kintamais. Pav., trikampio kampyu suma yra pastovusis
dydis, nes ji visumet turi tg paCig reikSme, lygia 2d, o kiekvie-
nas trikampio kampas gali bati kintamasis dydis, nes gali tureti
jvairiy reikSmiy. Duotojo apskritimo spindulys yra pastovusis
dydis, o jo stygos ilgumas yra kintamasis dydis.

Kurie dydziai kuriame klausime yra pastoviis ir kurie kin-
tami, eina i§ paCios nagrinéjamojo klausimo esmés. Todel, dy-
dZiai, kurie buvo pastoviis viename klausime, gali buti kintami
kitame klausime ir atvirksciai. [sivaizduokime, pav., nekintama
skritulj, ir tegu nuo jo centro atsiskiria ‘ styga, slinkdama taip,
kad nuolat liekasi lygiagreté su savo iSeities padétimi. Tada skri-
tulio skersmuo bus pastovus, o ‘slenkanclos stygos didumas Kites.
Jsivaizduokime, atvirk3Ciai, kad styga lieka nekintamoje padétyje,
o skritulio centras tolsta nuo jos, pasilikdamas nuolat statme-
nyje, iSkeltame i§ stygos vidurio. Tada stygos didumas bus pa-
stovus, o skritulio skersmuo kités.

§ 2. Begalinés mazybés.

Kintamgji dydi vadina begaline maZybe (arba be galo
mazu, arba be galo maZéjanciu, arba artéjanCiu nuliui), jei, be-
kintant jam tam tikru buidu, absoliutinis jo didumas gali darytis
ir likti maZesnis uz bet kurj duotaji mazZa teigiama dydj.

Stai keli begaliniu maZybiy pavyzdZiai.

1)% yra begaliné maZybe, jeigu teigiamas skaiCius x be

galo didéja. IS tikruyju, uzZtenka paimti x>10000000, kad pasi-

darytu
1

1
~ <~10000000 "
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Ir, suprantama, x-ui didéjant toliau, trupmena —lx— liks maZesné uz

1
10000000°
2) Centrinis taisyklingojo daugiakampio kampas, kurio di-

taigi, trupmena —}C— yra begaline mazybe.

dumas lygus §%0—0, yra begaliné mazybé, kai jo kraStiniy skaiCius

n be galo did¢ja. I$ tiesu, jeigu norime, kad buty
?i?ZOJO<O,000001°,

tad uztenka paimti n>>360000000. Ir, suprantama, skaiiui n to-

liaus bedidéjant, centrinis kampas éggo nuolat bus mazesnis uz

0,000001°; taigi, jis yra begaliné¢ maZybe.

3) Skirtumas y—3 yra be galo mazas, jeiy, biidamas nuo-
lat didesnis uZ 3, be galo art¢ja trims. IS tikryju, jeigu norime
turéti nelygybe

y—3<0,0001,
tad uZtenka paimti 3<y<3,0001. Ir, suprantama, y-ui toliau be-
mazéjant (taCiau, y visumet lieka didesnis uZ 3), skirtumas y—3
liks maZzesnis uz 0,0001; taigi, tas skirtumas yra be galo mazas.

I§ begalinés maZybes apibréZimo eina, kad begalin¢ ma-
7ybé yra visy pirma kintamasis dydis. Del to, biity be prasmes
pavadinti begaline mazybe -atskirg skaitiy, kad ir rodytysi jis

mazokas, pav., T%fo, nes tai yra pastovusis dydis. Bet, Zinoma,

ir ne kiekvienas kintamasis dydis gali biiti pavadintas begaline
mazybe, bet tik toks, kurs, einant tam tikram kitimo procestii,
gali darytis ir likti maZesnis uZ bet kuri isanksto duota, kaip
norima maZza, teigiama dydi.

§ 3. Begalinés didybés.

Kintamajj dydj vadina begaline didybe (arba be galo di-
deliu, arba be galo didéjantiu, arba artéjanciu begalybei), jei,
bekintant jam tam tikru biidu, absoliutinis jo didumas gali da-
rytis ir likti didesnis uZ bet kuri duotaji didelj teigiama dydj.

Pazifirekime kelis begaliniy didybiu pavyzdZius.

1) I8kilojo daugiakampio vidaus kampy suma, lygi 180°(n—-2),
be galo didéjant kradtiniy skaiCiui n, yra begalin¢ didybeé, del

.

Gt L

to kad a) ta suma yra kintamasis dydis ir b) tas kintan;asis

dydis gali darytis ir likti didesnis uZ bet kurj duotgjj didelj tei-

giamg dydj. I8 tiesy, pav., reikalavimas, kad ; 3
180°(7—2)>=>100000°,

yra patenkinamas, esant bet kuriam n>>558.

2

9) Reiskinys o>

5 x-ui be galo didéjant, yra begaliné di-
dybe. I§ tiesy, jei norime, kad biity '
x2
’2“‘>1000,

tz;iuitenka paimti x >45. Ir, aiku, x-ui toliaus bedidéjant
xX2Fx  w ,
0 nuolgt bus didesnis uZ 1000; taigi, &is reiSkinys yra be-
galiné didybe.

- Kaip ir begaliniy maZybiy atveju, reikia atminti, jog i§ be-
gglmes didybés apibréZimo eina, kad begaline didybé yra visy
pirma kintamasis dydis. Del to, negalima pavadinti, pav., 101
pegaline didybe, nes tai yra pastovusis dydis. Bet, kita vertus
ir ne visoks didéjas kintamasis dydis gali biiti pavadintas begai
line didybe, bet tik toks, kurs, einant tam tikram kitimo proce-
sui, gali darytis ir likti didesnis uZ bet kurj iSanksto duotg, kaip
norima didelj, teigiama dydj. :

§ 4. Begaliniy maZybiy véiksmai.

: Su pegalinémis maZybémis galima veikti tie patys veiks-
mai, .kurle Vyr.a veikiami su baigtiniais dydZiais. Remiantis be-
galinés mazybés apibrézimu, del tu veiksmy galima jrodyti Sios
teoremos. : :

Pastfebésime, kad absoliutinis kurios nors tiekybés a didu-
mas yra zymimas tuo, kad ji yra statoma tarp dvieju vertika-
liniy bréziy: |al. :

. Teorema. Baigtinio begaliniy maZybiy skaiciaus su-
ma yra begaliné maZybe.

Tegu 'turimeT n bﬁegalinig mazybiy (skaiCius n baigtinis):
a, B, 7,....., . Reikia jrodyti, kad jy suma o+4B-y+...-+A yra
begaliné maZybe.

: Paeme bet kurj kaip norima maZa teigiamg dydj e ir at-
ming, k'ad_ @8 Yo, Aoyra begalinés mazybés, turime teisg,
remdamiesi begalinés maZybés apibréZimu, sakyti
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Sudeéje Sias nelygybes, gausime
[of-HI By e I <5
bet kadangi
| #1418,
tai ir
la ) oo ot kb=,
t.y., absoliutinis duotyju begaliniy maZybiy sumos didumas yra
mazesnis uz bet kurj maZa teigiama dydj & vad., ta suma yra
begaliné maZybe, kas ir reikéjo jrodyti.

Pastebéjimas. Jeigu démeny skaiCius n yra be galo dide-
lis, tai tuo atveju begaliniy mazybiy suma gali biiti be galo
maza, baigtiné arba dar gi be galo didelé. Pav., jeigu n yra svei-
kasis, be galo did¢jas, skaicius, tai suma

1 =1 1 1

?‘ + nQ —‘}—4’142 + ..... + g T
kurios kiekvienas déemuo yra begaliné mazybe, bus lygi be galo
mazam skaiCiui %, jei démeny paimsime 7; jeigu tokiy démenu

paimsime 72, tai ta suma bus lygi 1; o jeigu tokiy démeny pa-
imsime n3, tai ta suma bus lygi be galo dideliam skaiCiui 7.

II. Teorema. Doiejy begaliniy maZzybiy skirtumas
yra begaliné mazybe.

Tegu turime dvi begalini mazybi a« ir f. Padéje, kaip I
atveju,

e e
‘al<—72-7 |3|<7’2’

gausime

Jo] -+ 1BI<es
bet kadangi

jo—Bl = |2+ DI =]+ 18],

tai ir

[a—Bl<ls,
t. y., absoliutinis dvieju begaliniu mazybiy skirtumo didumas
yra maZesnis uZ bet kurj maza teigiamg dydj ¢; vad., tas skir-
tumas yra begaliné mazybeé,

Ll

. Teorema. Begalinés maZybés ir baigtinio dydZio
sandauga yra begaliné maZybé.

Tegu turime kurig nors begaling maZybe a ir bet kurj baig-
{inj dydj n. Reikia jrodyti, kad judvieju sandauga an yra bega-
liné mazybé.

Kadangi a yra begaliné maZybe, tai galime padaryti taip,
kad

e
o <—7
Tl
kur e yra bet kuris, kaip norima mazas, taigiamas dydis. IS tos
nelygybés eina nelygybe
[2]. In]<<s
bet kadangi
[an]={a].]2],
tai ir
|an|<e

t. y., absoliutinis begalinés maZybés ir baigtinio dydZio sandau-
gos didumas yra mazesnis uZ? bet kurj mazg teigiamg dydj
vad., ta sandauga yra begalin¢ mazybeé.

IV. Teorem a. Duiejy ar keliy begaliniy maZybiy san-
dauga yra begaliné mazybe.

Tegu o ir B yra dvi begalini mazybi. Paéme, kaip ir Kkitais
atvejais,

lal<<Ve ir|B1< Vs,

[o] . 181<Zs
arba [aB| <,
kas parodo, jog dvieju begaliniy maZybiy sandauga yra bega-
liné mazybé.
Panasiai leorema jrodoma ir tada, Kkai daugikliy yra keli.

gausime

V. Teorema. Begalinés maZybeés ir baigtinio dydzZio
dalmuo yra begaliné mazZybé.

| i teorema galima Zitireti, kaip i iSvada teoremos apie
begalinés maZybés ir baigtinio dydzio sandauga (p. Ill), del to
kad padalyti i§ baigtinio dydZio yra tas pats, kaip ir padauginti
i§ dydzio, atvirkstinio dalikliui, ' y
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VL. : Dvieju begaliniy mazybiy santykis gali biiti:
a) pastovus dydis, pav.,
: 3
=
(Cia ir toliau « yra begaline mazybe);
b) kintamas baigtinis dydis, pav.,

)

(CGia x yra baigtinis kintamasis dydis);
¢) be galo mazas dydis, pav., »

8a® _ 3a;
a

¢) be galo didelis dydis, pav.,
3o .8
BEa

VII. Kadangi santykiams
3o (x4t 3 3o

’ 3

a a a i
galima duoti atitinkamai pavidalas
1 dx+1-2 1 1

ST L i g B s
a B b 2802 ;

tai, remdamiesi VI p., galime sakyti, kad begalinés mazybés ii
begalinés didybés sandauga gali biiti dydis pastovus, kintamas
baigtinis, be galo maZzas ir be galo didelis.

§ 5. Begaliniy maZybiu eilés.

Nors visos to paties kitimo proceso begalinés maZybés
vienkart art¢ja nuliui, bet, einant tam procesui, jos gali Kkisti
labai jvairiai, didesniu ar maZesniu greitumu artédamos nuliui.
Paskutiniuose kitimo momentuose begaliniy mazybiy jvairumas
gali biti toks, kad viena ju praneSa kita didziausia, beveik ne-
jsivaizduojama, skaiCiy karty. Pav., jeigu a yra be galo mazas

J S TS Rl g gt
‘skaiGius, tai vienkart su juo art¢ja nuliui ir skaiCiai 55730 4
ir t.t. Bet tuo momentu, kada ¢ pasieks mazybés, pav., —lTl)l—O,kiti

1 1

skaiCiai pavirs 510%" 3.10%’ 11010 ir t. t, ir pasirodys, kad

Il

tuo momentu pirmasis skaiCius yra didesnis u# antraii 2 1040
karty, didesnis uZ treiajj 3.100'° karty, didesnis uz ketvirtaji
4,1000%° ir t. t.

Daugelyje klausimy, kuriuose pasitziko kelios begalinés
maZybés, biina svarbu palyginti jos tarp saves Tam tyrineja ju
santykius viena su kita. ]vairiems nuotikiams paZymeéti yra var-
tojami Sie bendri terminai:

B

a) jeigu dvieju begaliniy maZybiy § ir a santykis oy

baigtinis skaiCius, nelygus nuliui, tai sako, kad B ir @ yra bega-
linés maZybés vienodos eilés;

b) jeigu dvieju begaliniy maZybiy B ir a santykis % yra

nauja begaliné mazybe, tai sako, kad B yra aukStesnes eilés,
negu «; -

c) jeigu dviejy begaliniy maZybiy f ir a santykis % yra

begaling¢ didybe¢, tai sako, kad f yra Zemesnés eiles, negu a.

§ 6. Ribos.

Jeigu kintamasis dydis, bekisdamas, artéja kai kuriam pa-
stoviajam dydZiui taip, kad absoliutinis judvieju skirtumo didu-
mas gali darytis ir likti begaline mazybe, .tai pastovusis dydis
vadinasi kintamojo riba. :

Imkime kelis pavyzdZius.

1) Trupmena f_—x_—l, (x>>0) be galo did¢jant x-ui, yra kin-

tamasis dydis. PaZitirékime, kaip kinta skirtumas tarp paétovaus

dydzio 1 ir tos trupmenos. Matome, kad tas skirtumas, bidamas
lygus
x—1 1
| § e
by %

be galo: mazéja, kai x be galo didéja. Vad., 1 yra kintamosios
trupmenos )—C—;—l riba, kai x be galo didéja.

2) DeSimtainé perijodiné trupmena 0,777..... yra kintamasis
dydis, kai deSimtainiy skaitmeny skaiCius be galo didéja. Jai
galima duoti pavidalas

% 7 7
A — 10 Hi

100 1000 T
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Parodysime, kad % yra tos trupmenos riba. Sudarydami skir-

tumus
7 77__‘;7_7
B T T
7 7/ 7/ )_ i
?‘(1’0+T'6 —9.10%°
o S N SO
-+ — (19 100 * 1000) =910%°

matome, kad tie skirtumai, didéjant be galo deSimtainiy skait-
meny skaiCiui, gali darytis ir likti maZesni uz bet kurj mazg tei-
giamg dydj; vad,, % yra trupmenos 0,777..... riba.

Sinose pavyzdziuose kintamasis buvo mazZesnis UuZ savo

riba. Bet jis gali artéti savo ribai, biidamas arba nuolat didesnis
uZ ja arba kartais didesnis, kartais mazesnis uz ja, pav.,

3) trupmena )—C%l, x-ui didéjant, mazéja, artédama 1, kuris

. : 1 o
ir yra jos riba, pati gi trupmena yra lygi 1—+——x—, by i eya
didesné uz 1 (x> 0).

Jeigu kurs nors kintamasis x turi ribg a, tai tatai paZy-
mima taip:

lim x=a,
kur ,lim“ yra pirmosios raidés pranciizisko zodZio ,limite“ (arba
it ; b 4 ; 7
lotyni§ko ,limes“), kurs reiSkia ,riba“, pav., im0 AT = 9

Be to, jeigu kintamojo dydzio kitimas pareina nuo Kito
kintamojo dydZio kitimo, tai paprastai apacioje nurodytojo sim-
bolio Zymima ta antrojo dydZio reikSme, kurig jai pasiekus, pir-
masis dydis pasiekia savo riba. Pav.,

lirr(l) (5 )=—=10:

i3 ribos savokos cina, kad, jeigu limx=a, tad galime radyti
‘x=a--a,
arba x=a—a,
arba XE= =i,

FAE S DAL

kur a yra kintamasis be galo maZas dydis, virstas nulium, kai
X pasiekia savo tibg a..

Kintamasis dydis, kuris gali artéti nuliui, kaip savoe ribai,
vadinasi begaliné maZybe.

Kintamasis dydis, kurio absoliutinis didumas gali darytis
ir likti didesnis uZ bet kurj duotg teigiama dydj, vadinasi bega-
line didybe. Jeigu x yra begaliné didybé, tai tatai paZymima
taip: limx=-oco arba limx=—oo. Toks uZradas turi salyginj
pobiidj, nes, aisku, Siuo atveju néra jokio pastoviojo dydzio,
kuriam x be galo artéty. Ir vieno, ir kito tiksli prasmé yra tokia:
kintamasis dydis x, bekisdamas, pasiekia savo apsoliutiniu didu-
mu tokiy teigiamuy reikSmiy, kurios gali praneSti visokj duotg
teigiama dydj, kad ir kaip Sis biity didelis, ir, Zinoma, pasiekgs
didelés reik§mes, pav., 100000, toliau bekisdamas, visg laikq lieka
didesnis uz 100000.

§ 7. Pagrindiniai riby désnial.

Visuose protavimuose, kuriuose tenka turéti reikalo su ri-
bomis, remiamasi Siais désniais:

1) jeigu kintamasis dydis, nuolat didédamas, visumet lieka
mazesnis uZz kai kurj apibréZta dydj a, tai toks kintamasis turi
riba, kuri arba yra lygi a, arba yra maZesné uZ a;

2) jeigu kintamasis dydis, nuolat maZédamas, visumet lieka
didesnis uZ kai kurj apibréZta dydj a, tai toks kintamasis turi
riba, kuri arba yra lygi a, arba yra didesné uZ a;

"3) tas pats kintamasis dydis, bekisdamas vienu apibréztu
biadu, negali artéti dviem nelygiom viena kitai ribom a ir b.

Sis pastarasis sakymas lengva suprasti. I$ tiesy, tegu biina
prieSinga, t. y., tegu kintamasis x turi dvi nelygi viena Kkitai
ribi @ ir &. Tada, remdamiesi ribos apibréZimu, turésime

X=a-+a
ir x=b-+8
1§ kur

a-}+a=b--B,
arba a—b=5—a.

t. y., dvieju nelygiy pastoviyju dydZiy skirtumas yra lygus be-
galinei mazybei. Tokio rezultato nesgmomié verCia atmesti ma-
nymg, kad a ir b esg nelygis.
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§ 8. Sumos riba.

Tegu turime baigtinj skaiCiy kintamyju dydZiy, kurie artéja
savo riboms, t. y., tegu

lime==ayilimy—hHime—rc;. " sehm =] RHE s (1)
taip kad, remdamiesi ribos apibrézimu, galime raSyti
X=0-70, V=018, 2=c|Y, . .08 , v=Il-}A,

kur a, B, v, ...., k yra begalinés mazybés.
Sudéje pastargsias lygybes panariui, gauname

x+y+z+...4+v=(@+b+c+..+)+(@+B+7+..c 0 .. L (2)
Kadangi suma a-B-y-...+h yra be galo maza (§ 4, I), tai,
eidami ribos apibrézimu, vietoje pastarosios lygybés (2) galime
radyti jai tolygia

lim(x+y-+z-+...4+v)=at+b-+c+...41,
i§ kurios, pakeite deSiniosios pusés démenis jiems lygiais reiSki-
niais i§ lygybiu (1), gauname

lim(x+y-+2z+....+ov)=limx+limy-Himz+....+limo, . . . (3)
t. y., baigtinio skaiciaus kintamyjy dydZiy sumos riba yra lygi
visy démeny riby sumai.

Pastebéjimas. Si iSvada nustoja galios, jei démeny skaiCius
yra be galo didelis, nes tuo atveju mes gautuméme deSinéje ly-
gybés (2) puséje be galo didelio skaiCiaus begaliniy maZybiu

suma, kuri gali ir nebtiti be galo maza (§ 4, I, past.).

§ 9. Skirtumo riba.

Tegu turime du kintamuoju dydziu, artéjanciu savo ribom,
foy., tegu
litac=a Trilimys==Da 0 el Soat e i (1)

“todel, galime radyti

x=a-+}a ir y=b-8,
kur a ir B yra begalinés maZybés.
Atéme pastarasias lygybes viena i3 kitos panariui, gauname
x—y=—(@—b-+@—-B)........... 2)
Kadangi skirtumas a -3 yra be galo mazas (§ 4, 1), tai lygybe
(2) pakeiCiame jai tolygia
~ lim(x—y)=a—>b,
i§ kurios, imdami démesin lygybes (1), gauname
lim(x - y)=limx—Ilimy, . S e (

P I————.
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t. y., dviejy kintamujy dydZiy skirtumo riba yra lygi ty paciy
kintamuyjy dydZiy riby skirtumui.

§ 10. Sandaugos riba.
1) Dvieju kintamyju daugikliy sandauga.
Tegu turime °
imX—=asin = R RS S (1)
I§ Cia
x=a-+ta ir y=b-8,
kur « ir B yra begalinés mazybés. Sudauging pastarieji lygybi
panariui, gauname
xy—ab+(batap+taB) .......... @)
Kadangi ba, aB ir aB yra begalinés maZybes (§ 4, [II—IV), tai ir
suma ba-}-ap-}+aB yra be galo maZa; todel, i§ lygybes (2) riboje
gauname -
lim(xy)=ab,
arba, atsizvelge i lygybes (1),
Hiea)sstime Hmy: oo a0 b N s 3)
2) Keliy kintamyjy daugikliu sandauga.
Tegu turime trijy kintamyju dydZiy sandauga xyz. Jai ga-
lima duoti pavidalas (xy) .z, ir del to,
lim(xy2)=lim[(xy) . z]=lim(xy) . limz.
Istate Sioje lygybéje vietoje lim(xy) jai lygu reiSkinj i§ lyg.
(3), gauname
lim(xy2)=limx.limy.limz ......... (4)
Tokiu pat bidu ir bet kuriam baigtiniam skaiCiui daugikliy
X, ¥, Z...., v galime jrodyti, kad '
lim(xyz...v)=limx.limy.limz....limo, . . . . .. )]
t. y., baigtinio skaiciaus kintamyiy dydZiy sandaugos riba yra
lygi ju riby sandaugai.
Isvada. Jeigu lygybéje (5) x—=y—2z=....=v (viso m dau-
gikliy), tai :
limeme(Hme™, . 5 o s s e (6)

§ 11. Dalmens riba.

Tegu duota
Himsesas irtlimy=—=01 Sl e L a iy M
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IS Cia eina
x=a-}+a ir y=b+35B,
kur @ ir B yra begalinés mazZybés. Padalij¢ pirmaja Siydvieju ly-
gybiy i§ antrosios, gauname
X zoata- ba—af

o b_l—bb—{—ﬁ) IR IR
bet ba ir aff yra begalmes mazybés (§ 4, Ill), del to, ir skirtu-
mas ba—ap yra be galo mazas (§ 4, II), ir, vad., jei b néra

: . . ba—ap

nulius, tai ir ra begaliné mazybé 4.7\, v =0 delito)
lygybé (2) duoda

~fimi—i
=7
arba
e limee
lmy G T R ICE Sy T 3)

t. y., dviejy kintamyjy dydZiy dalmens riba yra lygi jydviejy
riby dalmenizi.

Jei b=0, tai §i i§vada nustoja galios, nes padalyti is 0
negalima. ;

§ 12. Riby metodas.

' Papildydami iSdéstytasias riby teoremas, pridursime, kad
sveikojo rodiklio Saknies ribos teoremg lengvai gausime, pasi-
naudodami laipsnio ribos teorema [§ 10, form. (6)], ir kad ne-
sunku yra iSplésti gautgsias iSvadas trupmeniniy rodikliy laip-
sniams ir Saknims.

Visa tai veda prie tokios svarbios iSvados: jeigu kintamieji
dydziai yra suristi kuria nors formula, tai tokia pat formula yra
suristos ir ju ribos. Taip antai, jei

y=4x%—2tgx}-3lg)/x,
tai

limy—4(limx)3—2tg(limx)---3lg)/ lim x.

Mes negalime €ia jrodyti Sios iSvados visu bendrumu, pastebési-

me tik, kad ji yra teisinga visais tais atskirais atvejais, kuriuos

lig Siol perzitréjome.

: Si iSvada yra vadinamojo riby metodo pagrindas. Juo daz-
nai naudojasi matematikoje jvairiais klausimais ir $tai kaip.

e L

Jeigu reikia rasti kurie nors pastovieji dydZiai, bet betarpiskai
tai padaryti negalima arba labai sunku, tad i juos Zitirima, kaip
i kai kuriy kintamuju dydziy ribas. Tuos kintamuosius parenka
paprastai tokius, kuriy ypatybés lengvai duodasi nagrinéti ir tarp
kuriy galima nustatyti Sioks ar toks santykiavimas lygCiu pavi-
dale. Pakeite gautosiose lygtyse, remdamiesi iSvestomis teore-
momis, visus kintamuosius atitinkamomis ju ribomis, gauna san-
tykiavima, i§ kurio ir gali surasti ieSkomaji pastovyji dydj.

Naudodamiesi riby metodu, surasime apskritimo ilguma ir
rutulio turj.

§ 13. Apskritimo ilgumas.

Duotojo spindulio apskritimo ilgumas yra dydis pastovusis.
Bet iSmatuoti tas ilgumas paprastais ilgio matais negalima, ka-
dangi jokia kreivosios linijos dalis nesutampa su tiesiaja. Apskri-
timo ilgumas yra surandamas riby metodu.

Pirmiausia, i§siaiskinkime, kq vadina apskritimo ilgumu.

[sivaizduokime du taisyklingu vienavardZiu daugiakampiu:
viena jbrézta i apskritima, o kitq apibrézta aplink jj. Imkime be
galo dvejinti judvieju krastiniy skaiCiy. Tada tu daugiakampiy
perimetrai p ir P bus kintamieji dydZiai. IS geometrijos Zinome,
kad taisyklingojo apibréZtojo daugiakampio perimetras yra di-
desnis uZ taisyklingojo jbréZtojo daugiakampio perimetra ir kad,
taisyklingojo ibréztojo daugiakampio krastiniy skaiciui dvejéjant,
jo perimetras didéja, bet negali bati didesnis uz apibréztojo
daugiakampio perimetrg. Vad., einant pagrindiniy riby deésniy
(§ 7) p. 1, ibréZtojo daugiakampio perimetras p turi artéti- kai
kuriai ribai ¢, t.y., limp=c, arba p=c—a, kur a yra begaline
mazybeé.

PanaSiai galvodami, randame, kad ir apibréZtojo daugia-
kampio perimetras P, einant pagrindiniy riby désniy (§7) p. 2,
turi tureti kai kurig ribg C, t. y., limP=C, atba P=C+f, kur
B yra begaliné mazZybé.

IS pasakytojo eina, kad

P—p=(C—0)+(a-+).
Skirtumas P—p yra kintamasis dydis, skirtumas C—c yra pasto-
vus, o suma a--B yra begaliné maZybé. Vad., einant ribos api-
bréZimu, vietoje pastarosios lygybés galime raSyti
lim(P—p)=C—c;
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bet, kaip Zinome i§ geometrijos, skirtumas P—p, be galo dve-
jéjant kradtiniy skaiiui, artéja nuliui, t. y.,

lim(P—p)=0,
o, del to, ir
C —c=0,
arba C=—c.
Vad,, c=limp=limP (P=>c>p).

Taigi, abieju daugiakampiy perimetrai arteja tai paciai ri-
bai, kurig ir vadina apskritimo ilgumu.

Dabar suraskime apskritimo ilguma.

Tegu turime du apskritimu spinduliy 7, ir r. Apskritimy
ilgumus paZymékime atikinkamai ¢, ir c. 1brezk1me i tuodu ap-
skritimu du bet kuriu taisyklinguoju vienavardZiu daugiakampiu
ir imkime be galo dvejinti jy kraStiniy skaiCiy. Jeigu kintamuo-
sius ty daugiakampiy perimetrus paZymésime atitinkamai p, ir
p, tai

% 4 I T

R
is kur

b s Baa..

AT

Pereidami prie ribos, gauname
nm(’r’l)——hm( ) atba (8 1) 02y
3

Bet limp,—¢, ir limp=c; vad.,

llmp1 limp
SHiE

e 2
e NG
i

i5 kur
ey
o, gy

Tokiu biidu, apskritimo ilgumo ir skersmens santykis yra tas
pats visiems apskritimams, t. y., tas santykis yra pastovusis dy-
dis. Ta, pastovyjj dydj paprastai Zymi raide =, taip kad

£ —x
: D, Tt
i§ kur

=327

B [ A

§ 14. Rutulio tiiris.

Jsivaizduokime pusapskritimj su skersmeniu AB=2R. [bréz-
kime j ta pusapskritimj ir apibréZkime aplink jj dvi taisyklingieji
vienavardi lauZtini liniji ir imkime sukti juos aplink skersmenj
AB. Tada pusdaugiakampis, apribotas lauZtine linija ir skerme-
niu, duos daugiasienj kiing (jbrézta), pusapskritimis — rutulj, o
pusdaugiakampis, apribotas lauztine linija ir pratgstu skersmeniu,
kita daugiasienj kiing (apibrézta).

Pazyméje ijbréZtojo ir apibréZtojo daugiasieniy tarius atitin-
kamai v ir @, ir galvodami taip, kaip pereitame § 13, prieiname
prie iSvados, kad kintamasis tiris @ turi artéti kai kuriai ribai V,
o kintamasis tiiris v, ribai V,, taip kad limv=V ir limv,=V,
atba v=V—a ir v,=V,-+B, kur a ir B yra begalinés mazybes
IS ¢ia gauname
: v,—v=(V,—V)+(a+8),
arba (o, ~a)=V,—V ... oo i S v (1)

I§ geometrijos Zinome: thris kiino, gauto taisyklingosios
daugiakampés idpjovos sukimu aplink a§j, einanlig per jos cen-
trg, yra lygus gautojo kiino pavirSiaus ir lauZtinés linijos apo-
témeés % sandaugai. Todel, paZyméje s ir s, atitinkamai ibréz-
tojo ir apibréZtojo daugiasieniy pavirSius, 0 a lauztinés linijos
apotéme, turime ]

Yy == %SIR ro= -é—sa,
1
i§ kur v,—v=7 (s,R—sa).

Jei lauZtinés linijos kraStiniy skaiCius be galo dvejéja, tai
a artéja spinduliui R, o s, ir s ju bendrai ribai—rutulio pavir-
Siui S; vad.,

llm(vl——'z/)__——llm(sR sa)——-3 R. hmsl—-llms lima) =

3
= g(SR——SR):O. x AOHSGy,
¥
Todel, lygybé (1) virsta P
’ Vl i V=0’ 3
i§ kur : Vi=V, &
Vad., V=limv=limw, (v, >V>v).

Gy
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Taigi, abiejy daugiasieniy tariai turi ta paCig riba, kurig
vadina rutulio turiu.
Pats rutulio tiiris dabar surasti nesunku Biitent,

AnR2, R-— 'n:R"’.

illms 11ma——

h el
V_llm'v._hm(gsa) 3

§ 15. Santykio Si;f riba, kai x artéja nuliui.

Kintamajame santykyje g;_x_ pakeite x jo riba 0, gausime

neapibréztg reiSkinj % Todel, to santykio ribos tenka ieSkoti
kitokiu budu.
I3 trigonometrijos Zinome, kad

g it s Lt e A0S
kur x yra lankas, mazesnis uz 5 I iSreik$tas radijanais. Pada-

lije abidvi nelygybés (1) dali i3 x, gauname
o
__sin <_
Kai x artéja nuliui, tai desmlo]l §ios nelygybés dalis yra taip
pat begaliné mazybé. Vad., skirtumas tarp pastoviojo dydzio 1

ir kintamojo S-li—x yra begaliné maZybé. Tatai parodo, kad 1 yra

E}? riba; del to, galime raSyti

sinx
it =1 el SR SR S e
11=m0 = j ; 2
Jeigu x artéty nuliui, bidamas neigiamu, tai musy iSvada
nepasikeisty, nes
si_n(*x)_sinx

=S50 X

§ 16. Reiskinlo (1 +‘,1{) riba, kal 7 be galo didéja.

ISnagrinésime tris galimus atsitikimus.
I. n yra teigiamas sveikas skaiCius.
Keldami laipsniu i§ Njutono binomo, turime

- vienetais ir 2) daugikliuose pavidalo

SR e

(+3Y-tin b D e

_i_n(n—vl)(n—Q) ..... 2l 1
0 TR T Wy o R

skur (14 ) = 1+1+1 il gton s
SAgH 412_._.,2( )(1-——) ..... (1—”———1 M AR

Suma, stovin€ia deSinéje lygybés (1) dalyje, padidinkime dviem
biidais: 1) visus daugiklius, stovincius skliausteliuose, paverskime

1 : :
{93 visur pastatykime 2
vietoje skaiCiy 3, 4, ..... , n. Delei viso to, gausime tokia nely-

gybe:

Desiniojoje Sios nelygybés dalyje eilé, kuri prasideda treCiuoju
nariu, yra geometrinés progresijos nariy suma. Tos sumos didu-
mg rasime, taikindami atitinkamga algebros formula, butent:

1 1 1 1
'j"‘?",_ """ & 2n—1 == ks 2n—1'

SW e —

(1+ )<1+1+1 2“_1,arba (1+ )<3

2"—1 ’
arba (1+4-)<3

Eile (1) rodo, kad, be galo didéjant n, reiSkinio (l —|~%)"
reik§me didéja, bet, kaip matyti i§ nelygybés (3), visumet lieka
maZzesné uz 3; vad., reiSkinys (l—l—%)” turi ribg (§ 7, 1). Si
riba paprastai Zymima raide e; todel, galime sakyti, kad

tim (14 .:Z_)"ze ............ 4)

SkaiCius e yra neiSmatuojamas; jis gali biiti iSskaiCiuotas
bet kuriuo pageidaujamu tikslumu. SkaiCiaus e didumas, iSskai-
Ciuotas tikslumu ligi penkiy deSimtainiy Zenkly, yra

7=2,71828.
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Il. 7 yra teigiamas trupmeninis skaiCius.
Bet kuriai n reik§mei rasis du sveiku skaiCiu m ir m--1,
tokiu, kad

B s L L, SR S S
I§ Cia
—~> >m+1
ir toliau
Vad,, 4
1 n 1 n 1 n
'(1+Z>>(1+7)>(1+Tn—-ﬁ) ...... (6)
Bet m+4-1>n, vaq.,
1 m+1 1 n
Ul 2l h2),
ir taip pat m<Zn, vad.,
1 n 1 m
() =t
Todel, nelygybés (6) galima pakeisti tokiomis:
1 \»HL 1IN O G
(1+-;l—) >(1+7)>(1+W) ..... @

Jeigu dabar 2 be galo didés, tai, einant nelygybe m-+1>n,
be galo dides ir sveikasis teigiamasis skaitius m. Del to, kras-
tiniai nelygybiu (7) nariai artéja ribai e. I8 tikryjuy,

lim(1+ —) —lim

Jim =tin[(14 )" (14 3)] =

—llm(l + —) hm(l +—):e I=%

mM=00 M=00
B i ik m—I-l 5
e (1 S ) e ) 1““1“. =
, ' m-1
—Ilm(l + )m+1 li_m ll—ze.I:e.
—f‘m

nv

e P

AiSku, del to, kad ir vidurinis ty nelygybiu narys, reiSkinys
(1+ ) negali artéti kitai ribai, kaip tik e, t. y.,

hm( 14— ) =
IIl. n yra neigiamas skaiCius.
Sakykime, n— —p, kur p>0.
Turlme

oy "

SO e ()T L,

Kai n be galo didés, tai be galo didés ir teigiamasis skaiCius p.
Del to, pereidami prie riby, gauname

um(1+77)_nm (1+_*) um(1+ —~~)_e l1=e.

n=—0m p=+ p=A+w

§ 17. Naturaliniail logaritmai. Péréjimas nuo vienos loga-
ritmy sistemos prie Kkitos.

Rastasis pereitame § 16 skaiCius e yra imamas vadinamuy
naturaliniy, arba neperiniy, logaritmy sistemos pagrindu, ir, del
to, ji daZznai vadina naturahmu (arba neperiniy) logaritmu pa-
grindu.

Nesunku 1svest1 sarysis, kuris yra tarp to paties skaiciaus
logantmu, paimty jvairiais pagrindais. Tegu turime to paties
skaiiaus N logaritmus jvairiais pagrindais; tegu x yra skaiCiaus
N logaritmas pagrindu a, o x, yra to paties skaiCiaus N loga-

ritmas pagrindu 4. t. y., tegu
Nmar g e o R e (1)
ir y NI e a1 e e R 2
Logaritmuodami lygybe (2) pagrindu a, gauname
lgaN=x,1g.b,
arba, atmindami, kad, einant lygybe (1), lgsN=x,
‘ S ) U W O R T £
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et

i§ kur % ;x- s
VT dgab
. Pazymeje pastovyjj daugiklj lgib raide M, t. y., padéje
1
Tgt,?_M .............. (4)

gauname sary§j tarp dviejy sistemu logaritmy tokiame pavidale

o ST R A SRR
Vad., skaiCiy logaritmus pagrindu & galime gauti i§ ty paciy
skaiCiy atitinkamuy logaritmy pagrindu a, jei pastaruosius loga-

ritmus padauginsime i$ to paties skaifiaus M. Daugiklis M yra °

vadinamas naujosios sistemos (pagrindu &) logaritmy moduliu
senyjy logaritmy atZvilgiu. Kaip matome i§ lygybés (3), jis yra
lygus vienetui, padalytam i§ naujojo pagrindo & (prie kurio per-
einame) logaritmo, paimto senuoju pagrindu @ (nuo kurio per-
einame).

Del to, turint, pav., tabelés logaritmy pagrindu 10, lengva
sudaryti tabelés pagrindu, pav., 5. Tam reikia tik i§ turimyjy
tabeliy rasti logaritmas 5, padalyti i§ jo 1 ir padauginti visi tu-

rimieji logaritmai i§ dalmens Per tatai jie pavirs tyu pa-

o
12,09
Ciy skaiCiy logaritmais pagrindu 5.

Darydami taip, kaip ka tik pasakyta, rasime, pav.,

o b 2 0 120808080
lged=lp. 2 M=ig.2 Tga5— 0.69897 =0,43068.

" Pastebésime, kad moduliui M galima duoti kitas pavidalas.

I3 tiesu, logaritmuodami lygybe (1) pagrindu &, gauname

lgs N=xlg,a,

arba B = o I (6)
Sudauging panariui lygybes (3) ir (6) ir sutrumping, guuname

I=slgshalong s 4 ole m e R (7)
i§ kur

e
Igad 0%

|
t.y, M:']gj:lgba....--......(S)

S onives

Modulis M= l—lﬁ’ i§ kurio turime dauginti naturalinius
e

logaritmus, kad gautuméme logaritmus pagrindu 10 (brigginius),

yra

1
M= 1g.10 =0,43429.

Modulis Ml:fgl?’ i§ kurio turime dauginti logaritmus
10

pagrindu 10 (brigginius), kad gautuméme naturalinius logarit-

mus, yra.
Mi= il —2.,30259.
lg..e

10

§ 18. Pavyzdziai.

' sekto
1. Rasti 11m—x—-

=0

2 Rastt llm(x sm—)

X=00

3. Rasti lim (x.ctgax).

=0

4 Bl 0K
=0 X

5. Rasti lim-

s sm2x—§—tgx

6. RaStl liTOW

7. [Jrodyti, kad, jei staCiojo prie taSko A trikampio ABC

vir§iiné B tolsta begalybén statinio AB kryptimi, tai skirtumas
tarp jZambinés CB ir statinio AB artéja nuliui.

8. Duotas lygiaSonis trikampis ABC su pagrindine AB==c.
Lygiagretiai su pagrindine nutiesta tiesioji, kuri perkerta Song
BC taske D, ir kurios nutolimas nuo pagrindinés lygus d. Rasti
tiesiosios AD ribos ilgumas, jei virsiné C, slinkdama pagrindi-
nés statmeniu, tolsta begalybén,

L]
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II. Apie funkcijas.

§ 19. Argumentas ir funkcija.

Jeigu kuriu nors du kintamuoju dydZiu taip pareina vienas
nuo kito, kad bet kuriam vieno didumui atitinka tam tikras
(vienas ar keli) kito didumas, tai pirmajj vadina antrojo argu-
mentu, o antrgjj — pirmojo funkcija.

Taip, pav., skritulio plotas yra jo spindulio funkcija, del

to kad, kintant spindulio didumui, kinta nuo to ir skritulio plo-

tas; spindulio gi diduma laiko argumentu.

Taip pat rutulio tiiris yra jo spindulio funkcija. Duotojo
apskritimo stygos ilgumas yra jos nuotolio nuo centro funkcija,
ir kit.

Katras i§ kintamyju dydZiy, pareinanCiy vienas nuo kito,
reikia laikyti argumentu ir katras funkcija, priklaiiso nuo pasta-
tytojo klausimo esmés. Taip, pav., | skritulio plota mes auksCiau
Zifiréjome, kaip | jo spindulio funkcija, bet, atvirk$¢iai, ir spin-
dulys gali biiti skritulio ploto funkcija, nes, kintant skritulio plo-
tui, turi kisti nuo to ir jo spindulys.

Jeigu pirmajame pavyzdyje skritulio plota pavadinsime y,
o jo spindulio ilgumg x, tai sary$j tarp funkcijos ir argumento
galime iSreiksti Sia lygybe:

y:-n:x“’.
Taip pat ir antrajame pavyzdyje rutulio tarj pavading y, o jo
spindulio ilguma x, galime iSreiksti sary$j tarp funkcijos ir ar-
gumento Sia lygybe:

Y= —;—wx"'.

Taip pat ir treCiajame pavyzdyje galime iSreiksti sarysj tarp -

funkcijos ir argumento lygybe
y=2|rP—x?,

kurioje stygos ilgumas paZymétas y, jos nuotolis nuo centro x,

.0 pastovusis spindulys r.

Apibendrindami gautuosius rezultatus, matome, jog kiek-
viena formula, kuri yra kuriy nors veiksmy su kintamuoju pa-
darinys, duoda mums to kintamojo funkcija Pav., y#=5x8,
y=tg2x, y=|/x+3 yra argumento x funkcijos.

s DG

Jeigu norima iSreiksti, kad y yra kai kuri x funkcija, tai

vartojama $ioks paZyméjimas:

y=f (%),

kurs reikia skaityti taip: ,y yra x-o funkcija“.’ Kitam kuriam
nors funkciniam sgry$iui paZyméti vartojama kiti pana3fis sim-
boliai: F(x), ¢(x), ¥(x), fi(%), fo(0), o,(x), F,(x) ir kit. Pav,, jei
f(x)=5x+2, tai funkcija ]/3_x—cosx nebegalima tame paciame
klausime Zyméti f(x), o tenka griebtis zZymejimo F(x), ar 3(x),
ap kit.

Lig $iol, kalbéedami apie funkcijas, turéjome galvoje tokias
funkcijas, kurios pareina nuo vieno argumento. Jas ir vadina
vieno argumento funkcijomis. Lengva jsivaizduoti tokius dydZius,
kuriy kitimas pareina ne nuo vieno dydZio kitimo, bet nuo
dviejy, triju ir, apskritai, daugelio. Taip, pav., staiakampio plo-
tas yra jo ploGio ir ilgio funkcija; taisyklingojo daugiakampio
plotas yra jo krastiniy ilgio ir ju skaiCiaus funkcija, ir kit. To-
kias funkcijas vadina dviejy, triju ir, apskritai, daugelio argu-
menty funkcijomis. Jos Zymimos pana$iai, kaip ir vieno argu-
mento funkcijos: z=f(x, y), u=F(x, y, 2) ir kit.

§ 20. Atskirosios funkcijy reikSmés.

Jei funkcijos argumentui x duosime kai kurig atskirg reiks-
me, pav., x=a, tai gausime atitinkama funkcijos f(x) reikSme
Tokios reik§més vadinasi atskiros funkcijy reikSmes. Jos Zymi
mos simboliu f(a), arba kai kada ir [f(X)]y—, Pav., jei f(x)=
—3x2+2x—>5, tai f(2)=3.22+42.2—5=3.4+4+4—5=11, f(—9)=
—3(—5)2+4-2(—5) — 5=3.26—10—5=60, f(0)=—>. ,

Sit dar pavyzdziai.

1) flo=x>—2x-+1; rasti f(14-k) ir fed-h)—f(h).
f(14+-R)=(1-k)2—2(14-R)+-1=1-+2k+k*—2—2k |- 1=
Flx+h)y=(xo-hp2—2(x+h)+1=x>+2xh—+-h* —2x—2h--1;
f(Ry=h>—2h~-1;
foth)—fh)y=x*+2xh+h?--2x—2h+1 — h*+2h—1 =x342xh— .

9) fx)=2x+x*—3; p(x)=x% rasti flp(x)] ir ¢[f(x)]-
Flo(x)]=2(x?)34(x?)2—3=2x" Fxt—3; o[f()]=2x*}x2—3).

'§ 21. Funkcijy Iytys.

Apskritai, funkciju yra didelis jvairumas. Norédami lyginti
jas vieng su kita, skirsto jas lytimis. Lytys pareina nuo to, ku-
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rinvo atZvilgiu funkcijos yra palyginamos arba atskiriamos viena
nuo kitos. Turédami toliau galvoje vieno argumento funkcijas,
nurodysime Sias svarbesnes funkcijy lytis.

I. Funkcijos isreikstinés ir neiSreikstinés.

Funkcija vadinasi iSreik$ting, jeigu staciai nurodyta, kuriuos
veiksmus turime nuveikti su argumentu, kad gautuméme  funk-
cijg. Funkcija vadinasi neiSrekstine, jei sarySis jos su argumentu
duotas lygtimis, kurias dar reikia iSspresti, kad gautuméme funk-
cijos reidkinj. PavyzdZiuose y=>5x2}]/x ir xX2—ay=1 pirmajame
y yra iSreik$tiné x-o funkcija, o antrajame y yra neisreikstine
x-0 funkcija.

Pastebéjimas. 18 pasakytojo aiSku, jog, norint neiSreikstine
funkcija padaryti iSreikStine, reikia iSspresti tos lygtys, kurios
riSa jg su argumentu. Pav., iSsprendg auksCiau duotaja neiSreiks-

X Ser
ting funkcija, gauname jos i3reikStinj reiSkinj y:x 5

Il. Funkcijos tiesioginés ir atvirkstines.

Apskritai, viena kitai atvirkStinémis funkcijomis vadiname
bet kuriuodu kintamuoju dydZiu, suritu vienomis lygtimis. Vie-
nas ty dydZiy vadinasi tiesioginé funkcija, o kitas — atvirkstine.
Imkime, pav., lygtis ax-by+c=0; iSsprende jas vieng sykj x-ui,
o kitg y-ui, gausime dvi viena kitai atvirkstini funkciji

Bt S .
o a Ho b
Ill. Funkcijos vienareiksSmés ir daugiareikSmeés.

Funkcija vadinasi vienareik§me, jeigu kiekvienam argu-
mento didumui teatitinka tik vienas funkcijos didumas. Tokios
yra, pav., funkcijos

x2
ye=ih =y o’ y=lgx,
Funkcija vadinasi daugiareik§mé¢, jeigu kiekvienam argu-
mento didumui atitinka du arba daugiau funkcijos didumy. To-
kios yra, pav., funkcijos

e VJ—C, y=—=Arccos x.

IV. Funkcijos algebrinés ir transcendentines.
ISreikstiné funkcija vadinasi algebring, jei ja galime gauti,
auveikg su jos argumentu baigtinj algebriniy veiksmy skaiCiy.

iy S

Algebriniu veiksmu Cia eina sudeétis, atimtis; daugyba, dalyba,
kélimas laipsniu ir traukimas Saknies, kai laipsniy ir $akniy ro-
dikliai yra Zinomi, realiniai ir iSmatuojami. Tokios yra, pav.,
funkcijos

2 Sy = 5
y=ax?-bx1-c, y=}|axFb, et

NeiSreikstiné funkcija y, nustatoma lygtimis f(x, y)=0, vadinasi
algebrine, jei f(x, y) turi baigtinj skaiCiu algebriniu veiksmu su
kintamaisiais x ir y.

ISreikStinés algebrinés funkcijos dalijasi i dvi dali: 1) ra-
cionalines ir 2) irracionalines. Jei algebrineés funkcijos reiskinyje
argumentas yra po radikalo Zenklu, tai tokia funkcija vadinasi
irracionaliné. Visos kitos algebrinés funkcijos vadinasi racionali-
nés. Pav., y=)/af-x—b yra irracionaline -funkcija, o y=bax*—
— x]/2-1 yra racionaling funkcija.

Racionalines funkcijos savo ruoZtu dalijasi j sveikas ir
trupmenines. Jeigu racionalinés funkcijos reiSkinyje argumentas
jeina | funkcijos vardiklj, tai tokia funkcija vadinasi trupmeniné,

S
kitais atvejais — sveikoji. Pav., funkcija y:j;—é—i—Sx yra trup-

mening, o fﬁnkcija y:4x3——§—x+3 yra sveikoji.

Bet kuri nealgebriné funkcija vadinasi transcendentiné.
Sioms priklauso:
a) rodikliné funkcija y—a*,
b) logaritminé funkcija y=lgx,
c) visos trigonometrines tiesioginés funkcijos, pav.,
=5 e
¢) visos trigonometrinés atvirkstinés funkcijos, pav.,
y=arcsinx,
ir kit.

§ 22. Funkcijy netrukumas,

Jeigu kintamasis dydis, bekisdamas, pereina nuo vienos
kurios nors savo reikSmés (pradinés) prie kitos (galutings), ei-
damas per visas realines reikSmes tarp pradipés ir galutineés, tai
sako, jog toks dydis kinta nurodytose ribose netrukiai. Kitaip
kalbant, netrukus kitimas bus tada, kada skirtumas tarp dvieju
gretutiniy dydZio reikSmiy yra be galo maZas. Jei, pav., pasa-
kysime, jog x kinta netrukiai tarpe (2,5), tai tat reiskia, kad x
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perbéga visas realines reik§mes tarp 2 ir 5, neiSskiriant nei Siu
pastaryjuy (jei del ty riby neduota atskiry rezervy):
LA SRR L e S ) b R S 3 e Vﬁ; S
7
3§, e S T,

Kintamasis dydis gali kitéti ir tokiu biidu, kad jis gali tu-
reti ne visas, bet tik kai kurias realines reikSmes. Toks kitimas
bus trukus. Trukiojo kitimo pavyzdZiu gali biti daugiakampio
krastiniy skaiCiaus kitimas, nes kraStiniy skaiCius tegali turéti
sveikgsias reikSmes 3, 4, 5, ....

Tyrinéjant funkcijas, argumentas paprastai yra laikomas
duotajame tarpe (@, &) netrukiai kintamuoju dydZiu.

Jeigu argumentas, bekisdamas, pereina nuo reik§més a prie
reikSmés x, tai skirtumas x—a—# vadinasi argumento prieaug-
lius. Tada atitinkamy funkcijos reik§miy skirtumas f(x)—f(a)
vadinasi funkcijos prieauglius. Tiek argumento, tiek funkcijos
prieauglius gali biiti ir teigiamas ir neigiamas.

Funkcija f(x) vadinasi netruki argumento kitimo tarpe nuo
x=a iki x=b, jei ji tose ribose kiekvienai argumento reikSmei
turi apibréZtg reik§me, ir jei be galo maZam argumento prie-
augliui £ atitinka ir be galo maZas funkcijos prieauglius
flxe-F-h)—f(x).

Funkcija f(x) vadinasi netruki x—a, jei f(a) yra apibréztos
reikdmés, ir jei be galo maZam argumento prieaugliui # atitinka
taip pat be galo mazas funkcijos prieauglius f(a+#4)—f(a).

Imkime pavyzdzius.

1) f()=mx-+n.

Sudare skirtuma f(x-}-#)—f(x), gauname
m(x—+h)+-n—mx—n=rh.

Kadangi tas skirtumas, t. y., mh, artéja nuliui vienkart su % ir

kadangi, be to, duotoji funkcija turi apibréZtas reik§mes bet ku-

riai x-o0 reikSmei, tai vedame, kad ji yra netrukioji funkcija vi-

soms argumento reikSméms.

2)f{x)=sinx.

Sudare skirtuma f(x+44)—f(x), gauname

sin(x—f—h)——sinx=2sin~/22—cos (x—[— g) )

Sitas skirtumas, artéjant # nuliui, taip pat artéja nuliui, nes ko-
sinusas visumet turi baigting reikSme, vis tiek koks yra x-o di-

e

dumas. Kadangi pati funkcija, be to, turi apibréZtas reikSmes

‘bet kuriai x-o reikSmei, tai vedame, kad ji yra netrukioji funk-

cija visoms argumento reikSméms.

Jeigu kokiai nors atskirai argumento x reiksmei a funkci-
jos reikSmé f(a) yra neapibréZta arba jeigu skirtumas f(a--h)—
—f(a), be galo artéjant £ nuliui, néra begaliné mazZybe, tad
funkcija tai x-o reikSmei triiksta, arba, kaip sakoma, funkcijos
netrukumas gauna trikj.

Pav., funkcija f(x):x—z—3 gauna trikj, kai x=3, nes tai

x-0 reikSmei ji nustoja prasmés, virsdama reiSkiniu o Slaip gi,

visoms kitoms x reikSméms Si funkcija yra netruki, kas matyti

- iS skirtumo sastato

7 7 7h
Jeeth)—fx) G TN VeI Gl I (T P T,
PazZiiiréekime dar, kaip kinta duotoji funkcija triikio artu-
moje. Kadangi, esant ¢ be galo mazam,
f(3—-8):—w,
f3+e)=-+ o,
tai, vadinas, einant x-ui nuo 3—e prie 3¢, t.y., pakitéjus x-ui
be galo maZu skaiCiumi 2¢, funkcija padar¢ be galo didelj Suolj
nuo.—oo j oo,
Kitu pavyzdZiu funkcijos, gaunancios tritkius, gali biiti
y=tgx. I§ trigonometrijos Zinome, kad §i funkcija triiksta, kai
% 3r 5w (k1) '
2 L

X

ir, apskritai,

§ 23. Pagrindinés netrukiosios funkcijos ypatybés.

Teorema I Jeigu funkcija f(x) yra netrukivisoms ar-
gumento x reikSméms tarp kuriy nors dviejy skaiciy a ir b, ir
jeigu funkcijos krastinés reiksmés f(a) ir f(b) yra priesingy Zen-
kly, tai tarp a ir b rasis bent viena reikSmé ¢, kuriai funkcija
virsta nuliumi, t. y., f(c)=0.

IS tikryjy, kadangi, duotgja salyga, funkcija f(x) yra ne-
truki, kintant x-ui nuo a iki &, tad, pereidama nuo vienos savo
kraStines reikSmeés f(a) prie kitos f(b), ji turi pereiti per visas
reikSmes tarp f(a) ir f(b); bet kadangi, duotgja sglyga, f(a) ir
f(b) yra prieSingy Zenkly, t. y., viena jydviejy yra teigiama, o
kita neigiama, tai, vad., f(x) i§ tikryju turi, bekisdama, pereiti
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per reikdme, lygia nuliui. Taigi, turi biiti tarp a ir & tokia reiks-
mé ¢, kuriai f(c)=0, kas ir reikéjo jrodyti.

Pav, fix)=3x2—5x-2; f(l)y=—4; f(3)=10; vad., f(x) turi
virsti nuliumi kai kuriai x reikSmei tarp 1 ir 3. Ir tikrai, f(2)=0.

Teorema Il. Jeigu netruki kai kuriame tarpe (a, b)
funkcija f(x) turi to tarpo galuose nelygias reikSmes f(a) ir
f(b), lr jeigu kai kuris dydis A randasi tarp f(a) ir f(b), tai
‘uri bati tarp a ir b bent viena tokia reiksmé c, kuriai funkcija
turi gauti reiksSme A, t. y., f(c)=A.

Sudarykime funkcija

Fx)=f(x)—A.
Ji, aisku, bus netruki tame paciame argumento tarpe, kaip ir
funkcija fix). Be to,

Fla)=f(a)—A
ir F(b)=f(b)—A
bus prieSingy Zenkly, nes A, duotaja salyga, randasi tarp f(a)
ir f(b). Bet tokiu atveju, einant teorema I, kai kuriai argumento
reikSmei ¢ tarp ¢ ir & funkcija F(x) turi virsti nuliumi, ir mes
gauname

: F(c)=f(c)—A=0,

i§ kur flo=4;
Teorema jrodyta.

§ 24. Funkcija a-.

SusipaZinsime arCiau su funkcija a®, kuri vadinasi rodikli-
né. Pastovusis skaiius a, nelygus vienetui, vadinasi rodiklinés
funkcijos pagrindas, o kintamasis x — jos rodiklis. Rodikliniy
funkciju skaiCiuje yra, pav., funkcija e*, kur e yra naturaliniy
logaritmu pagrindas.

Tegu a yra teigiamas skai€ius.

Teorema. Riba a*=I, kai x=0.
Egest e x >0)
[rodysime, kad a*—1<Ze, kur & yra be galo maZas skaicius.

ol : MR o
Tegu x, bemaZédamas, pasidaro maZesnis uz Ty kur n yra
- kai kuris svexkas1s teigiamasis skaiCius, t.y., tegu turime O<x<l

Tuomet a"<a" Atéme i3 abiejy Sios nelygybés daliy po vieneta,
gausime

S S

£l
a*— 1<<a”»—1.
Irodyti, jog a*—1<Ce, gana radus toks #, kuriam biity teisinga

nelygybé L
Al leiel T e S S (1)
t. y., kad biity teisinga nelygybe
ol
at<"l-+s; atba a<(l-fep* oL 0L, 2)

Bet, Njutono binomu, turime

(14-8)=1 —}—/1.9—{- 1) &2+ .. e,

i§ kur, atmetg deSiniojoje puse]e visus narius, pradédami nuc
treCiojo (jie visi yra teigiami), gauname nelygybe

(L)t Sl Einer i ver vy vl Jehs 3)
Vad., nelygybé (2) bus teisinga, jei bus teisinga nelygybé
a<l-ne,
t. y., jei bus P el

&

s 1 ; 4
Kadangi x<—’;, tai pastaroji salyga yra tolygi salygai

X< ——-
a—l
Taigi, visoms x reikSméms, gulinioms tarp 0 ir —1, tu-
résime, kad
; a*— 1<,
o tatai reiSkia, kad
limaz=—Ile i siiini eete G iy 4)
a=0

I o=, x<0.
Pazymeéje x=—y, kur y>>0, gauname
1 1 1

limag*=limg—>=lim— —-—— — — —1.
=0 =0 =042  lima> " |
»=0
0L a<1.

Sakysime, a:l, kur 6>1. Tuomet

o B ey
et ) =l = = =1,

=0
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Parodysime dar, kad rodikliné funkcija yra funkcija netruki.

Tegu turime rodykling funkcija f(x)=a*. Dave x-ui prie-
augliy £ ir sudare atitinkamg funkcijos prieaugliy, gauname

f(x+h)—fixy=a"t"—a*=a*(a"—1),

Kai % artéja nuliui, tai o artéja vienetui [lyg.(4)], skirtumas
a"—1 artéja nuliui, ir visa deSinioji pastarosios lygybeés puse
taip pat artéja nuliui; vad., ir funkcijos prieauglius a*t" —a* taip
pat yra be galo maZas. Kadangi, be to, pati funkcija a* turi
apibréztas reik¥mes visoms argumento reikSmems, tai galime
sakyti, kad ji yra netruki funkcija visoms x-0 reik§méms tarp
—oo ir 4-oo.

¥

- § 25. Geometrinis funkcijy vaizdavimas.

Tegu turime funkcijg y=f(x).
Jsivaizduokime ortogonaling koortinaty sistema XO0Y (} bréz.).
Zitirésime j duotosios funkcijos argumento reikSmes, kaip j ploks-

N

Y

A
{o e

M,X;

) TR R \B

1 breZ.

tumos taSku abscisas, o i atitinkamas funkcijos reikSmes, kaip
i tu tasky ordinatas. Tada kiekvienos poros x ir y reikSmiy, ati-
tinkamai gauty i§ funkcijos lygCiy, geometrinis vaizdas bus kai
kuris taSkes M. Geometriné vieta tokiy tasky M, kuriy koordi-
natos patenkina duotosios funkcijos lygtis y=f(x), yra kai kuri
linija’ AB. Ta linija AB ir yra geometrinis duotosios funkcijos
y=f(x) vaizdas. Lygtys, nustatanCios funkcija, t.y, lygtys
y=f(x), vadinasi linijos AB lygtimis. ,

Jei duotoji funkcija f(x) yra netruki, tai ir vaizduojanti ja
linija AB yra netruki, ir prieSingai.

~
33 —-

Linija AB vaizdZiai parodo nagrinéjamosios funkcijos kiti-
mo eiga. I8 tikryju, mes matome, kad tarpe nuo A iki M, ji
leidZiasi Zemyn, t. y., jos tasky ordinatos darosi maZesnés; vad.,

- tame tarpe, t.y., kai argumentas dide¢ja nuo x=0A4, iki x=0P,,

funkcija maZéja. Nuo M, iki M, linija kilsta j virSy. Tatai reis-
kia, kad jos taSku ordinatos didéja; vad., tame tarpe, t. y., kai
argumentas didéja nuo x=OP, iki x=O0P,, funkcija taip pat
dideja. TaSke M, linija nusileidZia Zemiau, o taske M, ji iSkilsta
auksCiau, nekaip visuose kituose gretutiniuose taskuose. Vad.,
tose vietose, t. y., kai argumentas x yra atitinkamai lygus OP,
ir OP,, funkcija turi atitinkamai maziausig ir didZiausig reikSme
i§ visy joms gretutiniy reikSmiy. TaSke A, linija AB perkerta
abscisy a§j, t. y., tame taSke funkcijos reik§mé yra lygi nuliui;
Siuo atveju atkarpa OM, bus ta x-o reikSme, kuriai lygtys
f(x)=0 virsta tapatybe, t. y., atkarpos OM, didumas duoda
lyg€iy f(x)=0 Saknj.

GeometriSkai vaizduojant funkcijas, § 23 iSvestosios netru-
kiosios funkcijos ypatybés darosi ytin rySkios. Taip antai, teore-
mai 1 paaiSkinti gali tikti 2 bréZinys, ir pati teorema geomet-

'y N
f
d Y
T T
M
2 bréz.

riskai galima taip nusakyti: jeigu netrukiosios linijos taskai M
ir N, kuriy abscisos yra x=0P=a ir x=0Q=b, guli jvairiose
abscisu aSies pusése, tai linija perkerta abscisy a$j kame nors
tarp tasky x=a ir x=0.

Antroji teorema geometriskai galima taip suformuluoti:
jeigu netrukioji tarpe (a, &) linija turi nelygias ordinatas f(a)
ir f(b), atitinkanCias abscisoms x=a ir x=b, ir jeigu A yra kai
kuris dydis tarp f(a) ir f(6), tai minétame tarpe rasis ir ordinata,
lygi A.

3
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Pav., isbréSime Kkelias linijas, vaizduojanCias kai kurias
funkcijas. :

Iy —sinx. :

Duodame argumentui x jvairias reik¥mes: 0, Lt 0
43w, ..., *+kw, kur k& yra sveikasis skaiCius. Visoms toms reiks-
meéms funkcija y gauna reikSme 0, t.y., kreivoji toms argumento
reikSmeéms perkerta abscisy asj (3 brez.). Kai x kinta nuo 0 iki

Y

3 bréZ.

OP=}r, tai y didéja nuo 0 iki MP=1; x-ui toliau kintant nuo
OP=}r iki OP,=m, ordinatos reik§mes mazéja nuo MP=1 iki
0. Toliau didé¢jant x-ui nuo OP,=w iki OP,=2x, ordinata y
bus neigiama ir savo absoliutiniu didumu kités ta pacCia tvarka,
kaip ir kintant x-ui ribose nuo 0 iki m=. Tolesnis ordinatos
y kitéjimas bus toks pat, kaip ir tarpe nuo x=0 iki X=—=2m At
Tuo budu, bréZiamoji kreivoji turi bangy formg ir gali buti
tesiama | abidvi pusi iki begalybés. Ji vadinasi sinusoida Vie-
nodas kreivosios bangy kartojimosi atitinka funkcijos sinx perio-
diskumui.
LT g T e
Duodami x-ui jvairias atski-
ras reikSmes ir surasdami atitin-
kamas y-o reik§mes, galime i3-
brézti, kiek tik norime, ieSkomo-
sios kreivosios AB taskuy M, M,,
My, .... (4 brez.).
Kai x=0, tai y=0M,=1.
X _ Didé¢jant x-ui nuo 0 iki oo,

funkcija y didéja nuo 1 iki oo,
t. y., atitinkama kreivosios dalis
4 breZ. M,B, is¢jusi i§ tasko M,, tolda-

St e

ma nuo igreky aSies i deSine, tolés ir nuo iksy aSies. MaZéjant
x ui nuo 0 iki —oo, funkcija y mazéja nuo 1 iki 0, t.y., atitin-
kama kreivosios dalis M,A, iSéjusi i§ taSko M,, toldama nuo
igreky aSies | kairg, artinasi prie iksy aSies ir pasiekia ja tiktai
begalybéje. Iksy aSis yra, tuo buidu, kreivosios AB asimptoté,

ISbréztoji kreivoji vadinasi logaritmika, nes jos lygtims
y=a* galima duoti pavidalas x=Ig,y.

BréZzdami tg kreivaja, éméme démesin tiktai teigiamasias
funkcijos reikSmes, atmete visas tas neigiamas reikSmes, kurias
ji gali turéti, kai x yra trupmena.

§ 26. Pavyzdziali.

1. fle)=3x—a?—10z*. Rasti f(0,4).
v A@Ht2) | 4x@z—1) 2416

o Aale e ey ne (e i

didesne: f(3) ar f(4)?
x2--1 3

3. f(x):m. Rastl f(+w).

4. fr)=at—223—3x2|-4x-t|1. Rasti f(—oo).

5. Rasti tos -0 reikSmés, kurioms gauna trikj Sios
funkcijos:

. Katra reikSme yra

4 ‘ %42 "
6. ISbrézti linijos, kuriy lygtys yra:
ki ety 1 5] 2
a) z+y=0 b) EE T c) 229249
¢) 4x2-19y2=36 d): =24 e). y=lgz
f) y=cosz gl y—toe h) y=arcsinz.

IIl. Diferencialiné skaiciuoté.

§ 27. ISvestiné funkcija.

Tegu turime kurig nors netrukiajg tarpe (a, b) x-0 funkcija
y=f(x). Duokime z-ui kai kurj prieaugliy %, teigiama ar nei-

. giama. Tada funkcija pavirs f(x-£); jos prieauglius bus

f(x+h)—f(x). Sudarykime funkcijos ir argumento prieaugliy
santykj
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feth) %)

ir ieSkokime to santykio ribos didumo, kai 4 artéja nuliui.
Kadangi, kaip sutarta, funkcija f(x) yra netruki, tai skirtu-

mas f(x—-h)—f(x), einant % j nuliy, yra begaliné maZybe (§ 22).

Tuo biidu, santykyje (1) ir skaitiklis ir vardiklis, kai & artéja

nuliui, paskyrium taip pat artéja nuliui; taciau, pats santykis (1), -

paprastai, ribai. Ta riba vadinasi iSvestiné
funkcija. :

Taigi, duotosios funkcijos iSvestiné yra funkcijos ir jos ar-
gumento atitinkamy prieaugliy santykio riba, kai argumento
prieauglius artéja nuliui.

ISvestiné yra Zymima Zenklu f’(x), arba y’, afba, jeigu yra

artéja kai kuriai

tiesiog parasyte, kam yra lygi y, pav.,, y= 1__};1}, tai (]t]/x)

Vad.,
Sx+h)—f(x)
h

Prafiix)=lim

h=0

Be to, funkcijos prieauglius yra daZnai Zymimas Zenklu Ay,

arba 4fx), o argumento prieauglius Zeuklu 4x, kuriuos skaito

taip: ,delta igrekas, delta ikso funkcija, delta iksas“. Simboliuose

4%, A4y, Af(x) 4 néra daugiklis, bet yra tik Zenklas, atstojgs

zodj ,prieauglius“ ir, todel, nuo antrosios raidés neatskiriamas.

Naujieji simboliai yra vartojami tam, kad, darant apskaitymus,

biity aiSkiai matyti, kuriam kintamajam yra duotas prieauglius.
Naujaisiais Zenklais formulg (2) galime perraSyti taip:

Fi it Py fee T A X f(%)
yi=f (x)—A—lg e :
arba y'=f (x)jlj:: j)‘:’ ....... )
e
arba y'=f (x)—l,,l: Uy

ISvestiné gali turéti savo iSvestine, kuri vadinasi antroji
duotosios funkcijos iSvesting ir yra Zymima y”, arba f”(x). Taip
pat gali bati y”, arba f”(x), ir t. t.

Pavyzdys. Duota funkcija y=5x>—3x--8. Reikia - surasti

jos iSvestiné y’. :
Kadangi f(x)=>5x>—3x-8, tai !

e " kurj  nors

- nauja y-ko

R

flx -Hz)::S(x—l-.h)?-r— 3(x-h)+8=5x2} 10x/h+-5h2~-3x—3h-1-8,
it vad.,
Sx--h)—f(x) __ 9x*4-10xA—-542 —-3x—3h-|}-8—5x2+3x—8
h ey h ’ gL
= 10x—3-}-54.

Kadangi }}im( 10x—3-}-6/ =10x—3, tai
=0

im0 (x+’2_f 0 5 05 s,
h=0

Taigi, y'=10x—3.
Jeigu reikty rasti antroji idvestine, tai, pasielge taip pat,

kaip pirma, gautuméme

L7y,

[ —f (x) T

ir, vad,, lim
h=v

Taigi, Wa=10, .

§ 28. Geometriné ivestinés reik§mé

Tegu turime kai kurig funkcija y=f(x). Jos geometrinis
vaizdas, kaip Zinome, yra kai kuri kreivoji AB (5 bréz.). [sivaiz-
duokime ortogonaline ko- p
ordinatu sistemg ir paimki- Y
kreivosios B
taska M su koordinatomis ' &
OP=x it MP=y = f(x). ; - 4
Sakykime, x gauna kai kurj
labai maZa prieaugliy Q
PP,=h. Pakitéjus x-ui, pa-
kités ir y-ko reikime, ir 082 X

reikSmé bus 2 P

M,P, = f(x-h). Naujoms 5 brez.

koordinaty reik¥meéms ati-

tinka kitas kreivosios tadkas M,, kurj géusime,' nutiese i§ tadko
P, tiesiaja, lygiagrete su igreku aSimi, ligi susitinkant jai su krei-
vaja. NubreZe i§ tasko M tiesiajg MQ, lygiagrete su iksy asimi,

A4



ARCY SO

ligi susitinkant jai taSke Q su ordinata M,P,, rasime, kad ordi-
natos prieauglius bus :

Ay=f(x--h)—f(x)=M, P,—MP=M,Q.
ISbréZe per taskus M ir M, kreivosios kertamajg M,K, matome,
kad santykis

feeth—fx) _MQ i
7 MQ * e
yra staciojo AMM,Q statiniu suntykis. Tas statiniy santykis yra
lygus tg2XM,MQ, arba tg2XM,KX, t.y., tangentui kampo, kurj
kertamoji MK sudaro su iksy aSimi.
Kai % ims artéti nuliui, t.y., kai taSkas P, ims artéti taSkui
P, taSkas M,, slinkdamas kreivaja AB, artés taSkui M ir, paga-
liau, sutaps su juo, kai %2 pavirs nulium. Tuo metu kertamoji
M, K suksis apie taskq M ir, pagaliau, riboje (kai £=0) pavirs
kreivosios lieCiamaja ML taSke M. Kadangi visose paeilinése
tasko M, padétyse santykis (1) visumet reiSké kertamosios kam-
po su iksy aSimi tangents, tai riboje (kai £=0) jis reiSkia lie-
Ciamosios kampo su iksy aSimi tangentg. Todel, galime raSyti

o' =f' (x)zl}iglof(ii_%___—@:tgzgﬂ/ll,x

I analizinés geometrijos Zinome, jog tiesiosios kampo su
iksu aSimi tangentas vadinasi kampinis tiesiosios koeficientas.
Taigi, funkcijos, vaizduojamos geometriSkai kreivaja, iSvestiné
yra kampinis koeficientas lieCiamosios, nutiestos per kreivosios
taskq M, korio abscisa lygi x.

§ 29. Mechaniné i§vestinés reikSmé.

Tegu kurs nors taskas P slenka neribota tiesigja. Tegu tas
slinkimas yra toks, kad per x laikq jis (taskas P) nuéjo nuo kai
kurio pastovaus tasko A kelig, lygu f(x). 4

Pra¢jus kai kuriam laikolarpiui %, taSkas P bus nutoles
nuo A jau f(x-+A) ir, vad., nueis per ta laikotarpj kelia, lygu
fx—+h)—f(x). Jeigu tasko P judesys biity tolyginis, tai jo grei-
tumas iSsireikSty santykiu

w .......... k)

Esant judesiui netolyginiam, santykis (1) reiSkia tik vadi-
namajj vidutinj greituma, t. y., tokj, kuriuo taskas, slenkas toly-

& Rgein

giniu greitumu, nueis kelig f(x--h)—f(x) per ta patj laikotarpj
h, kaip ir taSkas P. Juo trumpesnis yra tas laikotarpis %, juo
mazesnis yra judesio netolygumas per ta laikotarpj ir juo dau-

~ glau santykio (1) reik§me atitinka tikrajam greitumui. Del to,

I santykio (1) riba, kai % artéja nuliui, Zitirima, kaip j tikrajj
netolyginio judesio greituma.
Taigi, jei funkcija f(x) reiskia tasko tiesigja linija nueitgjj
kelig per x laika, tai jos iSvestine
e i)
h=0

reiskia to taSko greitumg tuo momentu, kai laikas yra lygus x.

§ 30. Funkcijos diferencialas.

Duota funkcija
| y=f(x).
Jos isvestiné yra [§ 27, lygt. (3)]
Y L
Jei prieauglius 4x darosi be galo maZas, tai jis yra Zymi-
mas Zenklu dx ir vadinamas argumento x diferencialu.

Jei funkcija yra netruki, tai be galo mazam argumento prie-
au.gliui 4x, t.y., dx, atitinka be galo maZas funkcijos prieau-
glius 4y, kurs yra Zymimas dy ir vadinamas funkcijos diferen-

: lim-4Y lim——df(;c)zy’zf’(x)

~ cialu [kitokiais paZyméjimais bus Af(x) ir df(x)]. Simboliuose

dx, dy, df(x) ir pan. d néra daugiklis, bet téra Zenklas, atstojas

Zodj ,diferencialas*.

Naudojantis naujaisiais Zenklais, i§vestinei (@) duodamas pa-
vidalas

dy d
‘%’C: {Z(J';C):_—y’zf’(x) .......... (1)

Formula (1) rodo, kad funkcijos iSvestine yra jos diferencialo
santykis su argumento diferencialu.

IS lygybés (1) lengvai gauname
dy=df(x)=y'dx=f"(x)dx, ...... 2y
t. y., funkcijos diferencialas yra lygus jos isvestinei, padaugin-

tai is argumento diferencialo,



Lygybés (1) ir (2) rodo, kad funkcijos iSvestinés suradimo
uzdavinys yra visai tolygus jos diferencialo suradimo uZdaviniui.
Jei mokésime iSspresti viena, tai iSspresime ir kita.

Del to, ir diferencialo, ir iSvestinés suradimg vadina funk- -

cijos diferenciavimu.

§ 31. Pastoviosios tiekybés diferenciavimas.

Tegu turime
R, e S 6T
kur ¢ yra pastovi tiekybe.

Kadangi, kintant x-ui, ¢ nekinta, tai

Jot-h)=c.
Todel,
f(‘x{—_/z)—f(x)hC_—‘c_Q_o
h Y FEra el
ir, vad,, f’(x):limﬂLIZ)_M:O,
=0
g Gl T M RO e e (2)
Taip pat ir
de=teltde=0 dn=0 . .. 55,50 (@

Taigi, bet kurios pastoviosios tiekybes isvestiné ir, wad.,
diferencialas yra lygas nuliui, :

§ 32. Funkcijy sumos ir skirtumo diferenciavimas.

Tegu turime funkcija
Yol o R ke (1),

kur 2 ir # yra dvi x-o funkciji. Duosime x-ui prieaugliy 1 x.

Tada ir funkcijos y, z ir & gaus atitinkamai prieauglius 4y
Az it Au, t. y., turésime

Ytay=z+Adztut-qu . . . . . T )
Atimdami lygybe (1) i§ lygybes (2) panariui, gauname
: Ay=Az+ Au.
Padalije abidvi Sios lygybés dali is Ax, gausime

SR

Pereidami prie riby, gauname

N e oA Az An
Tl F
arba :
yi==(z{-u) =21y’ ()
t. y., dviejy funkcijy sumos isvestiné yra lygi ty paciy funkcijy
iSvestiniy sumai.
Si teorema tokiu pat biidu nesunku jrodyti ir bet kuriam
baigtiniam démeny skaiCiui.
Padauging abidvi lygybés (3) dali i§ dx, randame
y'dx=(z+4un)' dx=2z"'dx+u tde
arba dy=d(z+uw)y=dz+du ...... .. .. (4)
t. y., dviejy (arba keliy) funkcijy sumos di erencialas yra ly-
&us ty paciy funkcijy diferencialy sumai.
PanaSiu keliu lengvai rasime, kad dviejy funkcijy skirtumo

ISvestiné ar diferencialas yra atitinkamai lygas ty paciy funk-

cyy isvestiniy ar diferencialy skirtumui, t. Ve

Gk R S S SRR s Y (5)
ir - dy=d(z—u)=dz—du . ..., .. .. . (6)
 Pastebéjimas. Jeigu lygybéje (1) viena funkcija, pav., g,

virsta pastovia tiekybe c, tai, eidami formula (3), gauname
() angl, e e (7)
nes ¢’=0 [§ 31, form. (2)], t. Y., dvi funkciji, kuriedvi skirigsi
viena nuo kitos tiktai pastovigja tiekybe, turi lygias isvestines.

§ 33. Funkcijy sandaugos diferenciavimas.

Sakysime, duota dvieju funkciju sandauga, t. y., duota

V==l s On i S R e (1)
kur z ir u yra x funkcijos. Duodame argumentui x prieaugliy
4x. Tada ir jo funkcijos y, z ir u gaus atitinkamai prieauglius
A4y, 4z it gu. Turime ;

-+ Ay=(z+ Az)(zz+Atz):zu+udz+zdzz—f—dz. w52
Atéme panariui i§ lyg. (2) lygybe (1), gauname
dy=zAdutudz+ Az. 4u.
Padalije abidvi pastarosios lygybes dali i§ Ax, randame

At e 4z
A,v_"gx+u'4x+'4u'gx'



=y e

Pagaliau, pereidami prie ribos (kai A x=0), gauname
Yy =zu' +uz'+2' lim Au;
A=
bet prieauglius gu riboje taip pat virsta nulium; todel, ir san-
dauga z.lim 4u riboje yra lygi nuliui, ir, vad., vietoje pastaro-
2=0
sios lygybés randame
b e £ AR R T G S S SRl 3)

Jeigu biity duota sandauga triju ar daugiau funkcijy, tai

jos iSvestine surasti galime Siaip.

Tegu, pav.,

Y=SUD SN e e R SR 4)
Pazymeéje zu—t, turime

y:t'v;
del to, y' =tv’+ot’;
bet t=zu ir t'=zu'tuz’,
vad.,

V' =(2uv) =zav' t2on' fuvz’ ....... (5)

Taigi, kelin funkcijy sandaugos isvestiné yra lygi sumai
sandaugy kiekvienos funkcijos isvestinés is wvisy kity.

Padauging abidvi lygybiu (3) ir (5) dali i§ dx, lengvai is-
reikSime jas diferencialais

Ay==dizu)=sadidade. o (6)

ir dy=d(zuv)=zudv{zvdutuvdz .. ... .. (7)

Pastebéjimas. Jeigu viena duotyju funkcijy virsta pastovia
tiekybe ¢, pav., jei u=c, tai lygybe (1) virsta

VO e e R S (8)
lygybé (3) tada pavirsta Sitokia: ol
o 3 TR s TR AL s )
o lygybé (6) duoda
(ATE o0 I T ST P L B s, (10)

nes ¢'=0 ir de=0 [§ 31, lyg. (2) ir (3)).
 Taigi, pastovusis daugiklis galima iskelti i§ po diferencia-
vimo Zenklo.
Pavyzdys. Funkcijos y=8x iSvestiné bus y’=—(8x)’=8x’—
=8.1=8, nes argumento x iSvestiné x’ visumet yra lygi 0.
x+h—x h

18 tlesy, o e lim e TR Ll e Sy
. sl k1=0 h !

Sl B

§ 34. Funkcijy dalmens diferenciavimas,

Tegu y yra dvieju funkciju z ir u dalmuo, t. y., tegu

kur z ir u yra x funkcijos. Laikydamiesi ty paCiy pazZyméjimuy,
kaip ir pereituose §§, gauname paeiliui :

; 2t A2

ut Au

2+4z 2z _udz—zAu
utAu 0 wut Au)’
Az Au
Ay_Fdx" * g%
4x  wu+ Aw)
Pereidami prie ribos, kai 4x=0, randame

r_(2)_ uz'—zu'
y sl oo

y+4ay=

Ay=

- - AR R e 2)
ir, vad.,
z udz—zdu
dy=d (;):“r2 A A

§ 35. Laipsnio iSvestiné,

Sakysime, turime funkcija

L g R e N R ol LRt &

kur n yra pastovus skaiCius. ISnagrinékime Siuos atsitikimus.

I n yra sveikasis teigiamasis skaiius.

Jeigu x-ui duosime prieaugliy 4, tai funkcijos y=x" prie-
auglius bus :

_ (x+A)y"—xm,

Pakele (x-+A) laipsniu i§ Njutono binomo ir padalije funkcijos
prieaugliy i§ 2, gauname

EJC_W_LL})Z":)C_” ot HOD) oy e

LoD
Riboje, kai 4=0, pastaroji lygybé pavirs Sitokia:
(x+-hy—x
h

lim
=0

=nx"L,



—

TR Rl

nes visi deSiniosios dalies nariai, iSskyrus pirmajj, riboje virsta

nuliais.
Tuo bidu, funkcijos y=x" ivestiné. reiskiasi Sia formula:
s B B > P AP RR P N o X

II. n yra sveikasis neigiamasis skaiius.
Tegu n=—m, kur m yra teigiamasis skaiCius. Tada tu-
résime

¢ y:x"‘:x“’m:—l—

x”i.
Imdami y-ko iévestinq, kaip dalmens iSvesting (§ 34), gauname
X, 11_1 (xm / m.Xfm—l T
y, e x2m ) Xx2m vl 0 1’

arba, pakeisdami n——m,
=8 eyt

Si formula turi tokj pat pavidalg, kaip ir formula (2), t.y., abie-
jais atsitikimais taisyklé iSvestinei surasti yra ta pati.

Veéliau bus jrodyta (§ 40), kad ta formula yra teisinga, vis
tiek kokia yra n reikSme.

Pavyzdys. Rasti funkcijos y = 3x5+1x3— 6x2+ 10 — x—2
iSvestiné.

Turime y'=(3x%)"+(}x%)'—(6x?) ' +10"—(x—2)’=3(x5) '+
3P —6(x?) ' —(—2)x5=3.5x*}-1.3x2—6 . 2%} 2xt=15x4 |
+4x2—12x+42x8, '

§ 36. Rodiklinés funkcijos iSvestiné.

Tegu reikia surasti rodiklinés funkcijos

V=@ iRt e s g e (] ) '

iSvestineé,
Dave argumentui x prieaugliy %, bendraja taisykle gauname

f a
1)=a’f.1ima DR

h=0 h

- : a:r+h_ax : : ah_
y/'=lim———— =lim|(qa*.
h=0 k h=0

h

Riboje ah virsta neapibréZtu reiSkiniu $. Tam neapibréztu-

- mui iSaiSkinti darome taip. Sakysime,

1
al—l—"1;
7

i kur ar=14—

aEtaph Cos

Logaritmuodami $ig lygybe pagrindu a, turime
1

h__lga(l +7{)'

Del to, pastebéje, kad, % artéjant nuliui, 7 artéja begalybei, ga-
lime rasyti

ey 1 . i
lim 7 =lim i =lim =
h= n=00 n=o0
¢ nig, (14 lg, (14—
1 - 1 1
= e e % ARG .

Jimlg, (14" 1, lim (14" 18

Naudodamiesi Sia iSvada, i§ lygybés (2) gauname
Sty slg . U T e Y
Tokia yra rodiklinés funkcijos i§vestine,
| Atskiru atveju, kai a=e, 1g,e=1, ir formula (4) virsta
= (et il T S g (5)
LY. f/mkct_/os et z.s‘foestmé yra lygi paciai funkcijai.

§ 37. Logaritmo iSvestiné,

Rasime logaritminés funkcijos

1 TR R e A e (1)
iSvestine.
Dave x-ui prieaugliy 4, gausime bendraja taisykle
Xx—+h /)
1 £
y,=1im1g(x—}—h)—lgx =lim % =lim g(1+x)
=0 ol =0 h
Dékime dabar
S0 Y
IR
i3 kur h=".
n

Tada £ artéjimui nuliui atitiks # artéjimas begalybei. Del to,
randame

s
lg( 14— lg( 14—
lim 5( ) imn g( 4 )=' Llimrﬂlg(l +_’11_)] T

h=0 h n=00 X X n=col_



re——

SAGE
P T gy jii ]
— Liimig (14 = tefim (145) = Jlee
‘ lgae
Taigi, y’—_—(lgax)’:—g}-— ............ )

Tokia yra logaritminés funkcijos iSvestine.
Jeigu imsime naturalinius logaritmus, tai jiems lgee=1, ir
lygybe (2) virsta
1
lem(lgeX) =— ¢ 0 v s s s 0o SR -
J==tga) =2 )

§ 38. Tiesiogininy trigonometriniy funkcijy iSvestinés.
I. Sinuso isvestiné.

Tegu duota funkcija
A b AL e e e D S H

leSkodami jos iSvestinés bendraja taisykle, gauname

: ! QSin—h—cos(x—g— —li)
sin(x-}- /) —sinx R 2 L

y’zlhi:r:r(l) h =0 h
sinﬁcos(x—}—ﬁ) sino- A
=lim - : -=lim Gt Jim cos(x+~)=cosx,
h=0 h h=0 _h_ h=0 2
3 2 2
sini h
ST ; ; 7 4
nes santykio 7 riba yra lygi 1. (§ 15), 0 l;gbcos(x i f) =
2

==C0s lhl;n() (x—{—%):cosx.

Tuo bady, sinuso iSvestiné yra tokia:
y'=(sinx)’=cosx . . ... e 2)

1. Kosinuso isvestiné.

Tokiu pat keliu, kaip ir I atveju, rasime, kad funkcijos #
©) ',

YOS  aoin v wimowis s wtes

iSvesting yra Wy
y'=(cosx)/=—sinx .. ......... 4)
®

iy AR

Ill. Tangeto iSvestine.
Tegu turime funkcija

Pastebéje, kad tgx= zl—;s—'i, rasime funkcijos (5) iSvesting, kaip
dvieju funkciju dalmens iSvesting (§ 34)

!

__ cosx(sinx)’ —sinx(cosx)" cos’x4sin?x 1
cos?x cos>x cos’x

Vad., tangento i3vestiné turi pavidalg

. (6)

it (e
iaond U- 0 Mo e SRR

IV. Kotangenlo isvestiné.
Galvodami panaSiai, kaip ir Il atvejyje, lengvai rasime,
kad funkcijos

iSvestiné' yra

§ 39. Sudétinés funkcijos ir jy diferenciavimas

Tegu y=f(2) yra z funkcija, o z= g(x) yra x funkcija.
Tada, aisku, y=y[p(x)] yra taip pat x funkcija. Tuo atveju funk-
cija y vadina sudétine x funkcija, arba x funkcijos funkcija.
Pav., y=tglgx yra sudétine x funkcija; dedami Igx=z, turésime
y=tgz, t. y., ¥y yra z-o funkcija; o z savo ruoZtu yra x-o funk-
cija; tuo biidu, y yra x-o funkcijos funkcija.

Rasime sudétinés funkcijos iSvesting.

Tegu y yra sudétiné x funkcija, t. y., tegu

y=f(2), 0 2=p(0) . .. TR (1)
Jeigu duosime x-ui kai kurj prieaugliu 4x, tai ir z gaus

atitinkamg prieaugliu 4z, o del z pakitéjimo ir y gaus kai kurj

prieaugliy 4y, taip kad
Az=p(x-+ 4x)—@p(x),
4y =fz+ 42)— f(2).



sy

AR

Istate Sias lygybes j tapatybe

Ay a3y, A%,
i b o9
o AY_fleta2)—f@) et A0)—9@)
turésime 2}__ 5 e

Riboje, kai 4x=0, pastaroji lygybé pavirs Sitokia:
+A2)— : X xX)—o(x
tim4Y —1im f& ;zz f@) im 2L +i] x) p(x)
Ax=0Ax A =0 A x=0
==limf(z+dz)_f(z) 5 (pr(x)
Az
A r=0

Artéjant 4x nuliui, 42 taip pat artés nuliui; todel, galime raSyti

arba y

lim————-—+—~
A =g a4z A z= 4z
kur f(2) reiskia funkcijos f(z) iSvesting, paimta kintamuoju z,
t. y., laikant ji argumentu.
Naudojantis formula (3), lygybei (2) galima 'duoti pavidalas
Y fi(2) @ (e EER (4)
t. y., sudeétinés funkcijos iSvestiné yra lygi sandau‘ga'i. abiejy
funkcijy iSvestiniy, paimty tuo kintamuoju, ‘nuo kurio ji betar-
piskai pareina. :
Padauging lygtis (4) 1§ dx, randame
dy=f(2)¢'(x)dx,
arba, pakeite, remdamiesi lyg. (1), ¢’(x)dx=dz,
1L T G S S s N (5)
Palyginimas Sios lygybés su § 30 lygybe (2) rodo, kad
funkcijos diferencialas turi ta patj pavidala, vis tit.!k ar z yra
nepriklausgs nuo niekur kintamasis, ar kito kintamojo funkcija.
PanaSiu biidu, jeigu turétuméme
y=£(2), z2=9w), u1=y(x),
tai rastumeéme
y=f@.¢'w.yx),
arba diferencialais
dy=f @)@’ (@' (x)dx=f @)’ (W)du=f(2)dz.
Pavyzdys. Rasti funkcijos y=sin2x® iSvestine.

SR ARG

Dédami 2x?=—z, turime
W=sinziiie 92
eidami lygybe (4), gauname y'—(sinz)’(2x2)";
dy__

~

- bet ~Z=(sinz)’=cosz=cos2x?, (2x?)'=2(x*)'=2.2x=4x;

‘todel, Y'=(sin2x%)'=cos2x% 4x=4xcos2x°

§ 40. Laipsnio iSvestiné bendruoju atveju.
Tegu duota funkcija

S y: ............... (l|
kur n gali biiti ir trupmeninis, iSmatuojamas ar neiSmatuojamas
skaiCius.

- Logaritmuodami lygybe (1) naturaliniu pagrindu, gauname

loy=——nloscaiiiil i b R e 2
Paéme abiejy daliy iSvestines, turime
' P e T T R R R R L) 3)

Bet 1g.y yra sudétiné x-o funkcija; todel, jo i§vesting (§ 39) turi
pavidalg i '

A
1g. =
URalyses ‘
0 (nlgex)=mn .%; vad., lygybe (3) galime pakeisti tokia:
yl

sl ,—
iy
is kur
n nx"
y’:% = T-Zﬂx”—l .......... (4

Taigi, laipsnio iSvestinés formula (x")=nx"—1 yra teisinga
bet kuriai rodiklio n reikSmei,

§ 41. Saknies iSvesting.

Rasime iSvesting funkcijos

- Saknj pakeisime laipsniu su trupmeniniu rodikliu ir suvok-
sime jo iSvesting i§ atitinkamos § 40 formulos (4). Turime

4 <



R —

3 i1 1, 1 == 1 1
y,:(vz),:(xn)’:7x)l :7)6 T e e

. 1
Taigi, y':(V})': R RO T TR T 2
n)/x*1

Rasime iSvestines keliy funkcijy, j kuriy sudeétj jeina Sak

‘nies zenklas.

3
Pavyzdys I. Rasti funkcijos y=1|/x? iSvestiné.

3
— 2 A
Turime y=]/x*=x3; y'=3x S=—7p—
3)x
5

Pavyzdys II. Rasti funkcijos y=|/3x? iSvestiné.

5

; 2 ik T BYS
Turime V= 3x3:V3 x%; y’:VB.%x FEnd ]é__.
5]/)52

: g o
Pavyzdys IIl. Rasti funkcijos y=—-— iSvestine.

e

4

2 1 5)x

-8 v o
Turime y= 4x_=x2x T::x'i'; y:—,%xl’__4_.
55 :
Pavyzdys IV. Rasti funkcijos y=|/a—bx iSvestine.

e ] 5
Turime y=|/a—bx=(a—bx)¥; y'=}@a—bx) 7 .(a—bx)=

LA g __b—.

Pavyzdys V. Rasti funkcijos y= x_f 7= iSvestiné.
i B R BT ) Syl =x(x—|—x‘3)—1]’+
Turime y= PR x(x+x2)7 y [ 1
(b 1= — 22 1) - ety =
1 paug f
= —x(e a2 e i= b))

Y

+ (x+x’lz)]:(x—{—x%)—2(—x—7}x ’5"—]—x+x‘12)=(x—[—x5‘)-2. %x’i' =
Ex
- 2x02

Pavyzdys VI. Rasti funkcijos y— — iSvestiné,
Vatx
a 1xiid
Turime ie— = :a(a+x‘2‘) z; yl:a(_ ) (a
S ‘ Va—{—]/x B e+

T o'+ oY )= — Fatady i

4Yx V@t yx®

§ 42. AtvirkStiniy funkcijy diferenciavimas.

Tegu
: Ve RO SRR R I (1)

ir ‘ S e S ©)

yra dvi viena kitai atvirkstini funkciji. ;
~ DazZnai gali atsitikti, kad, uZuot nagrinéjus funkcijos f(x)
ypatybes, yra patogiau nagrinéti funkcijos @(y) ypatybes. Paro-
dysime, kad, Zinodami vienos judvieju iSvesting, mokésime rasti
ir antrosios iSvestine, .
Zifirésime i x, kaip | argumenta, o j y, kaip i jo funkcija.
‘mdami abiejy lyg. (1) ir (2) daliy iSvestines, gauname
Y=Ff(x),
x=[p(y)).
Kadangi ¢(y) yra sudétiné x funkcija, tai [e(V]'=¢’(y)y’; be to,
x'=l; taigi, gauname lygtis .
Y=f(x) ir 1=¢'(y)y.
Panaikine i3 Siu lygCiy y, gauname formulg
go’(y)zf,ix) ............. 3)
Tatai ir yra sarySis tarp dvieju viena kitai atvirkstiniy  funkcijy
Svestiniy.
Reikia atminti, kad, naudojantis formula (3), abi jos dali
reikia iSreiksti ta palia kintamaja i§ lyg€iu (1) arba (2).
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§ 43 Atvirkstinly trigonometriniy funkcijy iSvestinés.

1§ trigonometrijos Zinome, kad atvirkStines' trigonometrinés
funkcijos yra daugiareikSmes. Taip antai, funkcija y==arcsinx
rei¥kia lanka, kurio sinusas yra x. Bet tokiy lanky, turinCiy ta
patj sinusg X, yra begaline daugybe. Kad nebiity to neaiSkumo,
sutarta diferenciavimo reikalui susiaurinti atvirkstiniu trigonometri-
nip funkcijy apibréZima, taip kad jos patapty vienareik§meémis.
Del to, toliau kiekvienu atveju bus pasakomos tos ribos, tarp
kuriy keiGiasi atitinkama funkcija, kad ji boty vienareikSme.

I. Arksinuso isvestiné.
Tegu duota funkcija

PEAPCRINIC (LRSI e e e K (1)
I lygybés (1) eina, kad
B o RS G A R 0 @)
Eidami § 42 lygybe (3), turime : :
MO e
(arcsinx) ST S 3)

Bet (siny)=cosy=) I—sin?y=]T—x% todel, lygyb¢ (3) virsta
........... @)

(arcsinx)’:l—/———
1—x?

Tatai ir yra arksinuso i§vestiﬁé. Kad nebiity daugiareik§mumo,
sutarta zitiréti tik tas jo reikSmes, kurios yra ribose nuo — %
iki —{—g. Tada, vis tiek kokia biity x reiksme tarp —1 ir 1,
jai visumet teatitiks vienintel¢ arcsinx reik§me. Del to, ir Y12

(t. y., cosy) formuloje (4) paimtas tik su Zenklu -}, nes pasa-
kyiose ribose tas didumas visumet yra teigiamas. :

II. Arkkosinuso iSvestiné.
Tegu turime funkcija

PHRATCCORN;: -4 v rainihy b b oe e (5)
ir, vad.,
: UG0S ek cardie A R (6)
Remdamiesi § 42 lygybe (3), randame
PR
(arccosx)_(cosv), i e R (7)

et B

Bet (cosy)’=—siny=—]/T—x7 todel, lygybé (7) virsta
1

]/I—T;cg .......... 8)
T'atai ir yra arkkosinuso iSvestiné. Kad arkkosinuso funkcija biity
.v1e.nareik§mé, zidrimos tik tos jo reik§més, kurios randasi tarp
-0 ir m. Tada bet kuriai x reikSmei tarp —1 ir 1 visumet te-
atitiks vienintelé arccosx reik§mé. Del to, ir [/I—x% (t. y., siny)
formuloje (8) paimtas tik su Zenklu -, nes nurodytose ribose
tas didumas visumet yra teigiamas, '

“

(arccosx)' = —

. Arktangento isvestiné.
Tegu turime

- S o SRR C R R 9)
taip kad
: 5 s VAR Al st SRR S S U (10)
Tokiu pat keliu, kaip ir [ ir II atvejuose, gauname
1 1 1 I
(arctgx) = e — o 29— = : .
T s e

cos?y

Taigi, arktangento iSvestiné yra
; 1

S PO
y _(arctgx)’_1+x2 ......... (11
Arktangento funkcija yra vienareikSme tarp G %ir%—{ii
x gali kitéti nuo —oo iki oo,
IV. Arkkotangento isvestine. "
Belieka rasti funkcijos
‘ Y arectontien Mtai e il st S ks (12)

iSvestiné.

Funkcija, jai atvirkstiné, bus

Tokiu pat keliu, kaip ir I ir I atvejuose, gauname

1

(arcctgx)'= i
s TR

— sin%y —
SIN7yY = —

1
(ctgy)'
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Taigi, arkkotangento iSvestiné yra

y'=(arccigx)’'=

Arkkotangento funkcija yra vienareikSmeé tarp 0 irw; x gali

kiteti nuo —oo iki oo,

S L OR

1%

13.
15.

1

1O

O Ol O

§ 44. Pagrindiniy diferencialinés skaifiuotés formuly

¢’=0 (c past. tiek.).
(eH-uA-vy=2z+u—+tv.
(eto)=z.

(eu)' =zu'+-uz'.

) i—=ng

lgae A

Frnans
fgas) =t

1
(lgex) = —;—'

(sinx)’ =cosx.

,_ .
4 cos2x

; o1
aresiny) — .
( ) T
]

(arctgx) ' = 1 —]—x’f

lentelé.
2.

4.
6.
8.

10.

12,

14.
16.

18.

20.

S
e e R

N ied
(z—u)=2"—uw.
(c2)i=0t!

2y uelegu
(7) BTG u?

Vo) =

n—.

njarst

(@*)! =a*lg.a. '

(&) /=¢%:
(cosx) ’=—siﬁx.
1
,_‘ —
(etps = sin2x
1
arccosx)’' = — ———
(arccosy)/ =— e
(arcctgx)’ =— %
1-4-x

- § 45. Pavyzdziai.

Rasti Siy funkcijy iSvestinés,

© o N

10.

1045,

4x41.
3,5—2,5x2.
2x%4-3x2.
3-4-3x—3x4,

11.

13.
15.

17.

19,

ok

23.

24,
26.
28.

30.
32.
34,

36.

38.
40.
42,
44,
46.

A el
x(x 7). 12
(x24-2)x3. : 14.
(4x2+2x-+1)(2x—1). 16.
2x(7T—x?)(x%+ 3x—1). 18.
4
T—l——x. 20-
x> 1
m- 292.
2x5 L7 x*—4x°—6x°4-5x-12
. e
1 x> 2
" e 25.
lgcxa. 27
1
lgc?' 29.
' 14-x
31g¢ _1 _x' 31 5
3cos2x. 33.
X
2cos & 35.
2 .
ctg% 37.
Ig.tgx. 39.
x)/x. 41.
a1/ 43
alfa®—x2. 45
4 6
(A+)xp3. - 49,
. 51
1—Vx e
I 5
1 + X 53.

£ L4x2Bxl1,
©x+-1)(9—4x).

(2x2—4x—1)(3—5x+T7x2).

1
_x_.

11
Xl
x2—x+1

e

e*—e*
xlgex.

lge]gcx.

sinx-}cosx.

sin?x.
X

lg.cosx.
5

Ve

7
Ve,
x2—a?
CEErany
ejI—~
3 o
*2)2x—1.
x*—5
V3%

ok




54.
56.

58.

60.
62:

64.
66.

68.

70.

74.
76.

78.
80.
82.

84.

86.

88.
90.

92,
94,

96,

Jtgx.
[tg2x.

S M
PN e

arcsin2x

arcsin o
2

1 sirl—ﬁ
g"’ 2

lg.sin]/2x.

lfa
lgesm‘/:

X
ciil:
: gS1M =

sin?x—cos>x.

$cosdx—cosx.

cosx—4
cosx

14 Ao
[/ 1 sin2x.

lge3x+ Ige%-

lgelgcx2.'
i 9% )
B

e*(x*—2x-+2).

x(14 x%))1—x2,

X;?.x'

larccos(4x3—3x).

1-}-sinx
]ge "L.‘ .

1—sinx
xme—+",

et

55.
7.

59.

61.
63.

65.
67.
69.

71

73.
75.

Zr.

79.

81.
83.
85.

87.

89.
O

93.
95.
9%,

Vsinx.
|/sin2x.
B
Vo—Vx
arctg2x.

Tt 2%
lge tg t *

lg.sin]/x.

lgtg]/2x.
x

sin®xcosx:

tgx—-ctgx.
He®x-|Hgx.
sinx—2 )
2sinx—1

lg2x+ lgcg-
lgex®4-J/T—sin2x.
arcsin]/cosx.

sinxsin(30°+x).

(14222 (1 a7,

X,
($x)%.
2sin}/x—2]/xcos]/x.
arctg(x+J/1 +-x3).
(32 —B5.x-+1))/ = | T,

e
98. (2x—x?)%—1, 99. arccos%-
£:100, arctgv :*EBOsijcc' 101. xarctge—Ig.)/TFx2
102. 4_5‘1%5—‘.@ 103. x— arcsin l/ljer'
104. g]/c_z?—? A garcsing .

S o 5 S
105. 7]/x~—af— Q—Ig(x—}—]/x —a?)-}-c.

106. (2x6—3x'—11x34-5)(x2—5x-+1).
070 oesinae,

IV. Funkcijy kitimo tyrimas.

§ 46 Funkcijy didéjimas 11: mazéjimas.

Funkcija f(x) vadinasi did¢janti duotame tarpe (a, b), jeigu
ji, biidama vienareik§meé ir netruki, didéjant x-ui, didéja arba,
mazéjant x-ui, maz¢ja; kitaip kalbant, didéjanti funkcija f(x) pa-
tenkina sglygas ;

foet-m—f(x)>0, jei h>0, }
arba S(x+h)—f(x) <0, jei h<0.

Funkcija f(x) vadinasi maZéjanti duotame tarpe (a, b), jeigu
ji, bidama vienareik§m¢ ir netruki, didéjant x-ui, mazéja arba,
maZzéjant x-ui, didéja; kitaip kalbant, maZéjanti funkcija paten-
kina salygas

Joeh)—f) <0, jei h>>0,
arba fx—4-h)—fx)>0, jei h<0. |

Kitais ZodZiais nusakant, funkcija vadinasi did¢janti, jeigu
ji kinta ta paCia prasme, kaip ir jos argumentas, ir funkcija va-
dinasi mazéjanti, jeigu ji kinta prasme, prieSinga savo argumento
kitimui.

Teorema. Jeigu funkcija f(x) duotame tarpe didéja,
tai jos isvestiné f'(x) tame pat tarpe yra teigiama arba lygi
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nuliui, ir jeigu funkcija mazéja, tai jos isvestiné yra neigiama
arba lygi nuliui.

IS tikryjy, i§ salygu (1) didéjanciai funkcijai turime
( =
f x_HZ £ &

o i$ sglygu (2) maZ¢janciai funkcijai turime

ﬂx+//?_f@ <o.

Siedvi nelygybi turi biti teisingi bet kuriai, kaip norima mazai,
h-o reikSmei; vad., jiedvi bus teisingi ir riboje, kai A=0, t.y.,
pirmuoju atveju

tim PRI gy —,

h=0

v, JH 0 arby e o Tt e (3)

o antruoju atveju
lim&_ﬂz)—j@ <0 arba =0,

h=0

15 =0 ‘atha o) i T

Taigi, jei f(x) didéja, tai jos iSvestiné f’/(x)>0, o jei f(x)
maZéja, tai jos iSvestine f/(x)<(0. Parodysime dabar, kad yra
teisinga ir atvirkStiné teorema.

AtvirkStiné teorema. Jeigu duotame tarpe is-
vestiné f'(x) yra teigiama, tai funkcija f(x) tame pat tarpe bus
didéjanti, ir jeigu iSvestiné yra neigiama, tai funkcija bus ma-
Zéjanti. ;

IS tikrujy, jeigu duota, kad, esant 2=0,

. flx+h)—f(x
i LD

tai i§ to eina, kad, nesant dar A=0,

f(x+}2—f(x):f/(x)+6’

kur & be galo maZéja, maZéjant 4, ir kai & pasiekia savo ribg 0,
tai e virsta nulium. IS to matome, kad % galima padaryti tiek
mazu, kad e, palyginus su f’(x), bus labai maZas, ir kad deSi-

PSS 0 fs

nioéios lyg. () dalies Zenklas pareina nuo pirmojo démens
Zenklo, t. y., nuo f’(x) Zenklo; vad., jeigu f’(x)>0, tai deSinioji
tos lygybés dalis yra didesné uz nuliy, ir, del to,

2 G

I§ Gia aiSku, kad f(x-+h)—f(x) ir £ turi biiti vienody Zenkly,
Loy :

Flx+-m)—f(9=>0, jei 50,
arba fx+h)—f(x)<0, jei ~<Z0;
vad., einant salygomis (1), funkcija f(x) yra didéjanti.
Tokiu pat keliu galima jrodyti, kad, jei f’(x)<0, tai f(x)
yra maZéjanti funkcija.
Pavyzdys. y==sinx.

Kaip Zinome i§ trigonometrijos, x-ui didéjant nuo —-—%

iki }——g—, sinx taip pat didéja; todel, 8i funkcija yra didé¢janti

tarpe (— ;, ;), vad., jos iSvestiné tame pat tarpe turi bati

teigiama; i3 tiesy, (sinx)’=cosx>0.

47. Rollio teorema.

Rollio teorema yra tokia:

Jeigu funkcija f(x), vienareiksmé ir netruki tarpe nuo a
iki b, turi tame tarpe netrukiq isvestine ir jeigu funkcijos kras-
linés reikSmés f(a) ir f(b) virsta nuliais, tai tarp a ir b rasis
bent viena reikSmé c, kuriai isvestiné f'(x) virsta nuliumi.

Jeigu funkcija f(x) kokiai nors argumento reikSmei ¢ tarpe
(a, b) virsta nulium, tai jos iSvestiné f’(x) tai paciai argumento
reikSmei taip pat virs nulium, ir mes gausime f’(c)=0. Teore-
ma Siuo atskiru atveju bus jrodyta.

Sakysime, funkcija f(x) tarpe nuo x=a iki x=b nulium
nevirsta. Kadangi, duotaja salyga, ji yra tame tarpe netruki funk-
cija, tai nuo savo vienos krastinés reikSmeés f(a), lygios nuliui,
ji gali pereiti prie kitos savo krasStinés reikSmés f(b), taip pat
lygios nuliui, visg laikg biidama arba tik teigiama arba tik neigiama.
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Tegu f(x) biina duotame tarpe tik teigiama. Tada, eidama
nuo savo krastinés reikSmeés f(a), lygios nuliui, ji turi dideti;
vad., jos iSvestiné turi biiti f'(x)>>0 (§ 46). Artédama kitai savo
krastinei reikSmei f(8), lygiai nuliui, funkcija turi maZeti; vad.,
jos iSvestiné turi bati f/(x)<{0. Tuo badu, isvestineé f/(x) turi
pakeisti savo Zenkla, t.y., i§ teigiamos ji turi pasidaryti neigia-
ma. Bet, kadangi, duotaja salyga, i§vestiné taip pat yra netruki,
tai toks jos Zenklo pakeitimas gali jvykti ne kitaip, kaip tik
peréjus jai per nuling reikSme. Taigi, duotajame tarpe turi bati
tokia argumento x reik§mé ¢, kuriai f’'(c)=0. Ir Siuo atveju
Rollio teorema jrodyta. :

PanaSiu keliu lengvai galima jsitikinti Rollio teoremos tei-
singumu ir tuo atveju, kada funkcija f(x) biina duotajame tarpe
tik neigiama.

§ 48. Geometrinis Rollio teoremos vaizdavimas.

Tegu turime funkcija y=f(x), kuri virsta nuliais, kai x—a
ir x=b, t. y., kuriai f(@)=0 ir f(6)=0. Tatai reiSkia, kad krei-
voji AMB (6 bréz.), kuri vaizduoja funkcijos f(x) kitimo eiga,

/\Y

6 bréz.

perkerta iksy a§j talkuose A ir B, kuriy abscisos lygios atitin-

kamai a ir b. Tegu kreivoji AMB, iS¢jusi i§ tasko A, toliau eina, .

kildama virSuj igreky aSies. Tada kreivosios lie¢iamoji taske A
sudaro su iksy aSimi smailajj kampa «a, kurio tga>>0. Artinda-
masi prie tasko B, kreivoji leidZiasi Zemyn; tada jos lietiamoji
taSke B sudaro su iksy adimi bukajj kampa B, kurio tgB<0.

Vi BN

Kad lieCiamosios kampo su iksy asimi tangentas galéty i¥ tei-
giamy reikSmiy pereiti j neigiamas, pati lieCiamoji bent viena
kartq turi pereiti per tokig padétj — taSkq M su abscisa, saky-
sime, ¢, gulinCig tarp a ir & — kurioje ji yra lygiagreté su iksy
asimi, nes toje padétyje jos kampo tangentas, t.y., funkcijos
iSvestine f’(¢), pavirsta nuliumi.

Taip pat ir tuo atveju, kai kreivoji, iS&jusi i3 tasko A, eina
i taSkq B, budama Zemiau iksu aSies, joje turi biiti toks taskas
M;, kuriame jos lieCiamoii vra lygiagreté su iksy aSimi.

§ 49. Liagranio teorema.

Jeigu funkcija f(x) tarpe nuo x—a iki x=b yra netruki ir
jeigu jes isvestiné f'(x) tame paciame tarpe yra taip pat ne-
truki, tai tarp a ir b yra benl viena tokia reikSmé c, kuriai bus
teisinga lygybe

[0)—f@ -
i T =f'(o.
Pazymékime raide & skaiCiy %, taip kad
b—a
i§ kur JO)—f(@)—kb—a)=0 , . ........ 1)

Imkime nauja funkcija

p(X)=f(xX)—fla)—k(x—a), . ... .....(©2
kurioje k ir a yra tie patys pastoviis dydZiai, kaip ir lygybéje
(1). Funkcijos @(x) iSvestiné bus :
CARESE ST TGS R e R 3)
Kadangi duota, kad f(x) ir f’(x) yra netrukios, tai i§ lygybés (2)
vedame, kad ir ¢(x) yra netruki, o i§ lygybés (3), kad ir ¢’(x)
yra netruki; be to, funkcija ¢(x) virsta nulium argumento reiks-
méms a ir b. Vad., funkcijai ¢(x) gali biiti pritaikinta Rollio
teorema (§ 47), einant kuria iSvesting ¢’(x) ‘turi virsti nulium
kai kuriai x reikSmei ¢, gulinCiai tarp a ir &; todel, i§ lygybes
(3) gauname ;
~ ¢ (©)=f"(c)—k=0,
is kur k=f'(c),
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arba, pakeite %k jo auk3Ciau pasakytaja reikdme,

f(b) fa) e 4

kas ir reikéjo jrodyti.

Formulai (4) galima duoti kitoks pavidalas. ParaSykime
x vietoje a ir x+4 vietoje . Tada vietoje b—a teks raSyti
h, o skaiCiy ¢ (gulintj tarp a ir 4), aisku, galime taip iSreiksti:
Xx-+0h, kur © yra kai kuris skaiGius tarp 0 ir 1. Tada for-
mula (4) gaus pavidalg

FOo-h)—f(X)=hf" (x-1-Ok), 0<O<1 . . . ... (5)

Lygybe (5) daznai vadina baigtiniu prieaugliy Liagranzo
formula.

§ 50. Geometrinis LiagranZo teoremos vaizdavimas.

Tegu AB (7 bréz.) yra kreivoji, vaizduojanti duotajg funk-
cija f(x). Tegu OP=a ir OQ=b. Tada AP=f(a) ir BQ=f(b).
Nutiesg i§ taSko A tiesiaja AD, lygiagrete su iksy aSimi, ligi

fhi ¥

B SRR S e e e

7 bréz.
susitinkant jai taSke D su ordinata BQ, randame
BD=BQ—DQ=BQ—AP=f(b)—f(a)

: BD _BD _ fib
it Sp=ro= =IO g xpaD—tgxBKX

f(&)—f(a)
b—a

Taigi, reiSkia kertamosios AB kampinj koeficienta.

Toliau, i§ § 28 Zinome, kad f’(c) yra kampinis koeficientas lie-

il bl

Ciamosios, nutiestos per kreivosios taSka, kurio abscisa yra c.
Irodytaja LiagranZo teorema, tarp a ir & yra tokia x-o reikSmé,
lygi, sakysime, OE=c, kuriai f'(c,=tgXMLX=tgXBKX, t.y.,
tarp taSky A ir B randasi toks taskas M, per kurj nutiestoji
kreivosios lieCiamoji yra lygiagreté su styga AB.

§ 51. Funkcijos maksimumo ir minimumo savoka.

I funkcijos argumento kitimg iprasta Zidréti, kaip j neper-
traukiamg jo didéjima nuo kokios nors vienos reikSmes iki kitos,
o funkciju kitimas nuo to yra nepaprastai jvairus, kas pareina
nuo didelio funkciju pavidaly jvairumo.

Retaitepasitaiko, kad, netrukiai didéjant argumentui, funk-
cija arba vien tik didéja, arba vien tik mazZéja. DaZniausia biina,
kad, argumentui kintant pasakytuoju biidu, funkcijos kitimas yra
eile didéjimy ir maZejimy, kurie gali kaitaliotis nuo daikto daug
sykiy, o kartais ir be galo daug sykiu.

Jeigu funkcija f(x), netrukiai didé¢jant x.ui, pirma didéja,
o paskui mazéja, tai sako, kad funkcija pereina per savo maksi-
muma; jeigu funkcija pirma maZéja, o paskui didéja, tai sako,
kad funkcija pereina per savo minimumg. Kitaip kalbant, funk-
cijos maksimumas yra tokia funkcijos reik§mé, kuri yra didesné
uzZ visas jai gretutines reikSmes, o funkcijos minimumas yra tokia
jos reikSme, kuri yra maZesné uZ visas jai gretutines reikSmes.

Funkcija gali turéti kelis maksimumus ir minimumus, ir
gali atsitikti, kad kitas maksimumas yra maZesnis uZ kita mi-
nimuma.

PaaiSkinsime tatai bréZiniu.

Tegu AB (8 bréz.) yra kreivoji, atitinkanti funkcijai y=£(x).
/N
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Taskuose D, D, ir D, funkcijos reik§més DP, OLR; r P, vea
didZiausios, palyginus su funkcijos reikSmémis gretutiniuose
jlems taSkuose. Vad., tos reikimés DP  D\PL e DR " yig
funkcijos maksimumai. TaSkuose M, M, ir M, funkcijos reiks-
mes MQ ir M\Q, ir M,Q, yra maZiausios, palyginus su funkci-
jos reik§meémis gretutiniuose jlems taSkuose. Vad., tos reikimes
MQ, M\Q, ir M,Q, yra funkcijos minimumai. Be to, matome,
kad minimumas M,Q, yra didesnis u? maksimumus DPir D,P,.
ISnagrin¢kime pavyzdj y=1-4(x—2)2.

paskui, kai x algebrikai didéja
ligi 42, funkcija be pertriikio
mazéja ligi -1, nes, esant X=2.
antrasis funkcijos démuo virsta
nuliumi; x-ui didéjant toliau nuo
+2 iki +'oo, funkcija ima didéti
ir, esanl’ xe= o0l vél pasiekia
~oo. Funkcijos geometrinis vaiz-
davimas (9 bréZ.) duoda kreivaja
9 brez. AMB, kuri rodomai parodo funk-
cijos kitimo eiga ir buvima joje

minimumo MP=1, kai x=—0P—=2.

§ 52 Biitinoji funkcijos éjimo per savo maksimumg arba
minimuma ‘salyga.

Tegu kai kuriai argumento reik¥mei x funkcija y=f(x)
eina per savo maksimuma. Tatai, einant apibrézimu, reikia, kad
ji i§ didejantios pavirsta mazéjancia. Bet, funkcijai * f(x) di-
déjant, jos iSvestiné f’(x) yra teigiama (§ 46), o maZéjant funk-
cijai, jos iSvestiné yra neigiama; del to, tuo momentu, kada
funkcija f(x) eina per savo maksimuma, jos iSvestine f/(x) i3
teigiamos virsta neigiama, o pakeisti savo Zenklg funkcija, jeigu
ji yra netruki, gali tiktai peréjusi per nuliy.

Tokiu pat biidu jsitikinsime, kad, funkcijai f(x) einant per
savo minimuma, jos iSvestiné f’(x) yra lygi taip pat nuliui.

Taigi, matome, kad toje vietoje, kurioje funkcija pasiekia
savo maksimumg arba minimuma, jos iSvestiné (jeigu ta isvestineé
yra baigtin€) batinai pavirsta nuliumi.

Atvirksting teorema ne visumet téra teisinga: funkcijos is-
vestine gali virsti nulium, ta&iau, toje vietoje funkcija gali ir ne-

Kai x=—oo, tai y=-1oo;"

B!

turéti nei maksimumo, nei minimumo. Pav., imkime funkcijq
y=(x—1)*+3; jos i§vestiné y’ bus: y'=3(x—1)% Prilygine y’
nuliui ir iSsprende gautasias lygtis 3(x—1)2=0, randame x=—1.
Siai x-0 reikSmei atitinka y=3. Ar yra 3 funkcijos maksimumas
arba minimumas? Lengva matyti, kad 3 néra nei maksimumas,
nei minimumas. I§ tiesy, kai x=1—h, tai y=3—#3 o kai
x=I1--h, tai y=3-}43, t. y., vienos gretutiniy funkcijos reik§miy
yra maZesnés uZ 3, o kitos didesnés; vad., 3 néra nei maksimu-
mas, nei minimumas.

§ 53. Funkcijos maksimumo ir minimumo suradimas.

Funkcijos maksimumo ir minimumo suradimo uzdavinys
susideda i§ triju daliy: 1) rasti ta x-o reikSme, kuriai funkcija
—T1(x) turi maksimumg ar minimuma; 2) rasti pats maksimumo
ar minimumo didumas (reikSme), ir 3) parodyti, ar rastas maksi-
mumas ar minimumas.

Palyging pirmajq funkcijos iSvesting nuliui ir i¥sprende
gautgsias lygtis f’(x)=0, rasime tas x reik§mes, kurioms funk-
cija gali turéti maksimumg ar minimuma,

Einant funkcijai per maksimuma, ji i§ didéjantios virsta
mazéjancia. Bet didéjancios (t.y., iki pereinant per maksimumag)
funkcijos pirmoji i§vestine yra teigiama, o maZ¢jancios (t. y.,
peréjus per maksimuma) funkcijos pirmoji iSvestine yra neigiama.
Vad., kai funkcija eina per maksimuma, jos pirmoji iSvestine
keiCia savo Zenklg pliusa minusu. Panasiai galime parodyti, kad,
einant funkcijai per minimuma, jos pirmoji i§vestiné keiia savo
Zenklg minusg pliusu, PerZiréje, vaduodamiesi Sia taisykle, pir-
mosios ivestinés Zenklus prie§ pavirstant jai nulium ir po pa-
virtimo nulium, i3 rastyju x reikSmiy atskirsime tas, kurioms
funkcija turi maksimuma arba minimuma. Jeigu kuriai nors x
reikSmei pirmoji idvestiné savo Zenklo nekeiCia, tai tatai yra pa-
Zymiu, kad tai x-o reikSmei funkcija neturi nei maksimumo, nei
minimumo.

Patj funkcijos maksimumo ar minimumo diduma lengvai
rasim, jstat¢ atitinkamg x reikSme j funkcijos reiskini.
Pavyzdys 1. Rasti funkcijos J(0)=2x3—9x21-12x—7 maksi-
mumas arba minimumas,
5
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Imame duotosios funkcijos pirmajq iSvesting;
ji bus f(x)=6x>—18x-12.
Palygineg Sig iSvesting nuliui, gauname lygtis
6x2—18x-12=0.

ISsprende tas lygtis, randame ju Saknis

. x1:2, ]
IStirsime iSvestinés Zenklus iy x reik8miy artumoje. Tegu x=2—#%,
kur £ yra teigiamas be galo maZas skaiCius; tada f/(2—h)=
=6(2—h)*—18(2—h){-12=6A>—6~=6/(h—1)<0; tegu x=2--7;
tada f'(2--/h)=6(2+1-£)*—18(24-k)+12=6A2+6~=6h(h+1) >0;

vad., iSvesting¢, pereidama per x-o reikSme 2, i§ neigiamos pa-

virto teigiama, t. y., pakeité savo Zenkla minusg pliusu; del to,
tai x-o reikSmei 2 funkcija turi minimumg. Tokiu pat keliu ra-
sime, kad f'(1—h)=6k(h41)>0 ir kad f’(14-h)=6k(h—1)<0;
vad., x-o reikSmei 1 funkcija turi maksimuma.

Belieka rasti pats maksimumo ir minimumo didumas. ]state
i duotajg funkcija x=2 ir x=I1, gauname

f(2)=2.23—9.22112.2—7=—3
ir f()=2.13—9.12412.1—7=—2.
| Téigi, galutinai turime
maks. f(x)=—2, kai x=1,
ir min. f(x)=—3, kai x=2.

Funkcijos peréjimo per savo maksimuma arba minimuma
pazymiu, be pirmosios iSvestinés Zenklo keitimosi, gali biiti dar
antrosios iSvestinés Zenklas.

Jeigu funkcija f(x), kai x—a, pereina per savo maksimu-
ma, tai jos pirmoji iSvestiné f’(x) virsta nulium, o paskui ma-
Zéja; bet i§ § 46 mes Zinome, kad, jei funkcija f/(x) maZé¢ja,
esant x—=a, tai jos iSvestine, t.y., antroji funkcijos f(x) iSvestine

f"(x) turi buti neigiama. Taip pat galima paaiSkinti, kad, jeigu -

funkcija f(x) argumento reikSmei a turéty minimumg, tai f’(a)
turi buti lygi nuliui, o f”(a) turi buiti teigiama.
Thlgl :

jei f(@)=maks., tai f’(@)=0 ir f”(a)<<0,

jei f(a)=min., tai f'(@)=0 ir f"(a)>0. } ;

Jeigu -atsitikty, kad ir f”(a)=0, tai maksimumo-minimu-

. (1)

SR g
mo klausimas reikia spresti i§ pirmojo pazZymio — pirmosios iS-
vestinés Zenklo keitimosi.

Pavyzdys II. Rasti funkcijos f(x)=—4x%4-3x—5 maksi-
mumas ir minimumas.

Turime
f'()=—12x*+3,
f(0)=—24x.
I§ lygcCiy —12x*4-3=0
randame Xo== ko —k,

Atitinkamos f”(x) reikSmeés bus
Fr—PH=—24.(— H=12>0, f"(H=—24.4=—12<,
o funkcijos f(x) atitinkamos reik§mes bus
fi—H=—F6, [H=—*%
Taigi, galutinai turime
maks. f(x)=—4, kai x=},
min. f(x)=—=6, kai x=—1.

Pavyzdys 1ll. Padalyti duotasis skaiCius a j dvi dali taip,
kad tudvieju daliy kvadraty suma biity maZiausios reikSmés (mi-
nimumas).

PaZyméje vieng ieSkomuju dalin x-u, antraja iSreikSime
a—x, ir teks ieSkoti minimumas funkcijos f(x)=x*+4(a—x)*=
2x2—2ax-}a>

Sudarome funkcijos f(x) pirmaja ir antrajgq iSvestines

[l (x)=4x—2a,

fr=4.
IS lygCiu 4x—2a=0
a
randame : G

Kadangi f"(%):—_4>0, tai rastajai x reikSmei funkcija. turi mi-
a2
nimuma. Tas minimumas lygus &
Taigi, ieSkomosios sumos maZiausioji reikSmé bus tada,
kada duotajj skaiCiy padalysime pusiau.
Pavyzdys IV. | duotajj kiigj jbrézti ritinys, kurio tairis biity
didZiausias (maksimumas). :
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Tegu kugio aukstiné yra %, jo pagrindo spindulys 7 o ati-
tinkami ritinio ilgumai y ir x. Tada ritinio tiiris (paZymékime

ji #-u) bus z=m=x?y. I§ panaSiyjy trikampiy randame '/l%y:-f’i,
i§ kur y= h—?. Del to, turime z:mx‘z(/z~-h-x). Tuo biadu,
tenka ijeSkoti maksimumas funkcijos f(x)__mc~(lz hx
3

:T'C)Cgh—' o h-

Turime [l =2nhx— 37rizx-,

Fryeigy s SR
2

i Iygtiy Dihics PO Ly
gauname P, Xy=gT.

Kadangi f”(0)=2rh>0 ir f”(%r):?wh—— 6“;‘; 21 i,

tai aiSku, kad x:%—r duoda funkcijos maksimumg Tas maksi-

mumas yra lygus

’ 4 Snhrs
f(gr) :'§'Tchr2— sznh’z.

Atrade dar ritinio aukSting y, atitinkancia x:%r, biitent,

y:%, ir suglaude viska, galime pasakyti: ie§komasis maksimu-

e PRI
mas, lygus §77r/zr~ bus tada, kada jbréZtojo ritinio pagrindo

spindulys sudaro du tre¢dalin duotojo kiigio pagrindo spindulio

ir, vad., ritinio aukstme yra tris kartus maZesné uZ kigio
aukstme;.

AN ool

§ 54. Pavyzdziai.

Rasti maksimumas ir minimumas 8iy reiSkiniy (1—34 :

1. x*>42x43. 2. 3x>}2x—4.
3. 3x2—4x41. 4. 3—2x—3x%
5. x(4—3x%) 5. 6. 5x2—b5x.
3 ST
7. - 4x(3-—2%). 8. Qi —31/6).
9. 2x*4-x—5. 10. x3—2x2{-3x—4.
A 3
0 B 11, 12, F—4x49.
13, (74-3x)(2x~5). 14. ('5——x)(2x—{—'%)
15. (1—x)>+(3+x)% 16. (3x—2)%+(2x—3)%
17. (2x+5)*—(4x—1)2 18. (3—2x)*—(2—3x)%
19. )3+4x—x2. 20, J—24Bx—x>
X el b)
21. ?"‘l— 3_x' 22. xT:l—‘
5 A 1—x?
23. T 24. G
X9 (x4-3)'x—2)
25. T ¥ 26. P
2(14-x?) 2%
27, A 28. e +_2—x
1—x+4-x2 XP—Tx+6
29. Tt 30. T
@ b? 2 :
31, —— . 32. 3| (x—a)*+2x.
X x—a
33. sinxcosx. 34. tgx-ctgx.
35. Parodyti, kad, esant x= ? reiskinys sinx (14 cosx)
turi maksimuma. ;
36. Parodyti, kad, kai x= —+ 3, reiSkinys sin®xcosx tur_i

maksimumag.

37. | spindulio =3 apskritimg yra jbrézti statieji trikam-
piai. Rasti statiniai to i§ juy, kurs turi visy didZiausig plotg.
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38. I8 trikampiy, turinCiy 6 m. pagrinding ir 16 m. peri-
metra, rasti tas, kurio yra visy didZiausias plotas.

39. IS trikampiy, turin€iy 12 m. pagrindine ir 48 kv. m.
plota, rasti tas, kurio perimetras yra visy maZiausias.

40. s trikampiy, kuriy pagrindiné yra a ir prie§ ja guljs
kampas yra a, rasti tas, kurio aukstiné yra visy didZiausia.

41. Parodyti, kad i§ visy' staCiakampiy, jbréZty i duotajj
apskritima, kvadratas turi didZiausigq perimetra ir didZiausig plota.

42. 150° kampas padalyti | dvi dali taip, kad judviejy
kosinusy sandauga biity visy didZiausia.

43. Rasti visy didziausia sumos sinx-|-siny reik§mé, Zinant,
kad x-+y=90°,

44. Rasti plotas visy maziausio staCiojo trikampio, api-
brézto aplink apskritima, kurio spindulys lygus r.

45. Duotas apskritimas, kurio spindulys r=2. I§ apibrézZty
aplink ji staCiyjy trikampiy rasti tas, kurio perimetras yra visu
maziausias. :

46. IS staCiakampiy, turinCiy perimetrg 2p, rasti tas, kurio
plotas yra visu didZiausias.

47. IS staCiakampiy, kuriy plotas p=4,5, rasti tas, kurio
jstrizainé yra visy maziausia. :

48. Rasti maZiausias rombas, apibréztas aplink apskritima,
kurio spindulys lygus 7.

49. SkaiCius 162 padalyti j dvi dali taip, kad ju kvadra-
tinin Sakniu suma biity visy didZiausia.

50. Trikampio jZambinéje rasti toks taskas, kad staCiakam-
pis, sudarytas nuleistais i§ jo | statinius statmenimis, turéty visy
didziausia plota.

5l. [ duota smailajj trikampj, kurio pagrindiné yra a ir
aukstiné %, jbrézti staciakampis, kurio plotas biity visu di-
dziausias.

92. I8 visy lygiaSoniu trikampiy, jbréZty j apskritima duoto -

spindulio r, kuris turi visy didZiausia pagrindinés ir aukstines
sumar

53. I8 statiakampiy, turinCiy vienokius plotus, rasti tas,
kurio perimetras yra visy maZiausias.

54. IS lygiaploGiy trikampiy, kuriy plotas lygus s, rasti
tas, kurio perimetras yra visy didZiausias.

w— T

55. | apskritima, kurio spindulys yra r, ijbrézti lygiadonis
trikampis, kurio plotas biity visy didZiausias.

56. IS jbrézty i spindulio » rutulj ritiniy rasti tas, kurio
turis yra visy didZiausias.

57. Tarp jbrézty i spindulio » rutulj ritiniy rasti Sonu pa-
virSius to, kuriam jis turi visy didZiausig reikSme.

58. Tarp ritiniy, kuriy tdris lygus o, rasti tas, kuriam
apibréztojo rutulio spindulys bus visy maziausias.

59. Tarp kugiy, turinCiy vienokj tdrj v, rasti tas, kurio
Sony pavirSius yra visy maZiausias.

60. Rasti tiiris maZiausio kiigio, apibréZto aplink rutulj,
kurio spindulys yra 7. .

61. Rasti pagrindo spindulys ir aukstiné kuigio, kurs, turé-
damas- duotajj Sonu pavirSiy, btity visy didZiausio tiirio.

V. Antralaipsniy kreivyjy lieCiamosios ir normalés.

§ 55. Apibrézimas.

Priminsime Cia, kad kreivosios lieiamgja taske M vadina-
me kertamosios, einancios per taskg M, ribos padétj, kai antrasis
jos susikirtimo su kreivaja taSkas artinasi sutapti su tasku M.

Kreivosios normale taske M vadiname lieCiamosios statmenj,
einantj per lietimo taska M.

§ 56. Lietiamoji.

Tegu turime kreivaja, kurios lygtys yra
i o 2 O AR AR SN s (@)

Rasime lygtis lieCiamosios, einancCios per jos taska M(x,, y,).
I§ analizinés geometrijos Zinome, kad lygtys lieCiamosios,
kaip tiesiosios, einanCios per taska M (x,, y,), turi pavidalg
YooV ey L e e ®
kur m yra jos kampinis koeficientas, o x ir y jos bégamosios
koordinatos.
Bet m, t.y., kampinis lieCiamosios koeficientas, yra ly-

gus (§ 28)
M=yl iy s A AR )
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Del to, lie¢iamosios lygtys (B) gauna pavidalg

o il ad T E S R S o (1)

§ 57. Normalé,

Tegu duota kreivoji

P (@)

ir reikia rasti lygtys normalés, einanCios per jos taska M(x,, y,).

I§ analizinés geometrijos Zinome,- kad lygtys normalés taske
M(x,,y,), kaip tiesiosios, statmenos su lieCiamaja tame pat taske,
turi pavidalg

e P @

kur m yra lieCiamosios kampinis koeficientas, o x ir y normalés
bégamosios koordinatos.
ISreiSkg m lygtyse (B) funkcijos (e) iSvestine, gauname

y—y=— ﬁ(x—xl) PR G i PO s
Tatai ir yra lygtys, reiSkianCios kreivosios normale, einancia per
jos taska M(x,, y,).

Pavyzdys. Duota kreivoji y=3x*}8x3—30x2—72x-}1;
rasti lygtys jos lieCiamosios ir normalés, einanCios per tas-
ka (0, 1).

Turime

V' =f'(x)=12x3+24x2—60x—72 ir f'(0)=—
Todel, ieSkomasias lietiamosios lygtis gausime pavidale
y—1=—72(x—0), arba galutinai y}72x=1,
0 normales lygtls pavidale

y—1:7—2—(x—0), arba galutinai 72y—x=72.

§ 58. Elipsio lie¢iamoji ir normaié.
1. Lieciamoji.
- Tegu turime elipsio aSines lygtis
ﬁ+y~1 ............. (a)

Rasime lygtis lieCiamosios jo taske (x,, )

=13 —

Suiekosime tam y’'=f"(x) i§ lyg€iy (a) ir jdésime j bendra-
sias § 56 lieCiamosios lygtis (1).
I8sprendg lygtis (a) y-ui, gauname

bx :
Todel, R ¢,
E T wo | 2
I§ lygCiy (1) turime
e g
L ST )
Naudodamiesi Sia lygybe, lygybei (2) duodame pavidalg
S bzx_
i a%y
Todel, taSkui (x,, y,) turime
; : b2x
ie=f (xl)_— ........... 3)

[statydami i§ Cionai pirmosios 1svestmes reiSkinj | § 56 lygtis

(1), gauname
2

b2%x
y—yfr—ggﬂx—xm

i§ kur xx,b°t-yy,a?=x,26*+y,2a?,
arba, padalij¢ Sig lygybe i§ a?b? turime
Xk
= yJ’1 a2+

Lengva matyti, kad desu_uo]x Sios lygybés dalis yra lygi 1;
todel,
xxl WYy
—t == % Baait SHCRERT S e S (4)
Tai ir yra lygtys, rei§kianc1os elipsio lieCiamaja, einanCig per
jo taska (x1, yi).

Il. Normale.

Elipsio, duoto tomis pat asSinémis lygtimis (), normalei
sudaryti dedame j bendrasias § 57 normalés lygtis (1) vietoje
f'(x,) elipsio lieCiamosios kampinj koeficientg i§ lygybeés (3).

Tada gauname
2

oA SV
y —y,_ngl(x e
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arba (y—yl)%—(x—xl)%:o ..... o ()]
Tatai ir yra lygtys, reiskiancios elipsio normale, einancig per jo
taskg (x,, y,).

Pastaba. Jei lygtyse (d) désime a=b=r, tai jos pavirs
apskritimo lygtimis

A8 L SR ®
Tuo atveju lygtis (4) pavirs apskritimo lietiamosios lygtimis
S it SR O SRR G Pl 6)

o lygtys (5) — apskritimo normalés lygtimis

§ 59. Hiperbolés lie¢iamoji ir normalé.

Tokiais pat protavimais, kaip ir pereitame § 58, lengvai
gausime hiperbolés, duotos aSinémis lygtimis

2 2
-;C—z —%}521, ............. (a)
lieCiamosios lygtis pavidale
X%
a_;_%l: MR T (1)
o0 normalés lygtis pavidale
:
U3+ e—x)3t=0 ... ... 2)

Lygtyse (1) ir (2) x ir y yra lieciamosios arba normalés béga-
mosios koordinatos, o x; ir y, koordinatos hiperbolés tasko, per
kurj nutiesta jos lieCiamoji arba normale.

§ 60. Parabolés lieCiamoji ir normalé.
1. Lieciamoji.
‘Tegu parabolé¢ duota lygtimis
2Otk e sl st T ()
ir tegu reikia rasti lygtys lieCiamosios, einanCios per jos taska
(%, ¥y)- )

S

*Surasime visy pirma lietimo taSkui f'(x,). Imdami abiejy
lygybés (a) daliy iSvestines, randame

2yy'=2p
s . D
15 kur f =
el Vi
)4
vad., o) =i s e (1)
' (x) v

Istatydami i§ Cionai pirmosios iSvestines reiSkinj | bendrasias
§ 56 lieCiamosios lygtis (1), gauname

N y— :ﬁ(x—xl),
i§ kur, prastindami ir darydami pakeitimus, paeiliui turime

WY —y)=p(v—x,), yy,—y,2=px—px,, yy,—2px,=px—psx,,
Yi=p(X4-x) .. . e G A (2)

Lygtys (2) ir yra ieSkomosios lygtys, reikiantios parabolés
lieCiamaja, einancia per jos taska (x,, y,).

Il. Normale.

Parabolés (a) normalés lygtis iSvesime tokiu pat keliu, kaip
ir elipsio normalés lygtis (§58). Jos turi § pavidala:
JX—x )Py )==0, o (3)
kur x ir y yra bégamosios normalés koordinatos, o x, ir y, yra
koordinatos parabolés tasko, per kurj eina jos normale.

§ 61. PavyzdZiai.

. 1. Sudaryti kreivosios y(x*—3x-]-2)=x—3 lieCGiamosios lyg-
tys, jei lietimo tasko abscisa x=3—]/2.

2. Sudaryti kreivosios X*(x+y)=a*(x—y) lieCiamosios ir
normalés lygtys koordinaty pradzZioje.

3. [lrodyti, kad elipsio 3x24-4y2=27 ir hiperbolés x2—
—0,8y°=1 lieCiamosios, nutiestos per ju susikirtimo taSka, yra
viena kitai statmenos.

4. Duota kreivoji (grandine linija) lygtimis y—=L(e*4-e—);
per taska (0, 1) nutiesta tos kreivosios normalé; rasti kampas,
kurj ta normalé sudaro su iksu aSimi.
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5. Duota kreivoji lygtimis y=2lg.x; per taska (1, 0) enu-
tiesta tos kreivosios normale; rasti tos normalés lygtys.

6. Jrodyti, kad kreivosios x’gf—f-y’?:: a¥ lieSiamosios at-
karpa tarp koordinaty aSiu turi pastovy ilgumg a.

VI. Integraliné skaiciuoteé.

§ 62. Neapibréztinio integralo savoka.

Diferencialinéje skaiCiuotéje nagrinéjome ir sprendéme klau-
simg, kaip i§ duotos funkcijos rasti jos diferencialas ir i§vestine.
Dabar jsivaizduokime, kad j duotajg funkcijg Zitrime, kaip i is-
vesting kitos, tuo tarpu neZinomos, kurig, taciau, norime surasti,
Aisku, reiks tam atstatyti ta funkcija, kurios iSvestiné yra duo-
toji funkcija. Vad., turime klausima, atvirk§Cia tam, kurj spren-
deme diferencialingje skaiCiuotéje. To atvirkscCiojo klausimo spren-
dimas ir yra vyriausiasis integralinés skaiciuoteés uzdavinys,

Jeigu duotas funkcijos F(x) diferencialas dF(X)=fx)dx,
kame

BRI o 0 e ool (1)
ir reikia surasti pati funkcija F(x), tai tatai zenklais paZymi taip:
Flx)= f e b @)

Zenklg f vadina integralo Zenklu, Funkcija F(x), kuria ie$ko-

me i§ jos diferencialo, vadinasi duotojo diferencialo integralas.
Funkcija f(x), stovinti po integralo Zenklu, vadinasi paintegrali-
ne funkcija. Funkcijos F(x) suradimg i§ duotosios funkcijos f(x)
vadina funkcijos f(x) integravimu.

Paéme abiejy lygybés (2) daliy iSvestines, gausime
| [70ax] =0,
arba, imdami démesin lygybe (1,
| [fwa]| =fo.

Naudodamiesi §ia paskutine lygybe, galime patikrinti integravi-
ma: jeigu rastojo integralo i¥vestine yra lygi paintegralinei funk-

G

2
cijai, tai integralas rastas kaip reikiant. Pav., fxdx:%—, nes

5k 2 i
(?) ==X f cosxdx=sinx, nes (sinx)’==cosx.

AiSku, kad pirmajame pavyzdyje integralu galéjome laikyti

9 2
ne tik funkcija %, bet, bendrai, funkcija %—4— C, kur C yra bel

2 !/
kuris pastovus dydis, nes (% +C) —x; taip pat ir antrajame

pavyzdyje integralu galéjo bati ir funkcija sinx--C.
Ir, bendrai, jeigu ff(x)dx yra duotosios funkcijos integra-

las, tai ir funkcija ff(x)dx+—C, kur C yra bet kuri pastovi tie-

kybe, taip pat yra tos paCios funkcijos integralas, nes
' [ [rooax c]': [ 1 f(x)dx],:F(x).
Del to, lygybé (2) gauna pavidala
Fe = f FdrLC L e 3)

IS to matome, kad kiekvienas integralas turi laisvai parinkta
pastovy démenj, kurj vadina integravimo laisvuoju pastoviuoju,
Del to laisvojo pastoviojo buvimo integralo reiSkinis turi Siek
tiek neapibréztq pavidalg ir, per tat, vadinasi neapibréZtinis in-
tegralas,

§ 63. Pagrindinés integralo ypatybés.

I Algebrinés funkcijy sumos integralas lygus tokiai pat
algebrinei démeny integraly sumai, t. y.,

£ f WA - s e i B (D)

Kad jsitikintuméme Sios lygybés teisingumu, gana jrodzius,
jog jos kairiosios ir deSiniosios dalies iSvestinés yra lygios viena
kitai. IS tiesy, randame, integralo apibréZimu,
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Al

[ f Fdx— f P(D) Xt f «p(x)dx]' &= [ f f(x)dx]'_

i [[Wx)dx]/+....+[fw(x)dx],:f(x)_¢(x)_*_‘.'_,+w(x)‘

‘Rastosios iSvestinés, kaip matome, yra lygios; vad., lygybé (1)

yra teisinga.
II. Pastovusis paintegralinés funkcijos daugiklis gali bati
iskeltas is po integralo Zenklo, t. y.,
f ofndr=c[f@ds, oo @)
kur ¢ yra pastovi tiekybé. :
Si ypatybé jrodoma tokiu pat keliu, kaip ir I. IS tiesy,

[f cf(x)dx ],:cf(x)

ir [cff(x)dx]l :c[ff(x)dx[,_—_ af(y,

t. y., abieju lygybés (2) daliy iSvestinés yra lyglos vad., lygybé
(2) yra teisinga.

Pavyzdys. f (7xP—12x3-}-bcosx)dx= [ 7x%dx— f 12x%dx -}~

6
-+ f 5cosxdx=T | x?dx—12 | x®dx+=5 f cosxdx=T7 % —12. %4—1—

+5sinx--C=1x6—3x*4-5sinx+-C.

§ 64. Pagrindiniy integralinés skaiCiuotés formuly lentelé.

I3 'paprastyjy funkciju iSvestiniy gauname Sias pagrindines
integravimo formulas, patikrindami jas diferenciavimu:

far=rxtc. 2. [war=2" 11+c
dx

. _-—_—1 e . . i o=y

3 fx gex—-C 4. fadx lga_'_

WL

5. f erdx=e*+}C. 6. f sinx dx=—cosx+C.

' : dx i
¥ f cosx dx=sinx—C. 8. f sin‘lx__Ctgx—i_C'
dx .
9. fcoszx tgx—+C. 10. f—]/l—_)?z_arc51nx+c.
f e _._arctgx—}-C
- § 65. Funkcijy integravimo biidal.

Jeigu paintegraling 1eskom010 integralo funkcija turi tokj
pat pavidala, kaip ir kurios nors i§ pagrindiniy § 64 formuly pa-
integraline funkcija, tai toks integralas randamas betarpiskai,
einant atitinkama pagrindine § 64 formula. Kitais atvejais sten-
giasi visy pirma Siais ar tais pakeitimais duoti reiSkiniui, sto-
vin¢iam po integralo Zenklu, tokj pavidala, kad ieSkomajam in-
tegralui galima bfity taikinti kuri nors i§ nurodytuju pagrindi-
niy integravimo formuly. Yra keli biidai, kurie leidzia tatai pa-
daryti. Nurodysime Cia Siuos tris: 1) integravimas skaidymu,
2) integravimas naujo kintamojo jvedimu ir 3) integravimas
dalimis. :

§ 66. Integravimas skaidymu.

Taikant §is bfidas, remiamasi pagrindine sumos integralo
ypatybe (§ 63). Juo naudojasi tada, kada paintegraliné funkcija
galima iSskaidyti tokiais démenimis, kuriuos integruoti mokame.
PaaiSkinsime tatai pavyzdZiais.

1) Rasti integralas F(x):f(Sx“—}—%x——.l—)dx

sin%x
Eidami § 63 lygybe (1), turime
dX &
4 pa
Flx)= f (5x4+ . 51n2x)dx_ f Bxtdx+ f do— [ 25

tohau, remdamiesi § 63 lygybe (2), gauname

Fx)=5 f xdx 4 = f e*dx-— s:flf -
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naudodamiesi § 64 atitinkamai formulomis 2, 5 ir 8, randame

F(x)=5- 3 +— e* — (—ctgx) + C=x"+ ie”—’]—ct,g;x—# G

L.
stx)dx = + e*} ctgx—+-C.

taigi, " Flo= f (5x4+%’

2) fixxzdx:f(—} —i—x)dx:f%+ xdx =1g.x +
+5+C

A e f xQ;"Lr_ll ¥ Pl f (’fﬁr—} le)dx_

fj:i} xz_H _fd fH‘ s—x—arctgx-+|C.

§ 67. Integravimas naujo kintamojo jvedimu.

‘Daznai, norédami duotajj diferenciala paversti tokiu, kurio
integralg mokame rasti, pakeiCia kintamajj po integralo Zenklu
Kaip tatai daroma, matysime i§ Siy pavyzdziy.

Jie Ixdx
1) Rasti integralas fm
Dedami y=2x*-4-3, randame dy—4xdx, i§ kur xd'x:sfg,
ir del to,
xdx dy
f 2213 J 4y 4 —=-lgy+-C.

Istatydami dabar atgal Sioje lygybe]e 2x?4-3 vietoje y, gauname
galutinai

xdx <.
2x2137

2 f cos?xdx = f iCQOLQxdx: % f dx—]——;— cos2xdx.

T1g;(2x2 3L

Dédami y=2x, randame dy=2dx, i§ kur' dx_ todel,

2}

R P

ok cosydy X
fcos xXdx= ~ /‘d z~]—4tfcos_ydy_2—|—

sin2x

siny 5
+7-+c_§4 ' +C.

PanaSiuose nesudétiniuose pavyzdZiuose paprastai kinta-
mojo pakeitimg daro mintyje. Todel, Siame pavyzdyje, uzuot
state¢ nauja raidg, galime ir taip pasielgti: :

goeots Fhscosle - v 1 lf __lf
fcos xdx_f 5 x~7fdx—]—-7 costdx_7 dx

N+ l cos2xd(2x) = ey +31r22x + 6,

ax+3)

dx
o P+6x+1o:f [EETEEE - (437 —
=arctg(x 1 8)+-C.

4) f J@—x7dx.

Ivesime nauja kintamajj Sia lygybe x—asiny; tada
Ja*—x* = |la®—a%sin®y=a|/1—sin%y=acosy, o dx=uacosydy, ir,
vad.,

f Ja?—=x2dx = f a2cos?ydy—a® f cosydy.
Bet pavyzdyje 2 mateme, kad
f cosgydy:%— +

sm‘y

1G;

2 2qi 2 2
todel, f]/a—2 —x‘zdx:%—x—{— ¢ 514n2y +C= %—,‘—%sinycosyﬁ—C

ISreiSke dabar y-ka kintamuoju x, t. y., dédami siny:%,

o=

cosy=— ir y:arcsm?{, gauname galutinai

- f Ja2—x2 dx:%a rcsin% + %V a*—x? 4 C.
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§ 68. Integravimas dalimis.

Imkime § 33 formula (6)

de)=zdatndz . .. ... ;. ... (a)
Integruodami 3ig lygybe, gauname

zZu= | zdu- f udz,

i$ kur [etn=cu—fuaz;. ... ..., ... (1)
¢ia z ir u yra x-o0 funkcijos.

Lygybe (1) vadina integravimo dalimis formula. Kaip matyti,
ji taikant, reikia paintegraline funkcija iSskaidyti dviem tokiais
daugikliais z ir du, i§ kuriy antrasis yra diferencialas funkcijos,
kurig rasti mokame; jei, be to, pasirodys, kad mokame rasti ir

fudz, tai, vad,, rasime ir ieSkomajj [zdu. Sit pavyzdiai,

1) Rasti integralas f xcosxdx.
Dedarﬁe Z=x ir du—cosxdx, i§ kur
dz=dx ir u— f cosxdx=sinx:
todel, eidami formula (1), turime

f XCOSXAX— xSt f sinxdx;

bet f sinxdx—=—cosx;
7 vad., galutinai f xcosxdx=xsinx—cosx-}-C.

2) | xlgexdx.

Deédami z=Ig.x ir du—xdx, gauname

. 2
dz:a’;x it e xafx:i;
) X 2
todel, :
b X de 1o 1 o X
f xlgexdy — ?l geX — P Yo ?1 ggc— 0 f Xdx— 51 gx— +C.

— R

§ 69. Geometriné integralo reik$meé.

Tegu duota funkcija y=F£(x), netruki ir vienareik§mé nagri-
néjamajame argumento x kitimo tarpe, ir tegu kreivoji AB yra
geometrinis tos funkcijos
vaizdas (10 bréZ.). Imkime rY R N'B
toje kreivojoje du tasku: =R
vieng M, nejudamg, kurio M/
koordinatos yra, sakysime, M
OP=g it MF=f(¢), o ‘an-

tra NNV, kurs gali keisti savo e
padetj, ir kurio koordinatas-

A Rsering o
pazymésime OQ=x ir NQ= = FF S et

=f(x). Kintant tasko N pa-
déciai kreivojoje, t. y., kin- 10 brez
tant x-ui, kis ir figiiros
PMNQ ploto didumas; ki- ; .
tais Zodziais, tas kintamasis plotas yra x-o funkcija, kurig pa-
Zymésime F(x), taip kad
BN =TE(0) s e G A e (1)
Duokime x-ui teigiamg prieaugliy 4x=QQ’ ir iSbrézkime
i§ taSko Q’ ordinatg NQ’'=f(x+ 4x). Tada naujasis plotas
PMNCQ == Foe-lsb ey il s s Sl s d 2)
Atéme lygybe (1) i§ lygybés (2) panariui, gausime ploto prie-
augliy

QNN'Q'=F(x+Ax)—F(x) . . . . .. «.. (3)
Nutieskime i§ taSky N ir N’ tiesigsias NR’ ir N'R, lygiagrgtes
su iksy aSimi, ligi susitinkant joms taSkuose R’ ir R su ordina-
tomis Q’N’ ir QN. I§ bréZinio matome, kad

QRN Q' BONNIQSONRQ" s '\ v i (4)
bet staciakampio plotas QRN’Q’:QQ'.Q’N’:Ax.f(x+4x),
o staCiakampio plotas QVR'Q’'=QQ’.QN= 4 x . f(x); delei to,
ir, imdami démesin lygybe (3), vietoje lygybés (4) gauname

Ax. fx+ A ) >F(x+ 4 0)—F0> Ax. f(x),
Flx+- 4 x)—F(x)
W =),

Kai 4x=0, kairioji Sios nelygybés dalis virsta riboje f(x), t.y.,
riboje deSinioji ir kairioji dalys yra lygios; vad., ir vidurinés da-

i§ kur flxd-ax)>
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lies riba turi biiti lygi f(x), ir mes gauname
limF(.’hL Ax)—F(x)

=f(x),
d.r:() Ax .
arba S =1(v)
i§ kur, integralo apibréZimu,
F(x):ff(x)dx ............ (5)

Formula (5) ir parodo geometrine integralo reikSme:  integralas
reiSkia didumq ploto, apriboto duotgja kreivgja, dviejy jos
tasky ordinatomis ir abscisy asimi.

Be to, formula (5) jrodo, kad bet kuri netrukioji funkcija
turi integrala, nes iSbréze kreivajg, atitinkancia duotajai funkci-
jai, tuo paCiu i§bréSime ir plota. ;

Pastaba. Darydami iSvedZiojimus, laikéme funkcijg f(x)
didéjancia taSke N. PanaSiu biidu lengvai jsitikiname, kad for-
mula (5) yra teisinga ir tuo atveju, kai duotoji funkcija f(x) yra
mazéjanti taske M.

§ 70. Apibréztinio integralo savoka.

Kaip matéme § 62, neapibréztinis integralas yra funkcija,
kuri turi patenkinti vienintele salyga, bitent, kad jos iSvestine
bity lygi paintegralinei funkcijai. Vad., jei

[Fde=Futc,

tai [F(0)4-C)’ =f(x).

Dabar pareikalaukime, kad jis patenkinty ir kita sglyga,
biitent, kad jis virsty nulium, kai x=—a. Sita salyga leidZia rasti
integravimo pastoviosios tiekybés reikSme. IS tiesy, i§ reikalavi-
mo, kad

[F(x)+Cle=a=0,

gauname
F(a)4-C=0,

i§ kur C=—F(a);

tada integralui galima duoti pavidalas
F(x)—F(),

B Ci

Toks integralas vadinasi apibrézZtiniu ir Zymimas Zenklu

fx fexydz,

kurj skaito taip: ,integralas nuo a iki x“. Reik§mé a vadinasi
apatin¢ integralo riba, o reik§meé x — virSutiné integralo riba.
IS pasakytojo matome, kad apibréztinis integralas

X
f FOO=F 0@ i oAV it (1)

yra skirtumas tarp dvieju neapibréztinio integralo reikdmiy, ati-
tinkanCiy apatinei ir virSutinei integralo riboms.

Jeigu virSutiné integralo riba yra lygi kuriam nors pasto-
viam skaiCiui &, tai integralas

b
[fyar=Fe)y—F@). .. ....... B

virsta pastoviu skaiCium.
Antrajg integralo (2) dalj daZnai Zymi ir taip:
b
. |
F(b)—F(a)= | F(x),
d a
b
kur Zenklas |’ vadinasi jstatymo Zenklu. Del to, formulg (2) gali-
a <4
me ir Sitaip paraSyti:
b

b
f il Lo e SR PRt (3)

a
PazZitirekime dabar, kokia geometring reikSme turi apibréz-
tinis integralas.

§ 69 buvo iSaiskinta, kad integralas ff(x)dx reiSkia plota
PMNQ (10 bréz.), kurio iSvestine lygi duotajai funkcijai f(x).

Jei paimtuméme plota lig tos pacios kintamosios ordinatos
RQ, bet nuo kitos pastovios ordinatos, sakysime, nuo ordinatos
MP, (10 brez.), tai, atkartoje tokius pat protavimus, jsitikintu-
meme, kad naujojo ploto P,M,NQ iSvestiné yra lygi funkcijai
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f(x). Vad., plotas P,M,NQ yra naujas duotosios funkcijos inte-
gralas, kurs skiriasi nuo senojo kai kuriuo pastoviu plotu, kurj
paZymime C. Taip, apskritai, galime sakyti

f PR AT A B T

Jei taSko M padeétis nustatyta, t.y., jeigu yra duotas didu-

mas x=a, tai Sioje formuloje pastovusis C turi visai apibrézta
reik§me. IS tiesy, ji yra teisinga bet kuriai bégamajai x-o reiks-
mei; vad., ji bus teisinga ir tada, kai x=a, t. y., kai OQ=0°r;
bet tuomet plotas PMNQ pavirs nulium, ir mes gausime

0=F(a)+,
i§ kur C=—F(a);
X
vad., f f(X)dx=F(x)— Fla)= f f(x)dx.
a

Taigi, apibréZtinis integralas reiskia plota, apribota duotaja
kreivaja, abscisy asimi ir dviem ordinatom, atiti'nkanéio'm toms
abscisos reik§méms, kurios sudaro apating ir virSutine integra-
lo riba.

Jeigu antrojo krastinio tasko AN abscisa turi kai kurig api-
bréZta reik§me x=b, tai ir atitinkamas ploto didumas bus visaj
nustatytas formula

b
[ Fdx=Fo)—Fua).

Pavyzdziai:
5! 3
1) [3xd=| =397 g_1q,
2 2
7

2) Rasti integralas fcosgxsinxa’x.
0
Dédami z=cos2x ir du=sinxdx,

gauname dz=——2cosxsinxdx ir y— sinxdx= —cosx;
‘todel, f cos?x sinxdx—=—cos3x— f 2cos?xsinxdx=—cosix

—2 f cos®x sinxdyx,

\]
i§ kur 3 f cos*xsinxdx—= —cos3x,
) costy
arba - fcostsmxdx:— 3 +G;
» =
2 2 9
d fcos2 palr i | OS8R, O 2_-{- Sarl
e, ; TETSE o b Tl e o ik
0 0
— 00 —o0
3) edx= | e*—g—°—gl=—1,
0 0

§ 71. Apibréztinis integralas kaip sumos riba.

Tegu AB (11 bréZ.) yra kreivoji, kurios lygtys yra y=f(x).
Pereitame § 70 matéme, kad plotas (paZzymékime jj raide S),
apribotas kreivaja, abscisy aSimi ir ordinatomis dvieju kreivo-

Py _NB

il
Vi

0 P @

11 brez.

sios taSky, kuriy abscisos yra OP=a ir OQ=b, reiskiasi taip:

b
S f PO 5 e S (a)
a

Padalykime atkarpg PQ j n lygiu daliy ir kiekvienos dalies il-
gumg paZymékime 4x. Tada dalymo taSky abscisas galime is-
reikSti paeiliui taip: x,—=a+ 4 x, x,=x,+ 4 x,...., XX X,
o atitinkamas toms abscisoms kreivosios AB tasky ordinatas Siaip:
ylzf(x1)) yz:f(xz)’"": y"—l':'f(xn—l)-



FEE Y S

ISbréZkime, kaip ,parodyta bréZinyje, n iSlaukiniy staCia-
kampiy ir n viduriniy staliakampiy, kuriy pagrindinés yra gau-
tieji ilgumai 4x ir kuriy viena vir§iiné guli kreivojoje AB. Plo-
tas § yra didesnis uZ viduriniy staliakampiy ploty suma ir ma-
Zesnis uZ iSlaukiniy staliakampiy ploty suma. Skirtumas tarp is-
laukiniy ir viduriniy staCiakampiy ploty sumy yra lygus (tatai
nesunku pastebéti i to paties bréZinio) skirtumui tarp pakrasti-
niy staciakampiy ploty, t. y., jis lygus

f(6) 4x—f(a) 4.

Kai 4x be galo mazéja, ir, vad., n be galo didéja, tas skir-
tumas artéja nuliui. Del to, ir skirtumas tarp ploto S ir viduri-
niy staCiakampiy ploty sumos, z-ui didéjant, mazéja ir riboje, kai
n=oo, virsta nulium; kitais ZodZiais pasakius, plotas S yra vi-
duriniy (arba iSlaukiniy) stafiakampiy ploty sumos riba, ir mes
galime raSyti

S=lim[f(a) A x-+-f(x) 454 Hf(H0m) 45,

arba, imdami démesin lygybe (a),
b .
f fdx=lim [f(a) 4 x4f(x)) 4 Ao+ 5] .o (D)
a

Si formula rodo, kad i apibréztinj integralg galima Zifréti,
kaip | ribg sumos, sudarytos i§ paintegralinés funkcijos reikdmiuy,
padauginty i§ argumento prieaugliaus, kai tos sumos démeny
skaiCius (tarp duotojo integralo riby) be galo didéja.

§ 72. Ploty skai¢iavimo pavyzdZiai.

AnksCiau matéme (§ 70), kad plotas S, apribotas kreivaja
Yy=f(x), iksy adimi ir dvieju kreivosios taSku ordinatomis, ati-
tinkanCiomis abscisy reikSméms a ir &, reiSkiasi apibréZtiniu
integralu

b ; : :
8= f B iCo ) - PR kR (@)
a

Zinodami tatai, surasime kai kuriy ploty didumus.

P oy
I.  Elipsio plotas.
Tegu elipsis duotas aSinémis lygtimis (12 brez.)
x2 y2
S =l
ISskaiCiuosime pirma integravimu ta elipsio ploto dalj OBA,
kuri guli tarp teigiamuy koordinaty aSiy krypCiy, o paskui gau-
'y
B

/
’ A X

12 breZ.

taji rezultatq padauginsime i§ 4. Aisku, kad tokiu atveju kreivo-
sios lygtys bus

R

o integralas reiks imti tarp riby 0 ir a. Del to, elipsio ketvirgio
plotas § iSsireik§ integralu
a a
S=[ YYo= =2 [yo=wus.
a a
0 0

§ 67 pavyzdyje 4 buvo parodyta, kad neapibréztinis integralas
f]/a‘z—x'2 iy %arcsin% —|—% Jar—x2+ C;

a
_b(a‘*‘ oo 0 i peie e B BRaR e
vad, S—-d— garesin— —}—§]/a —x ) _;[(iarcsm? +
0
ﬂ‘z__-z_(iz NI Lo gy § ML RO TP
—}—2]/a a) 2arcsma—|—2],a U)]_;-7arcsml.—
Lo @ m  onab
AR L R



e Q0T

Elipsio plotas 4S bus lygus
4S=mab.

. Hiperbolinés nuopiovos plotas.
Tegu hiperbolé duota aSinémis lygtimis (13 bréz.)
x2 y2
a® b
Reikia iSskaiCiuoti didumas jos ploto ANN’, apriboto krei-
vaja ir ordinata NN’, atitinkanCia bet kuriai abscisos reik§mei x.
Rasime pirma integravimu tg ieSkomojo ploto dalj ANQ,
kuri guli pirmajame koordinaty aSiy kampe, o paskui gautajj

== 11

13 breZ.

rezultata padauginsime i§ 2. Siuo atveju kreivosios lygtys pus
y=+2yi—a,

o integralas teks imti tarp riby a ir x. Del to, plotas S, t. y.,
ieSkomojo ploto pusé, iSsireiks integralu

Rasime pirma neapibréztinj integralg fmdx. Taikin-
dami formulg integravino dalimis, dedame
| z2=|x*—a? ir du=dx,
xdx

; i, =fdx=x;
]x2—a2

i§ kur gauname  dz—

todel,
/ V= a’dx=x|/x*— g% — f Vﬁ% ) o
/x2—g

(x2—qa2-L g2 dx s 3 Bacs g 2
2 o I S { ot ey [
J/x*—a? 2

x%—q?
=x)t—g? —f]/x‘*—— a*dx — a? e =
sz__ a?

Je—a®

i§ kur gauname
‘ Qf]/x‘z—a%x:x]/;‘-’—a?—a?fi‘. r o7 2 AN
& ‘ ' an_az

d ) ; Ay
Integralg ]/,t?\xa? rasime, jved¢ naujg kintamajg §ia lygybe:

V==t . . ... ... el (3)
ISspresime tas lygtis X-ui; gauname paeiliui X? — a’=1>— x| x?
t24-a2 4

2tx=t*+a? x— oF todel,
g, Phe® 9PN EL L all
x2— g2—f == =
G 21 of ot

0 Q==

i 2t.2t—2 : (£4-a?) 0—1*—a®. (P —a?)df,

47 2 g T
vad.,
f dx | (P—a?) . 2tdt dt_l
Ve—a J e =) 7=t

ISreiSke dabar ¢ i§ lygybes (3) x-u, gauname
dx —s
S,
Todel, lygybe (2), padalijus, be to, jos abidvi dali i 2, virsta
R g 2 19 e
f VP —ade = = @ —Slg(xHF=ad1C. ... @)

Turint neapibréztinio integralo reiskinj (4), nesunku iSskaiiuoti
plotas § i§ formulos (1). Turime

X X
b b X N gD T a2 5 : =t
Sz? x*—adx— e [71/#— a’— —2—1 ge(x--J/x2— az)] -
a

a

ey b X S0 a® e a? ox. o P
== —a—{ [7]/x —a®— ?lgz(x—H/x- — aQ)J - 7lgea} :271]/)&—- a



— 92 — Rl L
—~——lge(x+]/x2——a )- el lge(z——~]/;c2 a*— b [lgt(xJ— § 73 Pavyzdziai.
el o Rasti Sie integralai (1 —54):
—— bxy——->5 ab xq—]/xz—a2
+ Jx*—a?) — 1 ga] — " Jx?—a?——lgi——
il bt Sl . [wa. g 32
Visas hiperbolés nuopiovos ANN' plotas 2§ bus : o
sl 2 bk = X
B X+VX2 e 4. f]/;dx. 5. f]/x%x. 6. fs .
25="""— & — ablg = H : I
dx - S5dx
7 f e 8. f VB M) 40
IIl. Parabolinés nuopiovos plotas. ];}5 e ‘ x|/ x
Tegu parabolé duota lygtimis (14 breéZ.) < S
Py | 10, [@+ar—4rax. 10 f ST
Reikia iSskaitiuoti didumas jos ploto ONN’, apriboto krei- 1—2x+3x2
vaja ir ordinata NN’, atitinkanCia bet kuriai abscisos reikSmei x. ‘ 12. fe—xdx 13 de
3
N 2
¢ e f fiie T otk 15. [(a—bydx.
; 2 2)2 — /%8
6. [ Lo i A Wb AU £3,25)

5 %

O\Q 18. f ()c“—{—;+a’+§)dx. 10. f V*Fa dx.

¥ dx ' S
TN 20, [ 2. [pdr
14 brez. 9). f ax o3, 3 ¥
: Vxr1—Vx [—2x
Protaudami taip pat, kaip hiperbolés atveju, randame 04 xdx o5 dx
278
—J V2 dx—f Vep)xax —v?pf x| 2= 26, [iguds o | V;dx
0 o
; xdx
:]/2;5 X gxy :%x 2px. 28. farcsmx dx. 29, iy
e ‘ XY
Visas ieSkomasis plotas 25 bus ; 30. farctgx dx. 31. fm
St i 32, f erdx, | 33. f sin?x cosxdx.

Ivede ordinatg y, atitinkanCia abscisai x, gauname
2S=txy. 34. [ sin®x cosxdx. 35 j

v

‘cosxdx
sintx




36. /‘(3—'sinx)4cosxdx.

38.

40

42

44,

46.

48

50.

52,

54.

hiperbol¢), abscisy asim

Hjr
vsin2x

f 39 —2x24-3x1-5

i
; f V@A dx,

e
f a-tbx?

3
X

f ——d.,

x—1
2

il

4
f cos*xsinxdx.
0

a
f ax

a4 x?
0

(e o]

f 2Rty

1
2

f xe*dy.

1

—dx.

— 94 —

37. fsin”(x+a)dx,
3x+7

39, f e
3xt--2x3-1-5

4. [0,

43, f(a+bx,~dx.

2

g f Y,

1
1

47, f el
0

3 d
X
& i
0
£
X
51. f giscosedy
J |

: d
X
e f4x2—]—1'

0

55. Rasti plotas, apribotas tiesigja y=mx-{-n, abscisy asi-
mi, ordinaty aSimi ir ordinata X==h

96. Rasti plotas, apribotas kreivaja xy?=36, abscisy asimi
ir dviem ordinatom x—4 ir =1

57. Rasti plotas, apribotas kreivaja y2:£f—ix’ abscisy asi-
mi ir dviem ordinatom x—3 ir X=8:

apribotas kreivaja xy—m? (lygiakraste
i ir dviem ordinatom x—2 ir X=6.

99, Rasti plotas, apribotas parabole Y*=6x ir ordinata X==5

98. Rasti plotas,

Atsakymai.

§ 18.
4. }. 5. § 6. o, 8. Va2

Q=

1 i (A My, s T

§ 26.
1..0,88. 2. f(3)>f(4). 3. foo. 4. foo. 5.a) —3; b)
24r.3; 1 ic) a—}—(2k+1)-72c~, kur £ yra bet kuris sveikasis skaiCius.

§ 45.

' 3
1. 6x. 2 50x% 3.64x". 4.4. 5. —5, 6. —5x. 7. 2.3,
8. 6x(x-+1). 9. 2x5—1. 10. 3—124% 11, 2x}7. 12, 3x2+

—+8x—5. 13. 5x*46x2. 14. 2(7—8x). 15. 24x2. 16. 56x°—

1
— 114387, 17, —104—24x%}-48x*{-84x—14. 18, — .

4 11 x4 3x2— 2x

—_— e 22.
19. gy e B 20. — 1P 21 1)
2(x-F+1) (x—1) 23 4x5+7x4+6x?—10x—6. o4 _22x+11 :
(24x4-1)2 ° : ¥ : (x —{r—x—}—l )
4 2 1 i
25, — m. 26. -—x-. 27 lg.»x—{—l. 28. ang v 29, x—lgex
G0 U815 conreine 92 Bsiady. 84, ‘e 84
tl—x
2
1 X
—sing-. 3. — 36 ———. 37 tgx. 38, oo
3cos 3 sin’%; ,
6 Al R
39. 51_ . 40 W)k 41 . 42 5 43. TE
5)/x* . 7V x :
: H
Suseh . die i 46 i b A
e aP—x7 - oY a?+-3x3-1 x4 2x
14x% -6 2—Jx .
47. i L‘e. 48. l—tvi . 49. o T T AT 50. mﬂ‘
J1—#* V¢ 3}/ 2x—1)? -
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e S R N
2&]/3)«: (I4-x))1=x2 (I—H/Jc)3
1
R R IR T Y v v SO
cosx|/2sin2x A cos?2x]/tg2x i
J/cos2xctg2x. 58. M. TR S
A= A2 D e Tl
O Y RS A R AP N
V1—4x2 e L : ]/4—x‘~" et 64. gcth.
65.'M. 66. ctg]2x B Clgl e
2]/» V2x " J2xsin)/8x
B8, tV L1/Z o)/
Fa i 9. smx' 70. o actg &
; ; . 4ctg2x
71. sin2x(3— 4sin2x). 72. 2sin2x. 73. — sing2x° 74.. " sig®x.
1 3sinx 3cos
[ ANl N | | T B e btiauc EA L e 0
cos'x (2-Fcosx)? * " (2sinx—1)?° Avees
: 2 2
“sing, /0. 20080, 500 81w & B
z smx—}—cosx-]—x. s Shn
x
cosy 9
8., — ——. 84. . sin(30° 2
V2eom g 85. sin(30°+-2x). 86. e*x2
1 14-x2—4xt :
87. R T < e e s D 88. i, i i ineé i1
Vi T 89. Jei rodiklinés funkcijos

pagrindas yra kintamasis dydis, tai reikia imti pirma logaritmas,
o paskui iSvestiné. Tegu y—x*. Logaritmuodami, turime lgyy—

=xlg.x. Imdami dabar abiejy daliy iSvestines, turime 24 =1-
3y :

+lgex, 8 kur y’'=y(1+lg.x)=x"(14-lg.x). 90. 2x%(1-H1gex).

2x
91 2.(f) (1 ui‘). ' SN o iad
5 +g2 = 3. sin)/x. 94. ey
1
95. m 2 96. x’”“le“"2(m—-—2x2).

97, (3x2 5x-1)% (42x3-77x2—67x— 27)

2)F3x+1

98, (Qx—xﬂ)a«-—l[?!l_g’g_(%’;_l)

1

—{'*1 QX— 2 3]. 99. b e = )
g2x—x?) P

ST

4 1
100. i. 101. arctgx. 102. .—(——v——l 33.arcsinx).
i g 3x ]/1——x2 g
2 A LT
103. ﬂx”-x_z 104. Jao—x%. 105. Jx’—a’. 106. 16x7—70x5—

—6x5+20x%}-208x%—33x2410x—25. 107. 10es"**cos2x.

§ 54.
1. min.=2, kai x=—1. 2. min.=—4}, kai x=—14. 3.
min.=— }, kai x=3. 4. maks.=3}, kai x=—% 5. maks.—=
=67, kai x=%, min.=3%, kai x=— 4. 6. min.—=—}, kai x=4.

6

7. maks.—4L, kai x=3%. 8. maks.=|6, kai x=' 5 min.=

:Kgq, kai x::—]/3—6. 9. min—=-—-53, kai x=— 4. 10. Neturi
nei maksimumo, nei minimumo. 11. maks.=15, kai x=—1,
min.=7, kai x=1. 12. maks.=14{, kai x=—2, min.=3%, kai

s N 1 Ly e ‘
x__2. 13. mm._—35ﬂ, kai X=1g- 14. maks.=21}, Kkai
12

w=22 | 157 min.==8, “kai x=—=-1." 16, mm—~113, kai X=13:

17. maks.=—40%, kai x=%. 18. maks.=5, kai x=0. 19. maks.=
=7, kai x=2. 20. maks.=}]/17, kai x=2}. 21. maks.=—§,
kai x=—1, min.=%, kai x=1. 22, maks.—=—>5, kai x=0. 23,
Néra nei maks., nei min. 24. maks.:?(4——]/T5), kai x=—4-
+J15, min, —2(4+VE kai x=—4—J/15. 25. min.=0, Kai
x=0. 26. maks__124, kai x=12. 27. min.=2, kai x=0.
28. min.=2, kai x=1. 29. min.=$, kai x=}. 30. maks =1,

o el 2
b 05 a6 81 male B ab), e

2 2 2
AR e min.=(a+b) i =, 32 - maks, =28 4+ 1,
a a :
kai x—=a—1. 33. maks.=}, kai x:(4n+l)%, min.—=—14, kai
x:(4n—}—3)£, kur n yra bet kuris sveikasis skaiCius. 34.

maks.—=—2, kai x=(4n+3)%, min.=2, kai x:(4n+1)% kur 7



£ s

yra bet kuris sveikasis skaitius. 37. 3J/2 ir 3)/2. 38. Lygia-
Sonis. 39. LygiaSonis, kurio Perimetras lygus 32 m. 40. Ly-

giaSonis su aukstine %actg%. 42,760 ir'75% . 48, 10, 4.

r’(3-F2]/2). 4s. LygiaSonis, jo perimetras lygus 4(3-+2)2). 46.
Kvadratas. 47. Kvadratas. 48. Kvadratas. 49.: 81 vir' 81, 50,
lZambinés vidurys. 51, Virgutine staCiakampio krastine dalo

trikampio auksting pusiau. 52. Sumos maks. yra r(14]/5). 53.
4
Kvadratas. 54. Lygiakrastis, jo krastine yra 2]/%32. 556. Ly-
giakrastis. 56. Tiris =4m/%)/3, pagrindo spindulys =:47]/6. 57.
3 6

e 20 . . 2
2mr®. 58. Aukstine — - Pagrindo spindulys = o7 - 59.
3 ) 6 REYAL
2
Aukstine :l/f;_v, pagrindo spindulys :V% 60. 2ixms°, 61,

4
Pagrindo spindulys — s ukstine = o k S
g p y _'I/;W’ aukstine = 373 kur s yra Sony

pavirSius.
§ 61.
L y=342]2. 2. y—x=0, ylx—0. 4. 900, 5 x4
—+2y=1.
§ 73.
X8 1 1
1. ?‘}—C. 2. —BF—**C. 3. —27+C

4. 3 . 5
4. xx+C. 5 4x¥C 6. 3)PtcC 7. $)/x4-C. 8.
3 .
3x)x*}-C. 9. —LQJFC. 10. 2x4-3x2— 4x34 C,
X :
1. garctgx4-C. 12, —e—=IC. 13. 2Jx— $x)/x4 $x?)/xt-C.

S b.r b2x3
14, 3xlr—xt sx/x-C. 15, a2r—abs? iy o

2y .. 23
16, — —x——}—b~x—}~ 2acx — 2ablg.x— bcx + e +C,

gyt

SRRy B Rt R x0+1
17 %Vx2_7xl/x+5xvx2— -I—SXQVX—l—C. 18. E:*—_l —|— algex—|—
L 2( a-+C. 20. —lg.(a—x)-C.
e 1g2a+ i O 18, 2(x+a))xFa+

20 o p.(1-bx)C. 22, %[(x—l—l)]/xtl—}-x]/}]—{—c.

1 ALY %8
i — I.C. 24. 1g}J4F354-C.
s (1—2x))1—2x T

25. — farctg2—5x)4-C. 26. —lgwcosx+C. 27. —|I—x*+C.

28. xarcsine-|-J/T—x®4-C. 29. $lg.(1+x»)+C. 30. xarctgx —
1 x> .

— Hg(14-x34-C. 31. Q—Earctg‘?—l—c 32. je¥ .+ C. 33.

1

Isin®x+C. 34. I1sin‘x+C. 35. —m—i—C.
I
36. — }(3—sinx)>4-C. 37. g——4—sm2(x+a)—|—c

1 7
38. lg|tgx+C. 39. 3x—8lg/(x+5)-+C. 40. §x3—§x2 -}~

, A
Lot Zg el n4C 4L Z 4 ligBe0)LC.

2. 2Efe 4 Qg @ C

1 1 s
Mo wHLC. 44, lg(atbx®) - C. 45. 6, 2.
8. le)(aerx) + opgelatbx?) +

1 2 T T
46. l+1g32. 47. e—1. 48. 5——%0— 49. 3. 50. Z:l'
h
e e % 53. fm. 54. et 55. o(mh-+2n). 56.

201/30
12. 57. 12. 58. m?g.3. 59. {.,V,—
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Turinys.

I. Apie ribas.

Pastovieji ir kintamieji dydZiai : - . A
Begalinés maZybés ; d ; ; § .
Begalines didybés .

Begaliniy maZybiy veiksmai

Begaliniy mazybiy eiles . :

Ribos . 5 b ’ “ :
Pagrindiniai riby deésniai . - ; .
Sumos riba - . : 5 .
Skirtumo riba : 2 d s

Sandaugos riba : . 3 .

Dalmens riba s A . . 5 .
Riby metodas 3 3 : : . .
Apskritimo ilgumas : . 5

Rutulio tiiris

sinx o
Santykio i riba, kai x artéja nuliui

1\»
Reiskinio (1—}-—’7) riba, kai n be galo didé¢ja . ’
Naturaliniai logaritmai. Péréjimas nuo vienos logaritmy sistemos
prie kitos . . - 6 . . : .
Pavyzdziai . . : 3 : 5 .

II. Apie funkcijas.

Argumentas ir funkcija . .

Atskirosios funkcijy reik¥mes . . : . ;
Funkcijy lytys . o . . : ’
Funkcijy netrukumas . .

Pagrindinés netrukiosios funkcijos ypatybés
Funkcija a* ; . : :

Geometrinis funkcijy vaizdavimas . 5
PavyzdZiai . . % : : 3 .

18

21
23

24
25
25
27
29
30
32
35



79
79
80
82
83
84
87
88

e J0R 52
§ 65. Funkcljy integravimo bida
: g s 66. Integravimas skaidymu
1II. Diferencialiné skaiCiuoteé. g o Integrmmas ea hntarjo. fvedhin
§ 27. I8vestiné funkcija . . 4 . ' 35 § 68. Integravimas dalimis
§ 28. Geometriné iSvestinés reik¥me 37 § 69. Geometrine integralo reik§me
§ 29. Mechanine i¥vestines reik¥me 38 § 70. ApibreZtinio integralo savoka
§ 30. Funkcijos diferencialas . . . . : 39 § 71. ApibreZtinis integralas kaip sumos riba
§ 31. Pastoviosios tiekybés dxferencxawmas A ¢ : X 40 § 72. Ploty skaitiavimo pavyzdZiai
§ 32. Funkcijy sumos ir skirtumo diferenciavimas . i . 40 § 73. Pavyzdziai . 4 % 3
§ 33. Funkcijy sandaugos diferenciavimas 5 5 . : 41 : Atsakymai . . y ; . .
§ 34. Funkcijy dalmens diferenciavimas X " : - 43
§ 35. Laipsnio i¥vestine . £ ‘ . . R 43
§ 36. Rodiklines funkcijos iSvestine . 3 . X ; 44
§ 37. Logaritmo iSvesiine . 4 < < 4 45
§ 38. Tiesioginiy trigonometriniy funkcijy livestines A & a 46
§ 39. Sudetines funkcijos ir jy diferenciavimas . s t 47
§ 4o0. Lanpsmo iSvestiné bendruoju atveju v A - . 49
§ 41. Saknies idvestine . s 5 : : 4 49
§ 42. Atvirkstiniy funkcijy diferencnavimas s . . z 51
§ 43. Atvirkstiniy trigonometriniy funkcijy iSvestinés . £ . 52
§ 44. Pagrindiniy diferencialinés skaiiuotés formuly lentele . 5 54
§ 45. Pavyzdziai . : : ; 3 / : \ 54
IV. Funkcijy kitimo tyrimas. '
§ 46. Funkcijy didéjimas ir maZé¢jimas . g ] : 3 57
§ 47. Rollio teorema : . : . : 59
§ 48. Geometrinis Rollio teoremos valzdavxmas X 5 3 60
§ 49. LiagranZo teorema - 5 . 61
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§ 57. Normale . . A / : A 72
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aisku
rodykline
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brez.
(10x—3--5
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