o r——

|
I

[ e

AAAAAA N
/

DR. A. JUSKA

MATEMATINES
ANALIZES PAGRINDA]

ANALITINES GEOMETRIJOS, DIFERENCIALINIO IR INTE-
GRALINIO SKAICIAVIMO VADOVELIS
AUKSTESNIA JAI MOK YKLAI

Svietimo Ministerijos Knygy ir Mokslo

priemoniy Tikrinimo Komisijos prinaZintas

tinkamu vadovéliu auks$tesniajai mokyklai,
(Protokolas Nr. 449).

j,B# 2% T;.—‘\)
oteka 182

SAKALO BENDROVES LEIDINYS



~

517 (075)

I$spausdinta 2200 egz.

versitetas

s \Ialr
X W R

;..‘_L'LWEP' UUA;J\,
) / ufw&dn

P
iny amamman SRS

W\ 5@

Akc. ,,Zaibo* B-v és sp. Kaune, Duonelaiéio g-vé 24.

1934 m.

e L

e

AUTORIAUS ZODIS

Paskutiniais aukstesniojo mokslo metais einami vadina-
mosios aukstosios matematikos mokslo pagrindai. Daugelis
eina lygiagrediai analitinés geometrijos ir diferencialinio su
integraliniu skai¢iavimo kursus, vieno daviniy nepanaudodami
antram. Nedaug laiko teturint, tuo blidu sunku suspéti tinka-
mai susipaZinti su tais kursais. Mums todél rodosi, kad geriau
eiti iSvien visi paskutiniy mety matematikos dalykai, vienos
Sakos rezultatus panaudojant kitoms. Tuo metodu ir paraSytas
sis vadovélis. Be to, turéta galvoje, kad daugumas moksleiviy

' néra matematikos studentai, todél matematikas galés vietomis

vadovélyje pasigesti jam jprasto matematinio grieztumo, bet
uz tat nejpratusiy jauny skaitytojy jis neturéty atbaidyti.

Sekdami savo profesorium ir Zinomy tos pacios srities
akademiniy vadoveéliy autorium Courantu, integralinio skaicia-
vimo kursa, pradéjome apibréztiniu integralu, nes taip daug
vaizdZiau. Matematikos mokytojas ras ir daugiau ka-ne-kg, jam
nevisai jprasta. Reikia taéiau atsiminti, kad ir matematika ne-
ra nekintama. Siaip vadovélis' su mokykly programomis su-
derintas.

Vadovélyje yra apsCiai ir uzdaviniy: Jie butini — skaito-
majam kursui tinkamiau suprasti ir jsisgmoninti. Kas noreés
labiau jsigilinti j Sitas matematikos Sakas, galés pasinaudoti
Gailevi¢iaus ir kity u¥davinynais. Jy, Zinoma, privalés ypaé
mokytojas.

Apskritai, vadovélis gana konspektiSkas. Bet vis délto Siais
laikais, kada grafiSkas metodas algebroje ir kitur imamas jau
gana anksti vartoti, vadovélio trumpumas, rodosi, negalés Zy-
miai veikti jo aiSkumo ir elementarumo. Atrodo, kad jis turety
biiti prieinamas ir be mokytojo pagalbos, o daugumas besimo-
kanciy dar ir ja turés.

Vadovélio terminologija maza tesiskiria nuo jprastinés. Sg-
moningai atsisakéme nuo nevykusio ,begalinés mazybés" ir ju
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analizés termino. Vartojame kilmei artimesnius terminus: ko-
ordinata, abscisa, diskriminata — vietoj ,koordinatés® ir p.,
Zalia tiesés, kreiveés, elipsés, tangentes, asimptotés. Prie lotynis-
ky Zodziy lietuviS$ka galiine segéme stadiai prie Saknies, todél
gavome ekstremus vietoj ekstremumuy.

Baigiant malonu padékoti Svietimo Ministerijos recenzen-
tui uZ vertingas pastabas, Zymial patobulinusias §j dalyka, vi-
cedir. J. Kutrai, ziaréjusiam kalbos, inZ. Pr. Drasudiui uz bre-
%inius, ,,Sakalo“ bendrovei, maloniai sutikusiai dar §] sezong
tinkamai jj iSleisti, ir kitiems, Siuo ar kitu padéjusiems.

Vadovélis yra miisy darbo BirZzy gimnazijoj vaisius. Jai
dél to ji ir aukojame.

A. Juska

Kaunas, 1934 m. rugpifitis.
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I SKYRIUS

Koordinaty sistema. Tiesés lygtys.

§ 1. TIESES TASKAI IR SKAICIAL

Tasko vieta tieséje gali biiti pazymeéta tam tikru skaidiu.
Sakysim, turime tiese MN ir jos taSka O (1 bréz.). Be to, tu-
rime ilgio vieneta tai tiesei matuoti. Atidéliodami ilgio vieneta
arba jo dalis tieséje nuo taSko O, galime prieiti bet kurj tiesés
: taska, esantj deSinéje ar-
A ba kairéje nuo O. Pav,

MG B 0 A N taskas 4 stovi uz 3,6 vie-

nety i deSine nuo O, tas-

kas B — uz 2 vienety i

kaire nuo O. Taigi, skaiius, kurs parodo tasko nuotoli nuo

pasirinktojo pradZios tasko, viena prasme paZzymi jo vieta tie-

séje. Tas nuotolis vadinamas taSko abscisa. Neaiskumui

iSvengti nuotolis i deSine nuo pradzios taSko laikomas téigiamu,
i kaire — neigiamu.

Galime pasielgti ir atvirk§¢iai: turédami kuri nors, teigia-
ma ar neigiama, skaiiy, galime rasti tieséje ta skaiCiy atitin-
kantj taSka. Pav., tame paliame bréziny skaiciy —4,2 atitinka
taskas C.

Tuo biidu galime visus skai¢ius nuo — oo ligi + o geomet-
riskai iSreik$ti tasky eile tieséje, juos, tarsi, atvaizduoti, ir
atvirksiai: eile tasky, stovinéiy vienoje tieséje, galime iSreiks-
ti skaiiy eile. Situo skaidiy ir taSky tarpusa-
vio sarySiu kaip tik ir remiasi analitiné geo-

1 brez.

metrija.

Uzdaviniai: 1. Laisvai pasirinkus tiesés pradzios taSka ir

vieneto ilgi, reikia rasti taSkai, kuriy abscisos yra O0; —_; V2.
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2. Duotas taskas A4, kurio abscisa a; reikia rasti taskai,
: R
kuriy abscisos — 24;Vq; l_4‘i

3. Rasti taskai, kuriy abscisos yra Saknys lyg€iy: 2x —3=o0;
2x21 5x+2—0; x°+4x—3—0.

§ 2. TIESES ATKARPU ILGUMAS.

Turédami dviejy tiesés taSky abscisas, kitaip tariant, ty
tasky nuotolius nuo to paties duotojo pradzios tasko, galime
iSreiksti atkarpos ilguma ty dviejy abscisy skirtumu. Tegu taSko
A abscisa yra lygi x;, taSko B abscisa x;. Tada atkarpa AB gali

buiti iSreiksta skaiCiu

X, — x;. PanaSiai kaip

: - nuotolis nuo pradzios

tj—x‘—T;L—J taSko O matuojamas i

2 bréz. abidvi puses, gali biiti

ir atkarpa iSmatuota

dviem linkmém, sakysim, atkarpa AB nuo A ligi B ir nuc B

ligi A. Ir ¢ia pirmaja linkme vadinsime teigiamaja, antrg-

ja — neigiamaja. Pirmojo brézinio BA atkarpos ilgumas yra

3,6—(—2)—5,6 ir atkarpos AB ilgumas: —2—3,6——5,6. IS pa-

Zymeéto aiSku, kad visada vienodo absoliutinio ilgumo prieSingos
linkmés atkarpy suma lygi nuliui:
AB-+}+BA=O0.

M 0 R

e !

Uzdaviniai: 4. Koks atkarpos ilgumas, jei jos galiniy tas-
ky abscisos § ir 1? Koks atkarpos AB Zenklas?

5. Rasti atkarpos P;P, ilgumas, jei atitinkamos abscisos yra: '

2 ir. 5; —3 ir 0;5; — 1 ir 0,2.
6. Irodyti, kad atkarpos P;P, vidurio abscisa yra lygi i_g =

kai x; ir x» yra tasky P; ir P, abscisos.

§ 3. PAVIRSIAUS TASKU VIETOS REISKIMAS
SKAICIAIS.

Kaip taiko vieta tieséje gali biiti iSreikSta skaic¢iumi, Zy-
minéiu to tafko atstuma nuo duotojo tasko, taip taSko vieta
pavirSiuje gali biiti iSreikSta dviem skaiciais, Zymingéiais jo
atstuma nuo dvieju susikertan€iy linijy.

B

L1

-

Plokstumoje imame paprastai dvi statmeniSkai susikertan-
€ias tieses (daZniausiai horizontaline ir vertikaline) ir iSmatuo-
jame duotojo tasko nuo jy atstuma. Gaunamieji skaidiai vadi-
nami taSko koordinatomis. Horizontalioji tiesé vadinama ab s-
cisy, arba x-y, asimi, vertikalioji —ordinatu, arba y-k y,
asimi. Susikirtimo taskas vadinamas pradzios tasku. Atstu-
mas nuo ordina-
ty aSies yra va- e
dinamas  tasko
abscisa, o nuo
abscisy aSies — T 15
ordinata. Abs- : i
cisos dazniausiai -x +x
Zymimos X -ais,
ordinatos — y-
ais. Atstumai i
desSine ir auks-
tyn nuo asiy lai-
komi teigiamais,
i kaire ir Zemyn
—  neigiamais. 3 bréz.

Abscisy ir ordi-

naty aSys su juy susikirtimo tasku sudaro vadinama koordina-
ty sistema. Jei aSys statmeniSkos viena antrai, tai sistema
vadinama stadiakampe arba ortogonaline. Pirmutinis
émeé ja vartoti matematikos reikalams Cartesius*), todél sistema
vadinama dar kartezine.

3 brézinio tasSkas P; yra pasakytas koordinatomis x—3 ir
y =2,5; taSko P; koordinatos yra x —=—4 ir y — —2. Taska su
jo koordinatomis uZraSome trumpai taip: P;(3; 2,5); P2(-4; -2);
jei koordinatos pasakytos bendriniais algebros dydziais, tai daz-
niausiai jos raSomos: P;(x:; y;); pagaliau, jei koordinatos yra
nezinomos arba pasirinktinos, tai raSomos: P (x; y).

Matyti, kad kiekvienas plokStumos taikas
duo.toje koordinaty sistemoje turi savo ko-
ordinatas ir atvirk§¢iai: kiekviena duotg dve-
jeta skaiCiy atitinka tiktai vienas plok§tu-
mos taskas.

e &

$0

h ek

*) Pranciizy filosofas ir matematikas René Descartes (1596—1650),
lotyniSkai Renatus Cartesius.
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Kamuolio pavirSiuje yra jprasta koordinatos reiksti ne ilgio,
bet kampo vienetais. Zemes pavirSiuje, pavyzdziui, taSko vieta
pazymime jo kampiniu nuotoliu nuo pirmojo (Greenwich‘o) me-
ridiano ir nuo ekvatoriaus. Pagias koordinatas vadiname geo-
grafiniu ilgiu (atitinka x koordinata) ir plogiu (atitinka y ko-
ordinata).

Tagko vietai erdvéje pazymeti yra reikalingi trys skaiéiai,
tariant, jo trys koordinatos. Pav., klaséje kabancios lempos
centro vieta gali biiti pazyméta jo huotoliu nuo dviejy kambario
sieny ir nuo grindy. Koordinaty sistema galéty atstoti trisie-
nio kampo prie grindy (arba ir prie luby) briaunos; isilgai kam-
bario einand&ioji galéty biiti x -y asimi, skersai kambario — y -4
ir vertikaliné — z - g asimi.

Sitame vadovély daugiausia kalbésime tik apie plokStumos
tatkus, linijas ir i8 linijy sudarytas figiiras.

Usdaviniai: 7. Pasirinkes koordinaty sistema ir ilgio viene-
ta, surask bréziny taskus, kuriy koordinatos Sios: (2;3); (-2;0,5) 5
(Y2 ir VP.

8. Kuriomis koordinatomis yra iSreidkiami koordinaty siste-

mos pradzios ir aiy taSkai?

9. Kurioj vietoj yra taSkai: (a; b); (-a; b); (-a; -b); (a-b)?

10. Koks yra sarysis tarp koordinaty tasky, kurie stovi vie-

noje ar antroje koordinaty sistemos pusiaukampinéje?

§ 4. BENDRINES TIESES LYGTYS.

Ortogonalinéje koordinaty sistemoje (4 bréz.) bréziame ku-
ria nors tiesig linija per koordinaty sistemos pradzia O. Kampa,
kuri sudaro tiesé su teigiamaja x - y aSimi, vadinsime tiesés link-
meés kampu ir pazymésime a. Isbréztoje tieséje yra be galo daug
tasky, kuriy kiekvienas turi savo abscisa ir ordinata. Zitirésime,
koks yra rySys tarp abscisy ir ordinaty tasky, gulinéiy vienoj ir
toj pacioj tieséj. Tuo reikalu imame tieséje keleta bet kuriy
tasky Ay, A2, A3, A4, A;. Nuleide statmenis nuo ty taSky ant x-u
aSies, gausime eile panaSiy trikampiy, kuriy statiniai kaip tik
yra tasky koordinatos. I trigonometrijos Zinome, kad

L 7
e

MSE ST i
V1= x; tga;
o= xstga; . A,
Y3=X3tga; A
2
y4=X4tga
b R ﬂj

Apskritai imdami, galé-
sime paraSyti, kad bet
kurio tos tiesés taSko 0
koordinatos yra tarp sa- :
ves sujungtos lygtimis: g

y = xtga 1) g

e ——— | 2
Duotos tiesés tga yra
pastovus. Ji paZymeési-
me raide m. Tada lyg-
tys (1) bus Sio pavidalo:

¥.=mx 2)

vy
Pl S e

O —————=

P e T SR o )
Iy e

P
»1'1

4 bréz.

’Fos lygtys rodo sarySj tarp tiesés taSky ordinaty ir abscisy.
Zinodami kurio nors tasko abscisa, galime iS§ lygciy rasti ordi--
nata ir atvirks¢iai. Lygtys, kurios parod; kurios
nors linijos taSkuy koordinaty tarpusavi sq;
r.yEi, vadinamos tos linijos lygtimis. Jas ten-
k.ma tik tos linijos taSky koordinatos. Vadinasi, y—=mx jyra
tiesés, einancdios per koordinaty pradzia ir turincios linkmeés
kampa o (tga=m), lygtys. Jei kitos kurios tiesés linkmés kam--

pas yra B ir jei tgB=p, tai tos tiesés lygtys yra:

y=rpa.

T1.esés lygtis patenkina visy tos tiesés tasky koordinatos. Jei
pa1mt}1me kuri nors taska, esantj Salia pirmosios tiesés, tai jo
koordinatos, jstatytos i lygtis y = mx, jy netenkintu.

.Dabar imsime tiese MN (5 bréz.), einancig kuria nors link-
mfe ir kertanc¢ia ordinaty a$j ne koordinaty sistemos pradzioje.
Tiesés 'linkmés kampa vél paZymésime «, o atkarpg OK, kuria at-
kerta ’.c1esé ordinaty asyje, pazymésime raide n. ISvede per ta:ékq
leyg'lagretg su x asimi ir nuleide statmenis i§ tiesés tasky i x
a.sl, v'el gautume eile staciy panaSiy trikampiy, i§ kuriy iébréé&fas
tik vienas AKL. Pazyméje tasSko A koordinatas x; ir y;, mato-
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‘me, kad trikampio AKL statinis KL lygus x; ir statinis AL ly-
gus yi—1. Toliau matome, kad y; —n= X1 .tga.

I& brézinio matyti, kad kiekvieno kito tiesés tasko koordi-
natos (xs2; y2); (X35 ¥s) tenkina lygtis:
y—n=x.tga;
y=x.tga+| n;
y = mx | n. 3)

Taigi lygtys y=mx-+1n
yra tos tiesés lygtys.
Kitos kurios tieses
lygtys gali skirtis nuo siy
X tiktai savo linkmés kampo
tangentu ir atkarpa, kuria
‘ji atkerta ordinaty asyje.
Taigi, lyg€iy y=mx-+n
koeficientai m ir n, apskri-
tai, gali biiti bet kurie skai-
&iai. Tik duotoje tieséje jie yra pastoviis. Tuo tarpu x ir y visada
reiSkia bet kuriy tiesés tasky koordinatas. Jie kintami dydziai.
Lygtys y=mx+n vadinamos bendrinémis tie-
ges lygtimis.
Kai tose lygtyse n—0, tai jos virsta pirmiau rastomis lyg-
timis tiesés, einan&ios per koordinaty sistemos pradZzia. Kai
m— 0, tai a yra lygu 0 arba =, ir lygtys yra $io pavidalo:

i, )

Tai bus lygtys tiesés, einancios lygiagreciai su x asimi ir kertan-
ios ordinaty aSyje atkarpg n. Tokios tiesés ordinatos yra pa-
stovios ir nepareina nuo abscisy. Analogiskai

= = (5

yra lygtys tiesés, einancios lygiagrediai su y aSimi ir kertancios
x aSyje atkarpa L
Pagaliau, paliy sistemos asiy lygtys gali buiti paraSytos
y =0, x aSies, ir x =0, y aSies. :
Bendrinés tiesés lygtys gali biiti paraSytos dar bendresnio
pavidalo pirmojo laipsnio lygtimis su dviem kintamaisiais:

ax + by + ¢ =0. (6)

5 brez.

L | el

IS tikryjy, parase tas lygtis forma

matome koeficienty a, b, ¢ reikSme, bﬁtent,_g =tge ir —% =1,

IS ¢ia matome, kad pirmojo laipsnio lyg¢iy su dviem kintamai-
siais koeficientai apibfidina tiesés vieta ir linkme koordinaty sis-

temoje. Santykis—% = m dar vadinamas tiesés kampiniu

koefici entu Atkreipsim akj j tai, kad tos lygtys nenu-

stoja savo prasmeés ir tada, kai b=0, vadinasi, kai —% ir —ZC
lygu — o, nes tuo atveju bendrinés lygtys gali biiti parasytos
taip:
ax 4 c=0;
c

X=— .
a

O Sitos lygtys reiSkia tiese, kuri statmeniskai atkerta atkarpa

= ﬁ abscisy asyje.
Irode, kad tiesés lygtys gali biiti paraSytos pavidalu

y=—mx-+n
arba

ax + by + c=0,

lengvai galime dar jsitikinti, kad ir atvirkséiai, kiekvienos pir-
mojo laipsnio lygtys su dviem kintamaisiais geometriskai reis-
kia tiese. Pavyzdziui, lygtys

4x — 2y — 6 =0

reiSkia tiese, kurios kampinis koeficientas yra 2 ir kuri kerta or-
dinaty aSyje atkarpa — 3. IS tikryjy tai lengva bus pamatyti,
kai duotasias lygtis paraSysime bendriniy tiesés lyg¢iy pavidalu:

—2y=——4x -} 6;
y—=—2x—3.

ISsiaiSkinti, ar duotas kuris nors taskas A(x;; y;) yra duotoje

tieséje ar ne, galime, jstatydami jo koordinatas i tiesés lygtis:
jei koordinatos tenkina lygtis, tai taSkas yra tieséje, jei ne —
tai yra Salia jos. Pav., taskas A(1l; 1) yra tieséje y = 2x—1,

nes 1=2.1—1, o B(2; —3) yra Salia jos, nes —3-F2.1—1.
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Uzdaviniai: 11. Ar stovi taskai (2;—3); (—1; —4); (—2;7)3
(12; 2) tieséje x —5y=2? )

12. Kuri i§ tiesiy 5x+ 3y + 1= 0; 2x |+ 3y =0;)4x — 35y -
- 2 =0 eina per koordinaty pradzia? e

13. Parasyti lygtys tieseés, kurios linkmeés kampas «=30° ir
kuri kerta y aSyje atkarpa 1 — —4,5.

14. Katra asj perkerta tieseés 2% — 3 ir 3x + 2 =0. Rasti su-
sikirtimo tasky koordinatos.

15. Rasti linkmés kampas tiesés 7x + 11ly—3=0.

16. Rasti kampas, kurj sudaro tiese 5x—3y+7=0 suy
asimi. v

17. Sudaryti lygtys tiesiu, kurios kerta ordinaty aSyje at-
karpa — 5. ’

§ 5. KITI TIESES LYGCIU PAVIDALAL

Pirmiausia rasime lygtis tiesés, kuri kerta x aSyje atkarpa a
ir y aSyje atkarpa p. IS Sedto brézinio matyti, kad
b—a. tg(180°—a)=——atga;

taigi tga—— o~ Tad ied
komosios tiesés lygtis ga-
lime paraSyti taip:
b
i =T ; X + b

Padale visus lyg¢ciy narius
i§ b ir perkéle x nari i kai-
re pusg, gauname

e o

6 brez.

Sios tiesés lygtys yra vadinamos aginémis. Atvirks¢iai, noréda-
mi rasti, kokias atkarpas kerta tiesé koordinaty asyse, turime jos

lygtis para§yti (7) lygéiy pavidalu. Pav, 3x + { —4, kerta x
asyje atkarpg = § ir y asyje atkarpa —8, nes tos lygtys yra pa-
u M T

5 + § —1.

3

raSomos taip:

~—

L

} — 13 —

Jei mums biity duotas tiesés atstumas nuo koordinaty pra-

? . dz??s 1 ir kampas ¢, kurj statmuo ! sudaro su x asimi (Ziir. 6
bréz.), tai tiesés lygtis gautume Sitaip:

“ ) y=mx-+n
s LS
y—cosa'x_i_n’. o = 90°+¢;
AR
__sin (90°+- ¢)
‘e‘ y 005(900+(P).X+n,
3 cos ¢
b " -sing Aok,
l xcosp~+ysin g—nsing=0; [=nsing;
? xcoso+ysing—1=0 (8
Sitos tiesés lygtys vadinamos normalinémis. Jos atsi-

mmtlflos dél savo artimo rySio su iSskaiciavimu tasko atstumo
nuo tiesés (ziar. § 7). ;

: ]eig1.1 tiesé y=— mx - n eina per taSka Pi(x;; yi1), tai, istate
_ jo koordinatas j lygtis, turime gauti lygybe
y1i=—1mx; + n.

Atix'nsivme panariui ta lygybe iS tiesés lygciy; jos dél to paliks ty
J‘« ?acu;_ s.akr'u; lygtys. Nuo buvusiyjy jos taciau skirsis tuo, kad
jas biitinai tenkins taSko P; koordinatos. Uz tat tos lygtys

©

y—y1=m(x — %) 9)

y i SREE 3 :
}' vad.lnamos lygtimis tiesés, einancios per duo-
taji taska Pi(x:; y1).

Sak.ysime, kad 4 brézinio tiesé A; A; eina per taskus A. ir
éz, kurlq_koordinatos tebfinie (x1; y1), (%25 y2). Tiesés, einan-
Cios per taska 4., lygtys yra:

y—y1=m(x —x;)
ir per taska A, —
Y_:Vz=m(X—X2).
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Bet i§ stataus trikampio OBAj; matyti, kad

m== tga=&
X3
arba
tga:y—l—&
X,— X,

Istate ta santykj i pirmasias ir antrasias lygtis, gauname
y—yi= yl Yz (X S Xl)

Ki—+

J"—Y2=1—_&(X—X2)-
X —Xz

1
Pagaliau, padale tas lygtis iS y, —y., gauname
Torgh e L X XY)

'yl‘_".VZ—_Xl—X"I Vi—Yy:  Xr—X» (10)

Kadangi Sios lygtys reiskia ta pacia tiesg ir kadangi jas biitinai
tenkina taSky A;(x1; y1) ir As(x.; y») koordinatos, tai jos va-
dinamos lygtimis tiesés,einancios per du duo-
tus taSkus. Pav., lygtys tiesés, kuri eina per tasSkus
Pl(? —2) ir"Ps (0 4) yra

—(—2) x—3
NS WS 5 Y

y+2 x—3

b 3

y+2x—4=0.

IS visy tiesés lygéiy pavidaly matyti, kad ties¢ apibiidina
du dydziais 1) linkmés kampas ir atkarpa, kurig atkerta tiesé
ordinaty asyje; 2) atkarpos, atkertamos tiesés abiejose aSyse;
3) nuotolis tiesés nuo koordinaty pradzios ir ta nuotol‘i reiskian-
¢io statmens linkmés kampas; 4) tiesés taSkas ir linkmeés kam-
pas; 5) du tiesés taskai. Kai duota vienas kuris ty dydziy dve-
jetas, tai galima paradyti atitinkamos lygtys ir reikale i§ ju
iSvesti kitoki tos pacios tiesés lygéiy pavidalai. Arba, kai duo-
tos lygtys, tai gali biiti surasti tie tiese apibidinantieji dvejetai.

*) 8Siose, kaip ir visose, proporcuose nariai gali buti tam tikru
biidu sukeisti vietomis. Todél Eios lygtys daZnai dar raSomos taip:

y—y' Xy— X3

X—X%3 Y=V

 pazyméje dar ie§komaji

D et

Uzdaviniai: 18. Rasti tiese 2x—3y =35 apibiidinantieji
dvejetai.

19. ParaSyti lygtys tiesés, kuri eina per taska M (—0,5;—0 3)
ir kerta ordinaty aSyje atkarpg = 1,5.

20. ParaSyti lygtys tiesés, einancios per taskus A (4; —2)
ir B(—4; 4) ir, be to, rasti tos tiesés kampinis koeficientas ir
atkarpos, kurias kerta tiesé koordinaty aSyse.

21. Irodyti, kad tiesés

ax +by+c=0
; c

nuotolis nuo koordinaty pradzios [ = ———=——- ir kampog,
b 2 2
) Va*+b
kuri sudaro tas nuotolio statmuo su teigiamaja x-sy aSimi,
B b
CoS © — — Ir S p=—F—"
i T Var-b?

§ 6. TIESUS DVIEJU TASKU ATSTUMAS NUO VIENAS
ANTRO.

Koordinaty sistemoje turime du taikus: Pi(x13y1) ir
Py(x2; y2). Ju atstuma vienas nuo antro galima rasti i$ stataus
trikampio P1P3P5. Turime
P P,= Vﬁlpgzﬁ:p?
Kadangi P1Pz=x>—x; in
P2P3=y2—yl ir, be to,

atstumag raide d, gausi-
me:
—V (—x)’+ (P —y)* (1) | I

Sudarant koordinaty skir-

tumus, yra vis viena, ku- l 2
rio tasko koordinatas im- " ST

sime pirma, nes tie skir- X2 <
tumai keliami kvadratan. 7 bréz.

Saknis gali biiti be Zenk-

lo, kai kalbame apie absoliutini dviejy tasky atstuma, bet gali-
me déti pliuso Zenkla, kalbédami apie atstumo atkarpos ilgj
viena linkme, ir minuso Zenkla — prieSinga linkme.
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Ujdaviniai: 22. Rasti tasky M(3;—5) ir N(8;7) atstumas
‘vienas nuo antro. e s
23. Rasti atstumai: 1) tasky A(-—1,4)v11r g((:',?), nu())
A(a+b; c+d) ir B(@—b; c—d); 3) tasko P(3;
; S i dzios.
koordinaty sistemos pra i E
24. Rasti, skaidiuojant ir bréZiant, atkarpos vidurio koordi
natos, jei galy koordinatos yra (5; 7) 1'rv(_5; -—3).. TS
; 25. Zinant tris stadiakampainio virSines (4;3);(7;
(5;—4), rasti ketvirtoji.

§ 7. TASKO ATSTUMAS NUO TIESES.

Turime (8 bréz.) taSka P(x1;y1) ir t:s?kil:llNr ;c:irma:;;l:é
lygéiy pavidalo xcos ¢+ ysin ¢—I=0. ei
atstumas d nuo tieses.
Kaip matyti i§ 8 bréZi-
nio, atstumas
d= OL—O0S,

nes LP yra lygiagreté
su MN. Nuleide statme-
nj PQ, i§vesime dar tiese
QU | MN. Tada
d—=O0U 4+ UL —OS,

OU rasime i§ stacio tri-

kampio OUQ.
== X1CO0S « ! ] v :
T l’auo UUL —1\(1; Tad i statiojo trikampio PVQ turime
ol1 = 3

PV=y,; sino, . :
kampo PQV kraStinés yra atitinkamai statmenosl'su ka;r;;:l
A i i ¥
T<:>eskra§tinémis. Turédami galvoje, kad OS =1, pagalia

(12)

8 breéz.

name X
d = xic08¢ 4 yising— I

< &j U utume
Paéme taska P antroje tiesés puséje tuo pat buduv ga
‘ d——(x:co8y+yising—1). 7
Jei tiesé biity buvus duota lygtimis

ax-+by+c=o,

>4

S ke

tai, remiantis 21 uzdavinio irodymu, atstumas

ax; + by, + ¢
d=rsmrb
+ Va4 b2
Vadinasi, atstumo Zenklas pareina nuo to, kurioje tiesés puséje
yra taskas. Abiejy reiSkiniy deSinioji pusé skiriasi nuo pacios
tiesés lygciy kairiosios puseés tik tuo, kad vietoj tieses bendryjy
koordinaty x, y Siame reiSkinyje turime tasko P koordinatas x;y;.
Vienintelé salyga, kad taskas P(xs; y,5) stovety tieséje, yra
kad jo 3
N d=x,c0s ¢ | y,sin © —I=0.

Kadangi visi tiesés tagkai privalo Sitos ypatybes, tai galime gau-
ti ir Situo biidu tiesés lygtis

XCOs p +ysin o —/—0.

IS viso to aisku, kuo ypatingos yra Sitos tiesés lygtys ,,normali-
némis* vadinamos. '

UZdaviniai: 26. Duota tieseés ] — 2, cosy = 0,8, sing =—0,6.
Koks tasko P(—3; 5) atstumas nuo tos tieses?

27. Ar stovi taskai (15 1); (—2; 6); (3; —2) 26 uzdavinio
tieséje? Kuriuose taskuose kerta toji tiesé koordinaty agis?

28. Rasti dviejy lygiagreciy atstumas nuo viena antros: 1)
y=9x—1 ir y—0x17; 2)3x+4-2p—5—0 ir 6x44y--7—0.

29. Duota tiesé¢ 4y—3x—2. Parasyti lygtys tiesés, kuri ei-
na 3 vienety atstumu nuo jos.

§ 8. TIESIU SUSIKIRTIMAS.

Duotos dvi tieses Yy=mx-+4n ir y—ux+4y. Ty dviejy tiesiy
susikirtimo tasko koordinatos turi tenkinti abejas lygtis. Taigi

susikirtimo tasko koordinatas galime rasti, iSsprende tiesiy lyg-
iy sistema: ;

Yy=mx-l pn

T 2 iy,
Gausime

Veeeme TN, my—n
K= ir yI:Vy ¥
m— m—

Susikirtimo tagkas bus begalybéje, vadinasi, tiesés bus lygiagre-

- tés, kai trupmeny vardiklis

2. Analiz. pagr,
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m—p=0

b (13)

taigi, kai abiejy tiesiy linkmeés kamp;a; g(e;ra ]gqr g
ST B S e
Atvirksciai: dvi tie s.e ; 3
kampiniai koeficiental ly g ts. <
i ¢7). Pazymeje
Rasime susikirtusiyjy tiesiy kampa y (9 bréz) y:

i i je zi eometrijos
iesiy li és kampus «a ir f# ir pasinaudojg¢ zinoma g
i g : teorema, gauname

arba

tapgentai) lygus.
kai ju

—a—f3;
. tga —tgf
tgr—tg(e—R) = tgu tgp
arba:
m=w (14)

. grrtve=

Kada tiesés lygiagretés,
tada y—o, vadinasi, ir
m—py—o0. Vel gaunm&e
menis-

9 bréz.

is Z i tiesés stat
jau zinoma tiesiy lygiagretiSkumo zyme. Kai tiesés
kos, tai y=90° ir
=B ol
e +my -
1§ ¢&ia 14-mp=0, arba

RN (15)
R s v

S : St
Toks yra sarySis kampiniy koeficienty tiesiy, kurios yra vien
oks

antrai statmeniSkos. ; i
i —3x—9="0.
i i 2y—x—8=01ry e
avyzdys: Turime tieses o fhaar. Lo
o o g ti; lyggiy sistema, gauname tlesm.su.sﬂ«nrtlmo I
isspl;;'n aias %, ——2 ir y; — 3. Tiesiy susikirtimo kampo
oordin == %
gentas randamas i$ (14) formulés:
3—% 2.5

S S e e T

H 0
i§ &ia turime, kad y=45%

SSN—— S, ¥

Se i OLErY

Uzdaviniai: 30. Trikampio krastiniy lygtys yra:
x—5y=1; 2x-|3y—4; S5x—3y--2—0.
Reikia rasti to trikampio virSiiniy koordinatos.
31. Ar eina tiesé x—3y—7—0 per tiesiy 2y—3x—8 ir 4x—
— 7y =1 susikirtimo taska?

32. Rasti tiesy 6x—7y+45=0 ir 7y

=4 4 6x susikirtimo
taSkas. IStirti rezultatas.

33. Rasti kampai trikampio, kurio virSliniy koordinatos
yra §ios: (2; 5); (—1; 4)5r(352).

34.. Irodyti, kad trikampio, kurio vir§iiniy koordinatos yra
(%15 y1), (%23 y2), (x3; ys), aukstiniy lygtys yra Sios:

(X2—x3) (x—%1)+(ya—ys) (y—y1)=0,
(Xs—x1) (x—%2)+ (ys—y1) (y—y2)=0,
(1r—x2) (x—%3)+(y1—y2) (y—ys)=0.

35. Rasti lygtys dviejy tiesiy, kurios eina per taska (3;
—>5) ir kerta tiese 7x+2y—4—0 kampu 45°,

36. Dvi tiesés eina per koordinaty sistemos pradzios tas-
ka. Ju kampiniy koeficienty sandauga lygi 1.
tarpusavio bukle?

37. ParaSyti lygtys tiesés 5x-+8y—25 statmens, einancio
per taska P(—4; 5).

Kuri ty tiesiy

§ 9. ATKARPOS DALYMAS DUOTUOJU SANTYKIU.

Reikia tieses atkarpa AB (10 bréz.) padalyti santykiu p : g,
kitaip sakant, reikia rasti tasko C koordinatas, kad AC : CB —

=P :q. PaZymésime A taSko koordinatas

Xy ir y; ir B tasko
X5 ir yo.

Teskomojo ta$ko C koordinatos tebiinie x; ir ys. 18-
vede CE ir AF lygiagrediai su abscisy ir CD ir BF
asimis, gausime pana$ius trikampius ACD irCBE.
Sysime proporcijas .

AD _ Ac CD, =AC
CE :':"CB -BE . Ch

Istate | proporcijas atkarpy reikSme, gausime

su ordinaty
IS jy para-

EsEe Poo SasVeian

Faredanl g Yaonkg, . gy

.
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I3 gauty lygybiu rasime, kad
gxi + pXz qy: + Py: . (16)

—_— e, e

e R |
BTt g p+a

vadinasi, kai atkarpa daloma pusiau, tai

il vl =Y,‘+2”? (17)

X X

Kai 7 5 Mt q,
J o,

L7

Uzdaviniai: 38. Atkarpa
AB, kurios galy koordinatos
""""" ! A(2; 3) ir B(4; 5), padalyta
i tris lygias dalis. Rasti da-

"""""""" lybos tasky koordinatos. '
I '. BT . 39. Duotas trikampis

! .
ABC . A(2; 3); B(#; —5) ir
C(—3;—H6). Rasti to trikam-

10 bréz. pio pusiaukrastiniy lygtys.

§ 10. TRIKAMPIO PLOTAS.
otos virstiniy koordi-

ikia rasti plotas trikampio, kurio du : ;
e . kada viena trikampio

natos. Pirmiausia nagrineésime atsitikima,
virsané (11 bréz) guli koor- by ClhsYs)
dinaty pradzioje. Kity dvie- Al

jy virstniy koordinatos te-
biinie B(x2; y2) ir C(xs; V3)-
Nuleide ant abscisu asies
statmenis CD=y; ir BE=ys>,
susidarome $alia duotojo tri
kampio dar kelias figiiras.
Ieskomojo trikampio plotas
gali biiti rastas iS tu figliry
plotuy algebrines sumos,biitent:

11 bréz.

Qasc = Qaoc -+ Qcpes — Qaes;
mys  Gaty) o) mpe

b

X3y3 + Xoy2 + Xoy3 — X3y2— Xay'a—: 7152{’27”
QABC o /2,4‘ )

Xoys — X3y2 12
Quoc="——5—— (18)

Jeigu biitume paéme taSka C Zemiau tasko B, tai buitume
gave ta pati reiSkinj, tik su minuso Zenklu. Taigi trikampio
ploto Zenklas pareina nuo vir§iiniy eilés. Jei jy eile sakydami,
tarsi apeiname trikampi :
priesinga laikrodzio ro-
dyklei linkme, tai plotas
btina teigiamas, jei laik-
rodzio rodyklés linkme,
tai — neigiamas. Pa-
prastai imame ploto ab-
soliuting reiksme.

Bet kurio trikampio
plotas i§ visu trijy vir-
stuniy koordinaty gali-
ma rasti jvairiais budais.
Pavyzdziui, jei trikam- 12 bréz.

~

pio ABC, kurio vir§liniy ;

koordinatos 4 (x:1; y1); B(x,; y2); C(x3; ys3), virilines sujungsi-
me su koordinaty sistemos pradzios tasku (12.hréz.), tai iesko-
mojo trikampio plota galésime iSreiksti i§ algebrinés triju tri-
kampiy ploty sumos:

QABC e QOBC s QOAC g QOBA

Tinkemai pasinaudoje¢ 18-taja formule, paraSysime

Xoy3 — X3y2 X1Y3 — X3y1
Qasc = 5 a3 e 9 A, 9
X1Ys — Xo2¥1 + Xo¥3 — X3YVo + Xay1 — X1V

QABC e 5 e e (19)

Xay1— X1y

Isizitreje, kaip sudarytas gautojo reikinio nariy dvejetas, ra-
sime tam tikra koordinaty indeksy tvarka, dél kurios pati formu-
1é nebus sunku atsiminti.

Jeigu visi trys taSkai stovi vienoje tieséje, tai jie nebesu-
daro trikampio. Tuo atveju trikampio ploto reiSkinys lygus
nuliui. Tuo bfdu, sglyga, kad trys duoti taskai blity vienoje
tieséje, yra §i:

X1Y2 — X2Y1 + Xo¥3 — X3¥2 + X3y1 — x1y, = 0.
Is cia, jstate vietoje x; ir y; bendrasias tiesés tasku koordinatas
x ir y gausime lygtis
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X1Y2 — Xoy1 + X2y — VoX + y1X — X1y =0

tieseés, kuri eina per du duotus taskus. Lengva jsitikinti, kad Sios
lygtys visiSkai nesiskiria nuo lygciy

Usdaviniai: 40. Trikampio virSiniy koordinatos yra:
A(0;0), B(—5;1) ir C(3;4). Rasti trikampio plotas ir iSaiSkinti
jo zenklas.

41. Tagkas P; turi koordinatas 2 ir 3. Kurioje tieses OP; (O
yra koordinaty pradzios taskas) puséje stovi taskas P» (4 ;4)?

42. Reikia isitikinti, kad trikampiai P.P3P; ir PsP;P, turi
ta patj zenkla, kaip P,P,P;, tuo tarpu trikampiai P,P;P,, P.P1Ps,
P,P,P; — priesinga.

43. Ar stovi taskai (1; —2), (=3; 2) ir (4; —1) vienoje
tieseje?

§ 11. KOORDINATU SISTEMOS TRANSFORMAVIMAS.

Koordinaty sistemos vieta ligi Siolei pasirinkdavome visiskai
laisvai. PaZitirésime, kaip pasikeicia tasko koordinatos, pakeitus
Y v : koordinaty sistemos vieta.

f Ja pakeisti galima trejopai:
A galima perkelti koordinaty
sistemos pradzia, nekei-
giant adiy linkmés; arba,
pakeisti asiy linkme, palie-
kant pradZzios taska vietoj,

Earnlll u ; p

B TRy arba, pagaliau, perkelti

R pradzia, kartu keidiant ir

’ 4 X, asiy linkme. Nagrinédami

Or ; Situos atvejus, Zymésime
13 bréz. senosios koordinaty siste-

mos koordinatas x: y, ir
naujosios u; v.,
1. Keliame koordinaty sistemos pradZia i nauja taska, kurio
koordinatos senoje sistemoje yra (a; b). Kaip matyti i§ 13 bré-
¥inio, taiko A(x; y) koordinatos naujoje sistemoje yra

Eaai
u—x—a
v=y—D>b

ir atvirkséiai x=u-tair y=v +b. (20)

2. Pasukame koordinaty sistemg apie pradZios taska kam-
Pt e I?brééiame tasko 4 koordinatas abiejose sistemose (14 breéz.)
PlrimOJe sistemoje taSko A koordinatas paZymésime (x; y) ant:
roje (u;v). Rasime ty ko-
ordinaty sarysj. Isvede BD
lygiagreciai su y-ky ir BE
— su x-sy asimi, turésime:
x=0D—CD—OD—EB;
X =— U cOsa— V Sina.

Toliau:
y=AE+EC=AE-}+BD
Yy =V cosa -} u sina.

Taigi senosios sistemos ko- 4 OT
ordinatos yra sujungtos su 14 brez.
naujosios koordinatomis Siomis lygtimis:

X — U coSa— V sina

¥y = vcosa -} usina (21)

IVS t.gvlygcu; sistemos galime, atvirksciai, naujas koordinatas
1sre.1kst'1 senomis. Tuo tikslu dauginame pirmuyjy lygéiy visus
narius i§ cose ir antryjy — i$ sine. Toliau, sudéje¢ kas sau lyg-
¢iy kairigsias ir deSiniasias dalis, gauname
; cosa -+ y sina = u(cos?x | sin2a).
IS dcia

u = X cosa } y sina.
Panasiai gauname

V =y cosa — X sine

: 3.v I treciaji koordinaty sistemos transformavimo atveji ga-
llmf: zitréti kaip | pirmy dviejy transformavimy suma. D;’el to
be ilgy jrodymuy aiSku, kad Siuo kartu

X = u cosa— Vv sina -} a,
. y=vcosa-} usina-} b
ir atvirksciai:

U= X coSa} y sine—a,

vV =y cosa — x sinae — b.
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§ 12. KOORDINATY SISTEMOS TRANSFO.RMAVIMO
PAVYZDYS.

asti trikampio plota, kai jo virstiniy koorfiina-
B(x2; y2) ir C(xs; ys), perkelkime koordma.tq
ampio vir§iing, sakysime, iA, nep'akel.s-
ir taikykime uzdaviniui pirma3ja
ir§finiy koordinaty gausime Sias:

Norédami r
tos yra A(x1;y1),
sistema i kuria nors trik
‘dami sistemos aSiy linkmes,
ploto formule. Vietoj buvusiy v

Ug = Xo— X1, Vo=Y2—JY1>»
Ug—X3— X1, Vz=—Yz3—Y1:
Tuo budu

UsVs — U3V (x2— B Gy yi) —7(15325127(2’37—:}’1)
e TR AL T I R 2
Sudaugine, sutrauke pana-
Sius narius ir juos sutvarke,
gauname ta pacig formule,
kuria buvome rade anks-
&iau kitu keliu, butent:

by ; G C

Q_X1y-z—x2y1+’f‘f2y3;xay2+xsy1—xly3

————— ST Uzdaviniai: 44. Koor-
Sy v dinaty sistemoje tasko P
§ koordinatos patenkina lyg-
Ve tis x + y—a. Kaip pasi-

keis tos lygtys, jei koordi-

naty sistemos pradzia perkelsime i taska S(3;—2), palikdami

senaja asiy linkme.

45. Tasko koordinatos patenkina lygtis 4x — 6y — 3. Kaip
pasikeis tos lygtys, jei koordinaty pradzig perkelsime i taska
A(2;3)?

46. Tasko koordinatos yra (4;2). Kaip jos pasikeis, pasukus
koordinatu asis kampu 45°; 90°; 180°; 27002 ks

47. D;mtos lygtys 4y —3x 4 1=0. Kuriuo kampu ‘re.1k}a
~ pasukti koordinaty sistemos asys, kad tos lygtys virsty lygtimis
pavidalo ax + b=0? ;

48. Kuriuo kampu reikia pasukti koordinaty asys, kad lyg-
tyse 2y? —2xy + x*+4=0 nelikty kintamyjy sandaugos nario?

S

§ 13. ANALITINES GEOMETRIJOS DALYKAS.

Svarbiausias dalykas, kurj esame patyre iSeitame kurse, yra
geometrinés tiesios linijos ir algebriniy pirmojo laipsnio lygéiu
su dviem kintamaisiais sarysSis. Matéme, kad kiekviena tiesé turi
kintamuyjy x ir y lygtis, kurios esti patenkinamos tik tada, kai
x ir y reiSkia tiesés koordinatzs. Ir atvirksciai, kiekvienos lygtys
ax 4 by + ¢ =0 geometri§kai biitinai reiSkia tiese.

Pirste perSasi klausimas, ar negalima sudaryti koordinaty
sistemoje kiekvienai geometrinei linijai (pav., apskritimui, elip-
sei; cikloidei ir k.) dviejy kintamyju lygciy, kurios biity paten-
kinamos, istacius vietoj kintamuju bet kurio tokios linijos tasko
koordinatas. Taip pat atvirksciai, ar neturi kiekvienos dviejy
kintamyjy lygtys geometrinés linijos, patiestos plokstumoje,
vaizdo.

Pirmaji klausima placiau panagrinésime trediajame skyriuje.
Tuo tarpu antrasis klausimas yra daug lengviau sprendziamas.
Kiekvienu dvieju kintamyju x ir y lygéiy x-sui galima teikti
ivairios pasirinktos reiksmeés ir iSskaicivoti atitinkamos y-ky
reikSmeés. Taip galima gauti eilé x ir y koordinaty dvejety, ku-
riuos koordinaty sistemoje atitinka eileé tasky. Juos sujunge,
gauname geometrineg linija, kuri ir yra geometrinis duo-
tyju lygciy vaizdas, arba trumpiau,lygéiy grafika.

Pav, lygtis 3x —2y —1 galima parasyti pavidalu y — . 27l
duoti x-ui reikSmeés 0, 1, 2, 3 ir iSskaidiuoti atitinkamas y-ko reiks-
mes — !/, 1, 21/,, 4. Taskus (0; —'/2), (1; 1), (2; 21/5) ir (334)

sujunge, gauname tiese. Kadangi tiesé galima iSbrézti, turint tik
du jos taSkus, tai vietoj keturiy biity uzteke dvieju koordinaty
dvejety. Taciau, jei gaunami taskai nestovi tieseje (kai lygtys
ne pirmojo laipsnio arba ne algebrinés), tai reikalinga turéti
dzugiau koordinaty dvejety, kad biity matyti linijos pavidalas.
Pavyzdziu galime imti lygtis y — x2, kurios duoda kreiva linija,
parabole vadinama, arba lygtis y — sinx, kuriy geometrinis i
abi abscisy asSies puses banguojancios linijos vaizdas yra visiems
zinomas i$§ trigonometrijos kurso. Visa eile pavyzdziy netrukus
dar matysime antrojo skyriaus pradzioje.

Analitinés geometrijos dalykas iir yra al-
gebros metody taikinimas € 0 Mmieit £ 1.jioisiniae
gury ir ju daliyw klausimams spres ti. Jos uzda-
vinys - - sudaryti linijy lygtis ir i§ lyg¢iy ypatybiy spresti apie
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-ty linijy ir figary ypatybes. PavyzdZiy jau gerokai turéjome
.$iame pirmame skyriuje: apskai¢iuodami atkarpos ilgi, dalydami
ja duotuoju santykiu, sudarydami tiesiy lygtis, surasdami jy
'-susikirtimg _taska ir kampa, apskaic¢iuodami trikampio linijas.
plota ir kita.

UZDAVINIAI I-ajam SKYRIUI ATKARTOTI.

49. Duoti taskai A(7; 8) ir B(4; 4). Para$yti lygtys tiesés,
_einancios per vidurj atkarpos AB ir palinkusios i abscisy asi
kampu 150°.

50. Tieséje 4x —3y =4 duotas taskas C, kurio abscisa 55/
-parasyti lygtys tieseés, kuri eina per C ir atkerta ordinaty aSyje
atkarpg — 2.

51. Rasti nuotoli dvieju tiesés 24x +- 7y — 5 tasky, is kuriu
pirmo abscisa lygi 1, o antro ordinata lygi 21.

52. Dvieju tiesiy lygtys 3x -+ Sy = 11 ir 4y—x=2. Jos
susikerta taske A. Rasti jo nuotolis nuo vidurio pirmos tieses
-atkarpos, esancios tarp koordinaty aSiy.

53. Parasyti lygtys tiesés, einandios per A4(2;—3) ir turin-
&ios linkmés kampa, kuris lygus tiesiy 3x—y =12, x +y= 14

susikirtimo kampui.
: 54, Tangentas karipo tarp dviejy tiesiy yra — 2. Pirmosios
‘tiesés lygtys yra 15x — 5y — 2, o antroji eina per taska A (6;/9).
Rasti antrosios tiesés lygtys ir koordinatos vidurio atkarpos,
esanéios tarp koordinaty asiy.’

55. Duoti taskai 4 (—1; 10) ir B(—T7; 2); per atkarpos AB
vidurj iSvestas statmuo, kuris kerta ordinaty a$i taSke C. Para-
Fyti lygtys tiesés, kuri eina per C ir sudaro su abscisy asimi kam-
pa 30°, ir surasti plo'twA ABC.

56. Tieséje 8y — 15x =9 duoti du taskai: A su ordinata = 18
‘ir B su abscisa = 1. I8 tasko C(16; —5) nuleistas | ta tiese stat-
muo, kurio pamatas D. TaSkai 4 ir B sujungti tiesémis su tas-
ku E, kurio abscisa lygi atkarpai AD, o ordinata — atkarpai BD.
Rasti plotas A ABE. .

57. Tieséje 3y —4x =20 duoti taskai A su abscisa=7 ir
B su ordinata — 4. ‘Taskas C yra tiesiy 8x —9y =19 ir 7x -
- 4y — 19 susikirtimo taSkas. Rasti plotas A\ ABC, krastine AC
ir kampas, esas prieS ta krastine.

op

AL L

nUOt.'iSl.iu'li[‘ats;c;{j,Bstov1.nc1o tieséje 3x - 41y — 11, ordinata lygi
i el (-0,1,'-— 1) nuo tiesés 40x —9y — 5. Parasyti
i » Kuri eina per taSka A statmeniSkai 4§ ti
iy i tiese
59. IS tiesi i
£k nule;t::slust StX—- 9?' g 62. ir 2x + 11y =19 susikirtimo
ity atmuo i 't1e.s<;, einancia per taSkus A(1:1/,) ir
65 °/4). Sito statmens ilgis lygus ordinatai tasko C, stovisnéio

tieséje 7X—2y___12 P gl P
Sy arasyti lygtys tiesés, einancios per C 60°
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II SKYRIUS
Funkcijos ir ju isvestinés.
§ 14. FUNKCIJOS SAVOKA.

, v . . -S
Skiriame pastovius ir kintamus dydzius. Pav., d}10t0§ ‘c1esdei
¥ g 3 AT
linkmés kampas yra pastovus dydis, o jos tasku absmsc: 1tr o :
i jviej i amyjuy
i ieji ziai tarp dvieju ar daugiau kin 1ju
natos — kintamieji dydziai. Jei el £s el
Zi $ d kintant vieniems dydziams,
dydziy yra toks rysys, ka it b : ' g
k?nta Kkiti, tai mes sakome, kad tie kiti dydziai yra pu‘mqp}. fu‘ .
i . . . . K £
cijos. Siuo tarpu tekalbésime apie dvejeta kintamyju dydziy,
esti vadinamas argumentu, 0O ant-

iu vi laisvai kinta ir )
riy vienas antras yra pir-

ras kinta pareinamai nuo gito pirmojo. Sakome,

mojo funkcija. ; : i .
~ Tiesés tadky abscisos ir ordinatos pareina vienos nuo antry,

jy tarpe yra funkcijinis sarysis. Kiekvieng abscisa‘,.pav.1 atltm:.a
tam tikra ordinata. Dél to galima sakyti, kad t1?§es tasku o_:_ 111-
natos yra abscisuy funkcijos. Tai matyti 1ir 1s lygml; y= m}f -

Boyle‘o désnis sako, kad uzdarame inde dujy turl? it _sle.:g1mo
sandauga yra pastovus dydis, arba, kitaip tariant, fiujl_; jcurl'sdyra
atvirks&iai proporcingas ju slegimui. Paéyme]quu.]q tiri raide v,
slégimg — p ir pastovy dydi — c, galime parasyti:

VPG
arba
' C : y c
v— £ [taip patir p= 1.
p v

Sakome, uzdaro indo duju tiiris (esant pastoviai. temperatu_ra})
yra slegimo funkcija arba ir atvirk§ciai: slégimas. yra turlo
funkcija. s i

Ikaitine metalini virbala, kurio ilgis 0° temperaturoje yra Io,
ligi temperaturos ¢, gauname virbalo ilgi

1=1,(1+ Bt)-

ery gl Uik

B yra turimojo virbalo pastovus dydis, vadinamasis iSsiplétimo
koeficientas; virbalo ilgis ir temperatiira yra kintamieji dydziai;
virbalo ilgis yra temperatiiros funkcija.

Vietoje sakinio: vienas kintamasis dydis, sakysim y, yra
funkcija antro kintamojo dydzio, x-o — matematikoje yra
iprasta trumpai Siaip raSyti:

y=1(x), y=F(x), y=" () ir p. ¢))

Skaitome: y yra funkcija x-o, arba stadiai: y yra fx-o,
Fx-0,px-0ir tt. '

Kadangi funkcija parodo dviejy kintamyjy dydziy sarysi,
kurs gali buti iSreikStas lygtimis su dviem kintamaisiais (papras-
tai, Zymimais raidémis x ir y), tai, atvirks¢iai, i kiekvienas lygtis
su dviem kintamaisiais galima zifiréti kaip i funkcija. I§ tikrujy,
tokias lygtis daZniausiai galima taip paraSyti, kad vienoje lygéiy
puséje yra vienas kintamasis (funkcija), pareinas nuo antrosios
lygciy pusés, kurioje yra antras kintamasis (argumentas). Pav.,
lygtys 3x + 2y =5 ir sin®x 4 cos?y — 1 gali biiti paraSytos taip:

5—3x. dR o dsean s vy
y=7>—5—1ir cosy =} 1—sin%x.

Cia jau matyti, kad vienose ir antrose lygtyse
y=f(x) ir cosy = F(x).

Geometrinj funkcijos vaizda gauname, dédami koordinaty
sistemoje argumenty reikSmes abscisy ir funkcijy reikimes —
ordinaty asyse. Tuo biidu gauty tasky eile sujunge tinkamiau-
sia linija ir turime geometrinj funkcijos vaizda. IS placiai var-

tojamo algebroje grafinio lygéiy sprendimo skaitytojai jau pui-
kiai moka tokj geometrinio vaizdavimo metoda.

UZdaviniai: 60. ParaSyti tris funkcijy pavyzdzius i$ fizikos.
61. Pavaizduoti grafiSkai (geometriskai) funkcijas:

a) y==x>-+ x—=6,

b) y—=2x*+3,

c) y=x312x2—x—2,
QY st e,

4x —1

€ = .
) ¥ 3x —2
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§ 15. TOLYDINES FUNKCIJOS.

Pasikeitus bet kurios funkcijos
y=1(x)

argumentui x, daugiau ar maziau pasikeicia ir pZu funklcljig;
’ . - . . ls
i iti toliau zymesime Ax, analog
et kuri argumento pakitima ; vy sty y
?unkcijols pakitima /A\y. Cia A néra koeficientas, bet tik simbo

lis lygiai kaip f lygybéj
i y=1(x)

téra funkcijos simbolis. % T
; Sakysim, kad turime vieng funkcijos y — f(x) reikSme¢

y1=f(x1).
Padidine argumenta /\x, gausime antra reikSme
yo = f(x1 4 Ax).
I$ ¢ia ty dviejy reikSmiy skirtumas, arba funkcijos pakitimas,

AT S S 5T
Ay=1(x+ A x)—£(x),
rba apskritai:
i Ay=Ff(x+ A x)—1f(x). )
Funkcijos pakitimo /A y didumas pareina ir nuo funch]os
pobiidzio ir nuo argumento pakitimo A x didumo. Pav., funkcijos

y=3x—1

e ! e
argumentui pasikeitus nuo 1 ligi 1,1 (A xv.— 0,1),kfl:1f1km]zk1i)ti-
kinta nuo 2 ligi 2,3, vadinasi, A y=0,3. Cia .fl.m cijos pk "
mas yra tris kartus didesnis uz argumento pakitimg. Funkcij

y=x>+44
argumentui padidéjus nuo 1 ligi 1,1, gaunamas
ANr=—=021,
o argumentui padidéjus nuo 2 ligi 2,1,
A y=0,41. :

iy i : o Fiakoiis
i ij keiciame, tai ir fun
Jeigu funkcijos argumenta mazai te .

ikeici i aprézti argumen-
daZniausiai mazai tesikei¢ia. Mes net galime aprézti arg

i

to kitimo ribas, norédami, kad funkcija tesikeisty nustatytose:
ribose. Pavyzdziui, norédami, kad funkcijos

f(x)=—=x*1"4
A y blity maZesnis uz 0.0001, turime imti

(X-}—AX)2+4—(X2+4) < 0.0001;

iS dia
2x. A x+ A2x —0.0001 < 0

Ax<—x+4 v x*4 00001. %

Tagiau nevisos tokios funkcijos. Yra ir tokiq,‘%riq kad ir-
kaip maZai tekeistum argumenta, jos pacios kinta labai, net ne-
apréztai, daug. Pav., funkcija

: 17
Vi L

argumenta pakeitus i§ mazo neigiamo dydzio, sakysim i§ — 10-6
I maza teigiama, sakysim - 106, pasikeicia i§ — 106 i+ 10% taigi
net. 2 milijonais. Argumentuj tepasikeitus i§ — 1012 j + 1012,
funkcija didéja nuo — 10" ligi + 102 ir t.t.

Funkcijos, kurios bet kaip maZai tekinta atitinkamai mazai
tepakeitus argumenta, iprasta vadinti to ] ydinémis, o tos
savybés neturin&ios funkcijos — netolydinémis.

Funkcija y———}l; yra netolydine, kai x is neigiamo kei¢iasi i

teigiama arba atvirkg&iai. Funkcija y — tgx yra netolyding, kaj x-
: TS - : :
R DS Ik = . Thio farss Y == sinx yra visada tolydiné. Gries-.
R LY PG
¢iau ir matematiskiau tolyding funkcija taip formuluojame: k u-
ri nors funkcija ¥ —=4(x) wra tolydine, jei jos
bet kuris pakitimas Ay yra mazZesnis uz bet
Euri nors is 1abai maza, dydj ., kai atitin--
kamai mazai tepasikeicia argumentas. Argu-
mento pakitéjimas pareina nuo pasirinktojo dydzio ¢ didumo. .
Todél, trumpai, tolydine vadinsime funkcija

y=1£(x),
jei A Y < €
kai A x< o (E).

16 ir 17 bréZiniuose vaizduojame dvi funkcijas y — > iy
X

y= e 8 Pirmoji funkcija yra netolydiné, kai x — 0, Antroji’
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netolydine, buitent, kai x = = 1. Ap-
s trupmenines funkcijos
ju vardikliai pasidaro

funkcija yra dviejose vietose
skritai imant, alge brineé
yra netolydinés, kai
lygus nuliui.

nés yra zinomos trigonometri-
Jos netolydines, kai

13 kity funkciju kaip netolydi
ir kotangento funkcijos.

nés tangento

l
\

16 bréz.
x=n.7—;— (tangento) ir x=n.7 (kotangento), kur 1 lygu bet
kuriam sveikam teigiamam ar neigiamam skai¢iui. I§ bréziniy
dar matyti, kad tolydine funkcija vaizduoja istisiné linija, o ne-

tolyding — nutrauktiné.

§ 16. FUNKCIJU KLASIFIKACIJA.

Visas matematikoje Zinomomis lygtimis iSreiskiamas funk-
cijas vadiname matema tinemis. Gamtos reiskiniuose pa-
sitaiko funkciju, kuriu matematiskai iSreiksti nemokame. Pav,
oro biiklé yra galy gale saulés siliminio veikimo funkcija, bet
neturime formulés suskaidiuoti ir nuspéti orui i§ zinomo saulés
spinduliavimo. 'Numanome, kad saulés ijtaka gia yra tarpiska.
Tokios, vien tik i§ patyrimo tezinomos, funkcijos yra vadinamos
empirinémis.

Visas elementarines matematines funkcijas skirstome ial-
~gebrines ir transcendentines. Kai kintamieji suriSti
tik sudéties, atimties, daugybos, dalybos, laipsniu kélimo ir Sak-
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nies traukimo veiksmais, tai funkcija yra algebriné. Algebrinés
funkcijos biina sveikos, trupmeninés (kai argumentas y:a nesu-
tr.aukiamos trupmenos vardiklyje), racionalinés ir irracionali-
nes; Irracionalinés yra tokios, kuriy argumentas }-rra po radika-
1? z.enklu. Algebriniy funkcijy geometrinis vaizdas gali buti
tiesi ir kreiva linija. Be I skyriaus pavyzdziy jsidémétini dar
penkioliktojo paragrafo. Funkcijos x*--y* =‘r2 geometri;lis
vaizdas yra apskritimas, funkcijos y — x* — vadinamoji-kﬁbiné
parabole.

Eh‘amentarinés transcendentinés funkcijos yg rigono-
metr%‘l‘lés ir rodiklinés su logaritr‘mis.

' Trigonometrinés funkcijos yra sinx, cosx, tgx, ctgx ir arc-
smx.,varc:cosx, arctgx ir arcctgx. Juy kilmé ir savoka visiems Zino-
i T tr1gonometrijos mokslo. Vaiz#lodami grafiSkai Sitas funk-
cijas, turime argumenta ir funkcija iSreiksti vienodais matais, dél
to kampus matuojame nebe laipsniais, minutémis ir sekundémis,

bet radianais. Kadangi viso apskritimo ilgis ¢ yra 2=r, tai

r:4£:3600 _._570 rpE” sive 8
2 ey 17’45”. Breéziniuose 18 ir 19 kartojame zi-

nomus geometri-
nius sinx, cosx,
tgx ir ctgx vaiz-
dus.

19 breéz.

3. Analiz. paer.
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Ciklometriniy funkcijy grafinis vaizdas panasus i atitinkamy

goniometriniy funkcijy vaizdus. '
Bendroji rodikliné, arba eksponentiné, funkcija yra

) i
a yra pastovus teigiamas laipsnio pagrindas. Kai a lygus 0 ir 1,

i§ rodiklinés funkcijos belieka y =0 ir y = 1, vadinasi, papras-
ti, pastoviis skaidiai. Specialiné rodikliné funkcija yra e-

funkcija:

g&, y=e*;
jos pagrin Ayra natiiralinés logaritmy sistemos pagrindas.
Pagaliau, logaritminé funkcija bendruoju pagrindu yra
y=—loggx
ir natiiraliniy logaritmy pagrindu e:
y = log natx arba y = Inx.
Rodikliniy ir logaritminiy funkcijy grafikas pasidaryti palieka-
me patiems besimokantiems.
UzZdaviniai: 62. Rasti geometrinis vaizdas funkciju:

a) y=sin2x.
b) y=2sin3x.

c) y=tg'—; :
d) y=%ctgx.

63. ISspresti grafiSkai lygtys:
a) tgx ==x,
b) 2sinx — cos?x.

64. Atvaizduoti grafiSkai funkcijas:
a) y.— e~

b) y=]ng.
¢) iy = 2 sinx.

ey 41

§ 17. VIENAREIKSMES IR DAUGIAREIKSMES, TIESIO-
GINES IR ATVIRKSTINES FUNKCIJOS.

Jeigu kiekvieng argumento reikSme atitinka tik viena funk-
cijos reikSmé, tai funkcija vadiname vienareikime. Tokios funk-
cijos yra racionalinés, trigonometrinés; goniometrinés, rodikli-
nés ir logaritminés funkcijos. Irracionalinés, kurios dar vadina-
mos grynomis algebrinémis, funkcijos yra keliareikimeés (pa-
prastai, vienareikSmés arba dvireikimés, jei tekalbame apie - ea-
lines funkcijy reikSmes), pav.,

pEY £

yra dvireikSmé funkcija, nes kiekviena x reikime atitinka viena
teigiama ir viena neigiama y reikS$meés. Ciklometrinés, arba ar-
cus funkcijos, yra daugiareik§més, nes kiekviena argumento
reikSme atitinka daugybé y reik¥miu. Pav.,

“

y =arc sinx;

kai x=%, taiy=mn.r-4 (—1)" g, kur n reiSkia visus sveikuo-

sius skaiCius. Paprastai kalbame apie viena pagrindine daugia-
reikSmés funkcijos reikSme.

Toliau labai daznai biina, kad, jei y yra x-so funkcija, tai
ir, atvirks¢iai, x gali biiti y funkcija, trumpiau sakant, jei

y=1£(x), tai ir x=c¢ (y).

Pav., Boyle‘o désnis: slégimas yra tiirio funkcija, arba: tiiris yra
slegimo funkcija. Taip pat tiesés tasky ordinatos yra abscisy
funkcijos, arba ir atvirk$¢iai: abscisos yra ordinaty funkcijos.
Pirmasias funkcijas pavadine tiesioginémis, antrgsias vadinsime
atvirkStinémis. Tuo baidu irracionalinés funkcijos yra raciona-
liniy, aukStesnio negu pirmojo laipsnio, funkcijy atvirkstinés
funkcijos. Be to, ciklometrinés funkcijos yra atvirkstinés gonio-
metriniy, logaritminés — rodikliniy. PavyzdZiai:
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tiesioginés funkcijos: atvirkstinés funkcijos:
y=x"+1 X=]/_}’r—”1
EEm RN X 2 x—} =)V 1—2+y
y = sinx X =— arc siny
y=tgx - % — arc tgy
e x—=1logay

I§ dedamy bréziniy matyti, kad geometrinis atvirkstinés funkci-
jos vaizdas yra, tarsi, veidrodinis tiesioginés funkcijos grafikos
atvaizdas, stovint veidrodziui stataus asiy kampo pusiaukampi-
néje. 20 bréz. vaizduoja y — f(x), o 21 — atitinkama atvirksting

funkcija x = ¢ (y).

20 breéz. 21 brez.

Uzdaviniai: 65. Padaryti tiesioginiy ir atvirkStiniy funk-
ciju vaizdai: .
a) y=x>—4.
by = sinx.
66. Atvaizduoti funkcijas:
a). Yy ]/I—-{— 2x.
b) y=xV 1—x

eX
c) Y—;

d) y=Z”TX.

Vi T
§ 18. FUNKCIJOS RIBOS SAVOKA.

Imkime skaiCiy eile

a - 2 ; »
kur n gali reiksti visus sveikus teigiamus skai¢ius. Matyti, kad-
> : , : i b 84
juo didesnis bus 7z, juo maZesnis bus skaidius - ; tadiau toji

n
trupmena niekuomet nebus lygi nuliui. Tik skirtumas tarp trup-
menos ir 0 kas kartas bus maZesnis, didéjant n. Kad ir kaip ma-
s e : 1 g TS
za skaiCiy = paimtume, trupmena — galés biiti maZesné uz ta
n

skaiciy, jei tik uztenkamai didelj imsime skaidiy n. Todél mes
sakome, kad skaiciy eilé

F e

n

eina, artéja, konverguoja i 0, kai n neapréztai didéja. Nulis yra
tos skaiciy eilés riba, kurios ji niekuomet nepereina. Lotynis-
kai riba vadinasi limes, dél to paZymeétaja skaidiy eilés savybe
taip trumpai iSreiSkiame:

lima -0,

>0
arba dazniau,

lim a_ =0.

n—> 0

Skaitome: limes a, yra 0, kai n eina j begalybe.

Jei skaiciy eiléje

n neapréitai mazés, pasilikdamas teigiamas, tai pati skaidiy eilé
neapréztai dides; ji galés biti didesné uZ bet kurj labai didelj
skaic¢iy M, jei tik n bus uztenkamai mazas. Tad

lim a = .
n—0

Begalybés Zenklas o nereikia kokio nors skaidiaus, bet yra tik
simbolis, kad kalbamoji riba yra neaprézto didumo.
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Kalbéedami apie funkcijas, taip pat sakome, kad jos turi riba
a, kai x-ui artéjant j tam tikra dydj, skirtumas Ja—£f(x)/ < e,

nors ¢ ir visai blity mazas. Pav,,

limtgx =+ o ; limcosx =

T x>0
it
Panagrinésime keletg riby pavyzdziy:
1 y=a-+ bx; limy= w.
X—> 0

Kadangi a ir b yra pastoviis dydziai, tai, neapréztai didéjant x
taip pat neapréztai didéja ir y. :

2. y=(Q+a; limy=co,
e 00

nes pagal Newtono formule

x(x—1
—1+ax+( )az—{— ..... > 14 ax;
lim (1 + ax) — oo, tad ir lim (14 a)*= o0 3)
X 00 x—> 0
x*—1 1 :
S 14 =1i RS e o
3. e ek limy = lim (1 Y
x—0 x-ﬁo
limy — — 0.
x—>0
X 3 ;
4. lim—=1im 1= .
X -1 T
x—>® i AP
x%—1 1—% .
5 lim s e == lin ; —1.
A E Ll
b Sl i1 2] X —>»%0 X %
i
x—1 1‘;
6. lim e . =lim— .——=0.
+X+1x—>oo X—{—l—!—*
x—> 0
sy xt1 X142
v limf—j— 53 = lim ————1——00.
T x> 0 1—;

s [, AT
x2—1
8. limg‘ =lim (x 1) =2.
X el TR Xl
9. y=a¥*; limy="7?
X —> 0

Si funkcija turi trejopa riba, Zitirint koks yra pagrindas, biitent,
didesnis, lygus arba maZesnis uZ vieneta:

1) a> 1, sakysime a=1-+4p; a*= (1 + p)*> 14 px
\ Jlimy = 1lim(1 4 p)* = w0, nes lim(1 4 px) —
X200 x—>00 X =200
2)a=1; y=1*=1 limy—1
x —> ®

; : i :
3) 0<a<l, tad gal Syti a= ——, taigi
) a ad galime paraSyti a e aigi

lim (5‘!-' 7) S RN SN +=0, nes vardiklio riba yra .
PRGN e oY L R b

Rodiklinés funkcijos, kai pagrindas neigiamas, c1a nenagrineé-
sime.

Uzdaviniai: 67. Rasti ribas:

a) . X c) : x?—2x—38
g e brel dmidkad iRl
s =5 ot e d Lo igie X0 g
b) : x2 1 o x—1
lim ' — 1 lim —
¥ a0 i T x>1Vx—2
) S Vx—V 2
lim e

§ 19. NATORALINIU LOGARITMU PAGRINDAS.

Geru ribos pavyzdZiu yra begalinés mazéjandios geometri-
jos progresijos nariy suma. Pav., mazéjancios progresijos

nariy suma yra lygi
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Kadangi lim g — 0, tai begalinés mazéjancios progresijos na-
n-—>

riy sumos riba yra:

1
lim S = . — (C))
e
n—>e0

Situo pasinaudodami, jrodysime, kad reiskinys
/ 1\n
(142
be galo didéjant skaifiui n, turi tam tikra riba, kuria 2yr.nime
raide e ir kuria imame natiiralinés logaritmy sistemos pagrindu.
Pasinaudodami Newtono binomo formule, gauname

) ) )

(1+:1.)n:1+“':1{+ﬂ%?2‘§z+----+n(n ] i
e

DeSinéje esanti suma didéja, didéjant skaiciui n,
nes visi sumos nariai yra teigiami. Kadangi skliaustuose esan-
tieji nariai yra mazesni uz vieneta, tai juos atmete gautume nau-

ja suma, kuri blity didesné uz (1 i l_)n, taigi
n
ULl RS T SRR N + 1,
n 21

Savo eile deSinéje Sios nelygybés puséje esanti suma yra meazes-
né uz nariy suma geometrijos progresijos, kurios visi nariai gali
biiti sudaryti iS duotos sumos nariy, pakeiciant dvejetais visus
skaicius, kurie didesni uz 2:

1) 1 1
A e S E R R S R I I
ParaSytos progresijos nariy sumos, be galo dxde]ant nariy skai-

¢iui n, riba yra:

.

i ik
].lm S”_—l—i—'**'*f 1'+‘ 7jl=3'
B Li=ig 1 T
Taigi
3 ) 8
lim (1 e ;) L igh (5%)

m—>100

#) Rasome n! vietoj 1. 2. 3. 4....n. Reikia skaityti: n fakultetas.

S —]

Ei 0

Esame jrode, kad monotoniSkai didéjas reiskinys (1 —{—} )" di-
n

dejant n, pasilieka visada maZesnis uz 3, vadinasi, turi riba. Toji
riba, kaip matyti i§ (5), yra didesné uz 2. Ji yra jprasta Zymeéti

raide e. Apytikre reikSme galime rasti, iSskaiciave (1 —}—l)“, kai
n

n uztenkamai didelis, biitent, e —2,71828... Dél ko &i riba pa-
imta nattraliniy logaritmy pagrindu, paaiSkés véiiau (§ 29).

§ 20. SKAICIUS .

ﬁibq metodo taikinimas dar yra Zinomas i$ geometrijos krei-
viniy figiiry ilgio, ploto ir tiirio skaiciavimy. IS ten Zinome, kad
apskritimo ilgio santykis su diametru yra pastovus dydis, kurj
zymime raide =. I = galima biity taip pat zifiréti kaip i plota
skritulio, kurio spindulys lygus 1. Norédami apskaiiuoti =, tu-
rime Zinoti arba apskritimo ilgi arba skritulio plota. Viena ir
kita galime rasti, jraSydami arba apraSydami taisyklinguosius
daugiakampius. Juy kraStiniy skai¢iy didindami, gauname figii-
ras, kurios vis maziau ir maZiau besiskiria nuo paties apskriti-
mo arba skritulio. Todél. pazyméje, pav., tokio daugiakampio
plota Qu, kur n yra krastiniy skai¢ius, galime parasyti

lim Qu ' — . (6)

I1=->:00

Plota jrasyto taisyklingo daugiakampio, kurio krastiniy
ska1c1us yra n, galima lengvai suZinoti, suskaldzius daugiakam-
pili n trikampiy, kuriy virSiineés yra apskritimo centre. Visy
tokiy trikampiy ploty suma yra

nsin . 2%

R e
S e TR ) ) W
Q 2 2 n
Imdam1 vis didesnj ir didesnij kraStiniy skaiciy, galime vis tiks-

liau apskaiciuoti skritulio plota, vadinasi, ir =. Tad

7= lim Esin @)
(g 5

n— o n

Uzdaviniai:. 69. Apytikriai apskaidiuoti e ir 7, imant n uZ-

tenkamai didelj, pav., =100, 360 ir tit...
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§ 21. TRIGONOMETRINES FUNKCIJOS IR ARGUMEN-
' TO SANTYKIO RIBOS PAVYZDYS.

sin X

Rasime riba f(x) = , kai x > 0. Istate x=0 i pacia

0 ot Ak
funkcija, atsakymo negautume, nes o Yra neapibréztas reiski-

nys. Taciau to santykio riba galime rasti tokiu biidu: i§ 22 bré-
zinio matyti, kad plotas

Q < BOA e Qsekt. BOA = Q <] COA -

PazZyméje r =1, gausime §ia ty
c ploty nelygybe:

SINXAX < x'< togx

A
Pl i
sin X | cos'x
arba
sinx
——— >COSX.
X

. sinx i
A IS ¢ia matyti, kad~x—f yra dides-
22 breéz. nis uz cosx, bet mazesnis uz 1.
Kadangi cosx eina didyn, maZe-

i o
‘jant x, ir kadangi lim cosx =1, tai ir — = skirsis juo maziau

‘nuo vieneto, juo mazesnis bus x, vadinasi,

Bl e L )

Taigi, kai kampad x eina i nulj, sinx gali biiti pakeistas x. Pra-
‘€jusiame paragrafe turéjome, kad jraSyto i apskritima taisyk-
lingo daugiakampio plotas
nibe 2% . i .21:——3
Qn =gsin—- tad llzrln_>00,é — St

N x

e A
§ 22. SKAICIAVIMAS SU RIBOMIS.

Beveik savaime yra aisku, kad elementariniai sudéties,
atimties, daugybos ir dalybos veiksmai su ribomis gali buti
atlikti kaip su paprastais skaiciais. Vadinasi, jei

lim f(x) —a
x—> 0
ir
lim ¢(x) = b,
X—>00
REbE T .
lim [£(x) =¢(x)] —a=xb, (8)

X0

lim [£(x) .5 (x)] = ab, ©)

X—>%

x>0 (10)
Paskutinés trys lygybés rodo, kad yra vistiek, ar mes pirma
atliksime veiksmus su funkcijomis ir paskui ieSkosime ribos,
ar mes pirma imsime funkciju ribas ir paskui atliksime tuos
pacius veiksmus su ribomis. ParaSytasias tris lygybes galime
irodyti metodu, kuris matyti i§ Sio 9 lygybes irodymo}

jei lim f(x) —a ir lim «(x) =b, tai Ja—Ff(x)/< e ir
X —1C0 X ==

/b—«¢(x)/<e Paéme kurj nors dydi: <¢, galime paralyti
f(x)+ t=a ir o(x) 4+ 1 =hb;

sudauging kas sau lygybiy kairigsias ir definiasias puses, gau-
name

-

£(x).o(x) +o . f(x) . o(x)-- 12 =ab
Kadangi 1im =0, tai '

X—>00
Lm  [f(x).q(x)] = lim [f(®) .o (x)+1. (x4 2] —ab
X—>w0 Y X—>® y : !
t—0
Pav.: lim 751113{ =lim Zjinxcosi{ =2 lim iulx lim cosx =2

Z— 00 x—0 X >0 X x>0
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. sin’é,
E e S i SR 2X T AN
Uzdaviniai: 697 pad R 7 s
i : tgx. ¢ 1 —cosx
71. lim _asmbi 72. lim % | 73, lim e et
ZESg L ox L x—0 X x—0 X

74, Irodyti, kad stadiame trikampy vienam statiniui be
galo ilgéjant, skirtumas tarp jZambinés ir to statinio artéja i
nulj.

§ 23. ISVESTINE, ARBA DIFERENCIALY SANTYKIS.

Kai kuriuos klausimus sprendziant, yra svarbu Zinoti, kaip
funkcija keiciasi. Funkcijos pakitéjimo santykis su arglf-
mento pakitéjimu yra funkcijos kitéjimo rodikiis. Juo ‘d1-
desnis tas santykis, juo
greiciau funkcija kinta. Li-
nijiniy, arba pirmojo laips-
i y=f(=) nio, funkcijy kitéjimas yra

pastovus, kity nepastovus.
IS bréZinio matyti, kad tie-
sés MN, kurios lygtys
y = tge.x +n, argumentui
(abscisai) pakitéjus A x,
funkcija (ordinata) paki-

! téja A y, ir santykis
Ay
Ax
— visada pastovus, nezifirint kurio didumo NG :

Jei kurios kitos funkcijos y=— f(x) grafinis vaizdas yra
to paties brézinio kreivé, tai, esant /\;x=— A.x, paprastai,
A1y == Asy. Vadinasi, ir

ALV Aﬁg}{ !
7A1? Azx

1
|
|
|
|
|
|
f

0 e B, X0, X

23 bréz. — tga

Be to, santykio _A,y dydis pareina nuo A x, nes i§ to paties
N

bréZinio matyti, kad
Asy + Asy Aﬂ ,Af‘fy,
At Box T Kax T Dox

LS i

Tadiau, juo mazesnj imsime argumento pakitéjima A x, juo
mazesnis bus ir tolydinés funkcijos pakitéjimas A y ir ty paki-
téjimy santykiai vienas nuo antro maziau besiskirs. Tad

o 3 Ay
Jam ]
Ax—0 Ax i

"Lyra funkcijos kitéjimo rodiklis. Toji riba, kaip ir kiekvienas

santykis, parodo, kiek karty funkcija sparéiau didéja ar mazéja
(ziorint, koks, teigiamas ar neigiamas, yra Ay, kai Ax yra
teigiamas) negu argumentas.
. - oy
im ——
Ax—0 A x (11)
yra vadinamas funkcijos iSvestine. Tad iSvestine vadi-
name ribg, | kurig eina santykis funkcijos
pakitimo su argumento pakitimu, $iam p as-
kutiniam einant i nulj.

Funkcijos (tiesés)
y=mx -4 n
iSvestiné, kaip jau pastebéjome ankséiau, yra

v Ay
1m N = tga=m.
AX%OAX .

Tai randame ir neatsiZvelgdami j brézinj Siuo bidu:

lim 2 _jim BE+ AR+ n—(mx4n)
Ax—0 DX Ay o Ax

s SEVE L

T Rausgl oI :

: 7A}f S . j(X—f— Ax) — f(x) CdiEy
Ail.in—so ol e Ailr—go g 7;‘7 S el

=Z§=Y’=f’(1{) (12)

Kintamyjy dydziy skirtumai, arba pakitéjimai, kurie eina i nulj
(vadinasi, kurie gali biiti maZesni u¥ bet kuri nors labai maza
dydj ¢ ) vadinasi diferencialais; uz tat iSvestiné dar vadinama
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diferencialy santykiu. Diferenciala raSome, déedami
prie kintamojo raide ,d“, pav., dx, dy, dz. Ir ¢ionai d néra
koeficientas, bet diferencialo pirmoji raidé. RaSydami diferen-

dy
cialus ,limes“ apleidziame, nes ir be to, pav. aisku, kad oA

yra riba.
Jeigu funkcija turi iSvestine, tai ji vadinama diferen-

ciuojama. Tolydinés funkcijos yra, paprastai, visur dife-
renciuojamos. Diferencialy santykio sudarymas vadinasi funk-
cijosdiferenciavimuy (diferenciacija). Diferencia-

cijos mokslas — diferencialinis skaidiavimas.
Rasime iSvestine funkcijos y = x°.
x -+ Ax)2—x*
yi= lim ( +—~ ) = lim (2x+ Ax)=2x. (13)
Lx—0 Ax Ax—>0

Funkcijos y— x? iSvestiné proporcinga x, kitaip sakant, juo
didesnis x, juo greifiau didéja funkcija.

§ 24. ISVESTINES GEOMETRINE IR MECHANINE
REIKSME.

Tebiinie duota kokia mors funkcija y=—f(x) (24 bréz.).
Imsime kurias nors dvi tos funkcijos reikSmes A(xi; y1) ir

B(x1+ Ax; yi+ Ay). I8

g brézinio matyti, kad
e y
o

A x einant i 0, taskas B

virsta lie¢iamaja taske A.
Kertamosios linkmés kam-
pas a; virsta liediamosios
linkmés kampu e. Todél{

|
|
|
|

24 bréz.

; Ay
e —rlim —A—;{=tga. (14)

Ax—0

Taigi, ge'ometriékai funkcijos iSvestiné reis-
kia atitinkamos liediamosios linkmés kam-
po tangenta. Todel norint iSvesti lie¢iamajg kuriame nors
funkcija vaizduojancios kreivés taske, ir teko i¥mokti funkcija

diferenciuoti.

eina i 4, ir kertamoji AB

e B s

: Kadangi tga>0, kai 90°>a>0, ir tga<0, kai 180°>a>90°
. . . . . . . . . g

tal,vfh.dejant .x-u1, turi didéti ir y, kai iSvestiné yra teigiama, ir

mazeéti y, kai iSvestiné neigiama. )

A
tga= 1im i >0,
N Ax—>0 Nx
kai Ay >0, ir

: A
tga=1lim — - <,
Ax—0 X

k‘::u“Ay.< 0. Taigi iSvestinés Zenklas pasako, ar funkcija yra:
didéjanti, ar mazéjanti. ‘ i

vPastebésime dar, kad didéjancios funkcijos lieéiamoji eina
aukStyn, mazéjanéios — Zemyn.

: I?‘unkcijos iSvestiné gali turéti svarbig reikSme ir mecha-
nl'kOJe. Kelias, kuri nueina taSkas per kurj nors laika ¢, yra
l'allilo 1funkc(lil]a. Jei judesio greitis yra pastovus, tai kelias, arba
Jo dalis, padalintas i§ atitinkamo laiko, d itj '

e uoda greitj. inasi
sy 3 greiti. Vadinasi,.
Lol (@)  £(t2) —£(tr)
PO P ey

Kitas dalyk S :
P ykas, kada grextls nepastovus. Tuo atveju, pav., san--
af(tg) —f(tl)
t2—t1

reiSkia vidutiniSka judesio greitj per t;— t; laika. Tacdiau juo:
rvx?azesn% 1'm51me laiko ir kelio intervala, juo ar&iau tikrojo grei-
Cio turésime fnfiutmlskq greitj. Uz tat bet kurio laiko tikruoju,.
arba momentiniu, grei¢iu vadiname

lim &‘2) — £(ty) L i

As 24
o>ty to— 1t _At—xmﬁf(t)- (15)

i{fu;.At‘—w. 3.rra laiko ir As—0 atitinkamas kelio diferencialai.
'a lniSI, 1?1 'duotop funkcija yra judesio kelias, tai tos funk-.
C1jos iSvestine, arba diferencialy santykis, yra greitis
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Pavyzdziu imsime krentanéiy kiiny kelio funkcija. IS kiiny
kritimo stebéjimy galime rasti, kad kritimo kelio funkcija
s— f(t) galima iSreiksti lygtimis

et ~—2— 5
kur g yra vadinamoji Zemes gravitacijos konstauta, lygi 9,81 m
sek-2. Diferenciave $ita funkcija, kaip praéjusiame paragrafe,
randame jos iSvestine
shii=gt.

Bet kelio funkcijos iSvestiné yra greitis., Tad s’ =v =gt Ga-
vome, kad greitis proporcingas laikui. Proporcingumo daugik-
lis yra gravitacijos konstanta.

Uzdaviniai: 75. Irodyti, kad pastovaus dydzio iSvestine
lygi nuliui. .
76. Rasti iSvestinés funkcijy:
a)iy—3x—1,
b) 2x —3y 4+ 4=0,
c) y=x*—x+2.
77. Isbrézti, pasinaudojant iSvestine, lie¢iamaja uzd. 76 ¢
kreivés taske A(1;1). :
78. Svytuoklés nueitasis kelias s=r sinx. Reikia rasti
$vytuoklés Svytavimo greitis.

; § 25. FUNKCIJU SUMOS, SANDAUGOS IR DALMENS_

DIFERENCIAVIMAS.
Turime y — f(x) =9 (x). Rasime y-0 iSvestine.

e i fEEAD TG AD @ e O] _

Ax—0 Ax
T £zt Ax)—f(®) " . e@E+EADFe()
e D SRS e lim S
Ax—0 Ax—0
= (%) 79 '(x). (16)

Vadinasi, funkcijy algebrinés sumos iS§vestine
lygi iSvestiniy sumai. Norédami diferenciuoti sveika

ki

?lgebring funkcija, turime diferenciuoti kiekviena narj skyrium
'1r.gautas iSvestines sujungti i viena reiSkinj tais paéiais Zenk-
lais, kuriais buvo sujungti duotos funkcijos nariai.

Dabar diferenciuosime funkcijy sandauga:

y=1£(x).9(x)

y—=lim &+ LD o@x+Ax) —£(x) .0 (x)
Ax—0 Ax =

Skaitiklyje atimsime ir pridésime po f(% + Ax) . (x), nuo ko
trupmenos didumas nepasikeis. Tad i

¥ — lim T O AR G An)—F (x4 A2).4 () +£(x+Ax) 4 (2) —
Ax—>0 Ax

ey

Ax—0 A x i i

= lim [f(x+AX).?(X+AX)—@(X)J |

4 lim {@ (z) ,f(,i—l— A x) —f(x)} i
Ax—0 | TR LET (R

= 1(x) ¢'(x) + F(x) ¢ (x) =£(x) ¢ (x) + £(x) ¢'(x). (17)

Zodéia.is tariant: dviejy funkcijy sandaugos 18-
vestiné lygi pirmosios funkcijos iSvestinei
padaugintai' st antrosios;> plius antrosios’
funkcijos iSvestinég padauginta i§ pirmosios
funkcijos. Pav, y=x(x—2); y =x'(x —2) + x(x —2)" —
=x—24x=2(x—1).

Taikant Sitg pacia taisykle daugelio funkcijy sandaugai
y—=f1(x) . £2(x) . £:0%). ., galima gauti: Y i

y’=f1’(X) .Ic;g(X) .fg(X)... + fl(X) ..fg’ (X) .fg(X)... .+
£ £ (2 Fa(R) . EPE)hs

.Kadangi pastovaus skaiciaus iSvestiné lygi nuliui, tai leng-
va jrodyti, kad funkcijos y = af(x) iSvestiné

ey
Az i e Ahl (18)

4. Analiz. vagr.
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IS tikryjy, imdami funkcijy sandaugos diferenciavimo formule,

gauname
daf (x)
dx
Pagaliau, funkcijy dalmens iSvestine galime S$itaip rasti:
f(x+ Ax) (%)
R T R e R X O

@(X) Ax—0 IALX,
f(x4+ Ax) (x)— x4+ Ax) f(x)
LG A )

—2F(x) + af' (x) — af’(x).

Al £ 5o : i
NE0 yabs
F(x+Ax) (£)— ¢ (x+Ax)F(x) (%) o (x)—£(x) ¢ (%)
3 Ax
22 im —
Ax—0 p (x+ Ax)y(x)
f(x 4+ Ax) —f gilE - Na)y—7 (x)
D e
— lim )
x>0 tGT A0 o
f1(x) o (x) —£(x) o' ()
GEEEG PO, ; o
Pav.,
g (F—1(E+ D — (P —1) (@ 1)
r=ZTp 7 @ T 12
2x(x2+1) —2x(x2—1) 2x(x*+1—x2}1) PR,
o 1) G R e

UzZdaviniai. Diferenciuoti:

79. y=x24x-+1.

x—1
80. y=;2T1.
x2 41
81. Y= ;é—:l.
——
82. y=(x—4) (x+3) —,_%:71

T s 7 ol

§ 26. LAIPSNIO FUNKCIJOS DIFERENCIAVIMAS.

Laipsnio funkcijos iSvestiné reikia rasti trim atvejais: kai
laipsnio rodiklis yra sveikas ir teigiamas skailius, kai sveikas
ir neigiamas ir kai trupmeninis. Siame paragrafe tekalbésime
apie pirmuosius du atvejus. :

1. y=x"; n yra sveikas teigiamas skaicius.

¥ —4 lim (X,-*— hay —Xn =
Ax—0 Ax
n(n—1)
Xn—l—HanlAX—]L- 5 nJ‘AZX_l__.'____Xn

— lim =

Ax—>0 IS S
— lim  (pxn-1 4 e f ,)xn A et )=n}zﬂ-1 (20)

Ax—0 :

2. y=x"; n yra sveikas neigiamas skaicius.
1/ 2B (221
(Xn)2

¥ — ey = () =

— nx-1
s L S e R (20a)

x2n
Pasirodo, kad Sitais dviem atvejais laipsnio iSvestiné lygi
laipsnio rodikliui, padaugintam i§ to paties laipsnio, tik kurio
rodiklis yra vienetu maZesnis.
Mokédami diferenciuoti funkcijy suma, sandaugg, dalmeni ir
funkcijos laipsnj, galime diferenciuoti kiekvieng racionaline
funkcija. Pavyzdys:

1—|—X
2—]— 3x — 4x2
1+%)'Q2+3x—4x>) — (1 4+ x) 2+ 3x—4x2)’
Y= (2 + 3x — 4x%)?

1(2 4 3x — 4x*) — (1 + x) (3—8x)
bery (2 + 3x — 4x2)2 S

2—1—3X———4X“—3—|—8X—3X—l—8x~ 4x° 4 8x—1

(L 3x—4xD)? . (2 LG dane)
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Uzdaviniai. Diferenciuoti funkcijas:

S3uiiy — >, 84. y—4x. 85, maryi— 5xdl
’ n e Xll
86. y—ax". y=1V 5% gLyl
n
2 2x,5
89. Y X% 90 y=(?). 91. y— x*—5x3—6x | 28,

92. y—4x°+4 7x% 4 9x — 12,
93. y=—ax" bxrll cxn2 | dxn-3,

x5 x? x3 x2
e gl e B e e i b
x? b ol A S ¢
BT wha

90 Y (x3). (x—4). 97. y=(x*+a).(x>4+b).

—a—————————————— ]

S

§ 27. FUNKCIJOS DIFERENCIALAS. SUDETINIU
FUNKCIJU DIFERENCIAVIMAS.

IS lygciy, kurios pasako, kas yra iSvestiné, biitent, i$

p f(x—{—AX)—f(x) e
Zir;lﬁo Az f'(x),

galima parasyti, kad

f(x+ A x)—1f(x)

: AX f'(X)+e,

kur ¢ eina i nulj, kai A x eina j nulj. IS $iy paskutiniy lyg<iy
galime iSreiksti funkcijos prieauglj #itokia formule

f(x4+ Ax)—f(x)=£Fx).Ax+ ¢ Ax

98.

99.

100.

104.

106.

108.

110.

. cipehn

y= (5 —axtx). (2

a a
y— 106 y—2
_5;“‘
SET e g
Y X _ax—b
Sk e
14 4x I 3x2

Parasyti lygtys lieCiamosios taske (2; yi), jei kreivés
lygtys y=x> 4 1.

Kuriame taske liecia ties¢ y — 3x + n kreive y = x°>+

Rasti ilgis lieCiamosios tarp abscisy aSies ir kreivés
x?—20x | 5y + 30 =0 lietimo tasko P(10; yi).
114. Rasti judancio kiino greitis, jei kelias y per x sekun-
dziy isreiSkiamas lygtimis 6x — 2y -+ 10x2 — 0.

)

R R T e
nx

i e

107, y—- ia

111. ParaSyti lygtys lieCiamosios taske (2;
x+1
gtysy——— .
112;
+ 4x—1?
143,

5

—e

2+x

y1), jei kreives

arba INy=—yho /N o el N x

Juo maZesnis bus argumento ir (tolydinés) funkcijos pakitéji-
mas juo mazesnis bus ir ¢, juo tiksliau sandauga y’. Ax iSreiks
ta funkcijos pakitéjima. Nors néra prasmés kalbéti apie be galo
mazus dydzius ir jy santykius, bet i A x ir A y galima visada
ziuréti kaip | kintamuosius dydZius, kuriy maZéjimo riba yra
nulis. Tokius kintamuosius dydzius, kaip jau pirmiau buvo kal-
béta, vadiname diferencialais ir simboliSkai juos paZymime dx
ir dy. IS paskutiniy lyg€iy matyti, kad

dy = f/(x)dx (21)
Kadangi, be to,

dy

J T Ay 4

dx 45

tai matyti, kad i§ diferencialy galima dalyti ir dauginti, kaip i§
paprasty algebriniy dydziy.
. Funkcijos diferencialo reiSkinys

dy — f/(x)dx

padeda jrodyti, kaip reikia diferenciuoti sudétinés ir atvirksti-
nés funkcijos. ;

Sudétinémis funkcijomis vadiname tokias, kurios pareina ne
tiesiog nuo argumento, bet nuo jo funkcijos. Pav., y—(1—2x2)3



S
yra sudétiné funkcija, nes y yra treciojo laipsnio funkcija ne
x -0, bet (1 —2x%)-0. Sudétinés funkcijos yra, pav., dar Sios:

y=1V 1+ x; y—sin ;; y = Incos(x? 4 1).
Irodysime, kokia yra sudétinés funkcijos y=f[ ¢ (x)] is-
vestiné. Pazyméje z — ¢ (x), turime

&

dy
Y=f(Z)§ a;=f'(2)
dz ) ;
z=(x); dz =% (%) dz —o¢’'(x)dx
dy dy .
CAL AR L M T . sy N e Sy, % i 22
e P/ (22)

Pav., diferenciuodami

y = (1 —2x?)3,

gauname
dy dy
R AR e T A T — 2x?)2
z=—1—2x%%; y=2z° i3 3z x> 3(1 x?)
dz d
Tk a§=3(1—2x2>2-(—4x>=—12X(1_2"2).2'

Dar vienas pavyzdys:

y=(—x+1)2(1—x)

Y =2 —x+1) (2 —x+1)’(1—x) + (1 —x)(x2? — x + 1)?
y=2(x—x+1)(2x—1) (1—x) — (*—x+ 1)’ =
— (x2—x 1 1)(4x — 5x% —3).

§ 28. ATVIRKSTINIU, SPECIALIAI IRRACIONALINIU,
FUNKCIJU DIFERENCIAVIMAS.

Jei y — f(x) yra tolydiné monotoniné (visg laika didéjanti
arba mazéjanti) funkcija, tai ir jos atvirkstiné funkcija x—r¢ (¥)
yra taip pat tolydiné ir monotoniné. Kiekviena tiesioginés funk-
cijos argumento reikSme atitinka viena funkcijos reikSme ir
atvirksciai, kiekviena y - o reikSme atitinka viena, ar dvi, ar dau-
gelis x-o reikSmiy.

S T

Kadangi
¢ Ay
Y = x)=limic—"
) Ax—0 Ax
ir kadangi A y — 0, kai /A x — 0, tai galime paraSyti, kad
1 1 1

A
= m’ =11 =11
% i AHJI’I—>0 Ay Au}xrl—»o Ay Lim Dy @)

Ay Ax—0 Ax

vadinasi,

o' (¥) = ?'17) arba f'(x) .o'(y) =1. (23)

Tas pat lengva matyti, jei iSvestiné bus paraSyta diferencialy
santykio forma, nes

dx G|
dy - dy
PaZyméje dx

f(x) =tge ir ¢'(y) =tgh,
kur « ir B yra kampai, kuriuos sudaro lie¢iamoji su x-u ir y-y

asimis, ir turédami galvoje, kad ,8=E—a, taip pat randame, kad

2

f'(x) o'(y) = tge.tgf — tga.ctga—1
) Foinatatio B
ir o'(y) = £

Laipsnio funkcijos y = x® atvirk$tiné funkcija yra x =)/ y=

1
=y Rasime Sitos irracionalinés funkcijos iSvestine:

dx 1 af " e | y S Wity
dy -y Bt e ST e
e y n
dx
Dabar sukeite x ir y vietomis, turésime
n 1 4
y—) F—ar; p o=t ax @24)

Matome, kad anksciau surastoji taisyklé laipsnio funkcijoms
diferenciuoti, kada laipsnio rodiklis yra sveikas skaifius, tiznka
ir tada, kai tas rodiklis yra trupmeninis. Pavyzdys:

A Ml &
y=i/x2~——'l = (x>*—1)%
1 1 ; 2x x

HP—1)TE (2 —1) = —

v=y W WPl
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Uzdaviniai. Reikia diferenciuoti 115—126 funkcijos.

115. y—)/ x. 4 Vi+x+x
121, Ly — X
( 1 3x
1805 v 122, y=— .
Vx V5—x
7 /1+ x
. y= ", 123. =]/7‘ \
117. y=V x y —
o 1+ x2
118. y—=x |/ xvx 124. y=]/, -
1—x3
A , B g
119. y=]/a—bx2_ 125. y=(]/x(2—x)—{—x),
S et
2 AP Vidx4+y 1—x
120. y=—=x2) 3—x, 126. y—

P gy 1—%

§ 29. TRIGONOMETRINIY FUNKCIJU
DIFERENCIAVIMAS.
Rasime iSvestines funkcijy y =sinx, y = cosx, y=tgx ir
¥— ctgx.
sin(x + A x) —sinx

1. y=sinx;y’ =lim

Ax—0 Ax
| i
2 sin X_T AZX__,i cos ?i%x,—tx
= lim ; =
Ax—0 Ax
ki S e i x+Axtx
2sin o cos 05 -
. 2 2
— lim e
Ax—0 Ax Ax—0
Ax Ax
sin . c0s(x+ -]
Ax—0 Ax
2
Ax
sin” 9 . / + AN
=hlim v limsd cos (x —) ==
Ax—>0 A’{ Ax—0 2

2
—1.'cosx — cosx; (sinx)’= cosx. (25)

iy s

1
2. y=cosx; y — (socx) — [sin(;—x)J —

e 1
= cos(g—x) . (5— x) = —sinx; (cosx)' = —sinx. (26)
y : (sinx)' COSX . COSX | sinx . sinx
. == 5 = (t = o= £L
Sl el S U Cee) cosx cos?x
1 '
= ot R T (e8>
q ) , (cosx '  —sin%x — cos?x
. = ctgx; = (ct e I — : —
FENEEE fotex) \ sinx sin?x
1 1
g R L s e e 28}

Dabar diferenciuosime atitinkamas keturias atvirkstines

funkcijas.
1. x=arcsiny i§ y = sinx,
P | 1 1 1
X = = —= — ==
y' cosx /1 __sin’x V 1— 2’

arba, sukeite kintamuosius, turime

¥y = (arc sinx)’ — Vg (29)

2. Panasiu biidu rasime iSvestine atvirk3tinés funkcijos:
X =arc cosy i§ y= cosx,

3 1 1 1
X s e e e ey e e L
sinx V/ 1—cos’x Vil
arba, jei
y =arc cosx, tai yl— ——é— (30)
V 1—x?

3. x=—arctgy; y=tgx,

X *1, C052X”— ;— i 1,,
1 T l4tg’x 14 y2
cos’x
arba:
k 1
y’ = (arc th) = ﬁ? (3])




i) e

4. x = arcctgy; y = ctgx,
1 il

S e BT T o N Ml
x’ — sinZx TR P 1L 5
:arba:
i
o} o e MO A e S 2
y’ — (arc ctgx) 1L (32)

‘Kuris radikalo zenklas pirmyjuy dviejy ciklometriniy funkecijy
‘i§vestiniy reikia imti, pareina nuo to, ar kalbamoj vietoj tos funk-
cijos didéja ar mazéja.

Uzdaviniai: Diferenciuoti funkcijos:

127. y = sin2x. )/ sin?x | 2 cos’x
: 142. y= : :

128. y — asinx. sinx

1129, | y — sin’x. sinx

— sin® 143- y R R Ty e e
130. y =—sin"x. Ve os s
1310 y=—sin(x?).

144. y = arc sinnx.

x
132, y =cos s 145. y = arc cos(x2).
133. y — xcosx. 146. y—arctg)/ x.
: 147. y— :

e sinx cosx ¥ ptnees

R AT g 148. y — arc ctg }1{
L x

COSs"X 149. y=arc Sinfré

136. y — sin?(ax 4 b). 1+x
137. y=x—1/5sin2x. : 2x
138. y— 3tg(x 4 1). 150. y=arcsin T .
139. y = tg®x | 3tgx. SR
140. y=tgx —ctgx. 151. y = 2arcsin Ay
141. y = 2sin’x -} 3cos’x. 3+ x

152. Kurio linkmés kampo yra lie¢iamoji funkcijy y — sinx
ir y = cosx koordinaty sistemos pradzios taske?

153. Rasti lie¢iamosios biiklé funkcijos y — tgx, kai x1—.

154, Kuriuo kampu susikerta lieCiamosios funkecijy y=sinx

ir y = cosx taske X=Ai.

el < s

§ 30. RODIKLINIY IR LOGARITMINIU FUNKCIJU
DIFERENCIAVIMAS.
Rodiklinés funkcijos y=a* iSvestine rasime paprastuoju
biidu:

A x x
ri i (@ ENOR @ et L
Ax—0 Ax Ax—0 Ax P
adz

e, AR T T
Ax=—20U N>

Kadangi, einant Ax i nulj, a £x eina j vieneta, tai 24x —1 eina i
nuli. Pazymésime tg skirtuma trupmena %,kur n eina i begalybe,

Ax einant i nulj. I§ lygéiy

e et

3
n
7 3 A 1
rasime Ax: a~% —1-| =
n

Dabar turime

1
4 e
P oa e 2 USSR R :
Ax—0 Ax n—> T
g (1 —l—~)
a n
i g T 0 WL A e R
T =00 nlga (1+1) n—> o0 ig (1+l)n
n 4 # n
= g~ X —a*lg a=a‘lna. %) (33)
Ig, e oy et

»Lna“ reiskia.natfiralinj logaritma skaiciaus a.
Kadangi Ine =1, tai funkcijos y — e* i§vestiné
yi—es (34)

Matome, kad rodikliné funkcija su pagrindu e yra tuo ypatinga,
kad jos iSvestiné lygi paCiai funkcijai. Ta rodikline funkcija
vadiname dar ,,e“ funkcija.

*) Sarysi ‘lgae=lig;a galime gauti Siuo bidu: sakysime,

kad x=1Ige, tai e=a" ir lg I=1g _(");  iS Cia 1= xlg'a,
1=I1ge.lg a
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Rodikliniy funkcijy y =a* ir y — e* atvirkstinés funkcijos
yra logaritminés: x — lg_y ir x —Iny. Juy iSvestines rasime taip,
kaip visy atvirkstiniy funkciju.

gy, 1 1 dx A e
dy dy” @ma_ yima ¥ dy dy & ¥
dx dx
Pakeite kintamuosius vietomis, gauname:
1
ey X frs 35
st 1o s (35)
: IR |
ir Yee=txe gl (36)
X
Uzdaviniai. Diferenciuoti:
155. y — In(ax). ]// a-| bx
. y=1 ik
Inx i et a—bx
Bl Y- 164. y— xe~.
Inx 165. y— fx
157. y e e T iy ]/ x
X
1 .
158. y=In e 300, ;3 == e
3
'159. y=—In(x"). 167. y=—ex.
x &
160. Yime Xie 168. y=ex3
161.4 y — In'sin f 11/ i
- 169 y———(ﬂ,;’_ ,> e
lg x x= X
162. y=1g—:x' 170. y = earc sin (xz—a2)

S8iame skyriuje esame susipazine su funkcijos iSvestines,
arba diferencialy santykio, savoka ir reikSme ir- parode, kaip
diferenciuojamos elementarinés funkcijos. I3vestiné padeda
mums iStirti, kaip kurioje vietoje kinta duotoji funkcija, ir au-
brézti bet kuriame geometrinio funkcijos vaizdo taSke liecia-
maja. Tuo biidu su diferencialio skai¢iavimo pagalba galime
gerokai iStirti padias funkcijas ir iSspresti visa eile geometriniy
ir mechaniniy uzdaviniy.

Dabar trediajame skyriuje nagrinésime algebrines antrojo
laipsnio funkcijas, o ketvirtajame — visokiy elementariniy funk-
cijy kitimo klausimus.

I SKYRIUS

Algebrinés antrojo laipsnio funkcijos.

§ 31. ANTROJO LAIPSNIO LYGTYS SU DVIEM KINTA-
MAISIAIS IR GEOMETRINIS JU VAIZDAS.

Algebrinés lygtys su dviem kintamaisiais, kuriy abudu kin-
tamieji arba vienas katras i§ kintamyju yra antro, bet ne auks-
tesnio, laipsnio, arba kuriy vienam nary yra abiejy kintamiyjy
sandauga, vadinasi antrojo laipsnio lygtimis. Tokios yra, pavyz-
dziui:
x*+y>’—a>=0; x2+y+c=0; x+y>—k—0; xy=c.
x4 a
plyi . nes, pa-
keite jas sveikomis lygtimis, gauname xy —x -+ by —a—0.

Anksciau esame jau jsitikine, kad algebrinés pirmojo laips-
nio lygtys su dviem kintamaisiais geometriskai vicada reifkia
tiese. Atskiri antrojo laipsnio lygéiy geometriskojo vaizdavimo
pavyzdziai yra parode, kad jos reiSkia, paprastai, kreivas linijas.
Reikes dar jsitikinti, kokias, biitent, kreives gali reik$ti antrojo
laipsnio lygtys.

Pacios bendrosios antrojo laipsnio lygtys su dviem kinta-
maisiais yra Sios:

ax? 4 by® 4 cxy + dx -+ ey 4 f — 0.

Taip pat antrojo laipsnio lygtys yra, pav., y =

Vienam ar keliems koeficientams esant lygiems nuliui, tos ben-
drosios lygtys darosi paprastesnés, specialinés. Matysime, kad
koeficientai pasako kreiviy forma ir ju vieta koordinaty siste-
moje.

UzZdaviniai. Rasti geometrinis vaizdas lygéiy:

171. y>*—x=0. 174. x> —y*>=4.

172. (y—1)2—x=0. 175. x>—2xy —2x -} 4y -} 24—0.

173. %>} y2—4,

176. Rasti grafisSkai susikirtimo taSkai kreiviy:

x?—2x + y?—2y=91/,; xy—1.
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§ 32. APSKRITIMAS.

Norédami rasti lygtis apskritimo, kurio spindulys r, imsi-
me koordinaty sistema, kurios pradzia guli apskritimo centre.
0 - IS geometrijos zinome, kad
e P kurio nors apskritimo tasko
P(x;y) (25 bréz.) koordina-
tos turi tokia ypatybe:

x2 4y —r

% Sitos lygtys yra patenkinamos,
kai x ir y reiSkia apskritimo
u taSko koordinatas. Jei tasSkas
guli viduj apskritimo, tai jo
v gk x2 | y2<r? jei uz apskriti-
mo, tai x4 y2>r2 Kadangi lygtis tenkina tik apskritimo
tasky koordinatos, tai jas vadiname apskritimo lygtimis.
Apskritimo lygtys

x4 y? =1 1

kai kada dar raSomos taip:

x2 y2
—2—+ G 1

I Ll

Nebiitinai reikalinga imti koordinaty sistemos pradZia ap-

skritimo centre. Galime imti koordinaty sistemos pradZig ir
kuriame nors taske S (25 bréz.). Naujoje UV koordinaty siste-

moje apskritimo centro O koordinatos bus p ir g. Kadangi

x—u—p ir y=v—gq, tai ituo atveju apskritimo lygtys yra:

(2—p)? + (v—g)* — 1% 2

Sitos lygtys reiSkia apskritima bet kurioje koordinaty sistemoje.

Atskliaute ir atkéle r? i kaire pus¢ gauname
'u2-}-v2—2pu—2qv+p2+q'—‘—r2=0.

Padaugine visus $iy lygéiy narius i§ 4 ir paZyméje naujuosius

ju koeficientus naujomis didZiosiomis abécélés raidémis, gau-

name
Au® -+ Av? -+ Bu-+ Cv+D=0.

L

Vietoj u ir v vél paraSe senagsias x ir y koordinatas, pagaliau:
gauname

Ax?> 1 Ay?>+ Bx -+ Cy + D =0. ; @,

Sitos lygtys yra pacios bendrosios apskritimo lygtys.
Lengva isitikinti, atvirksc¢iai, kad kiekvienos to pavidalo
lygtys tegali reiksSti apskritimg. Padaline visus lyg€iy narius

9 o

i§ A ir pridéje bei atéme po 442 Ir 44 gauname

.  B\® C)QNB’-’,CZ D
(X r2121) +(y+ 24) T 442 442" 4
IS Sity lygciy matyti, kad
B c . VB3 C*—44D
24 Py T i T e

Vadinasi, lygtys Ax>-+ Ay?+ Bx -+ Cy + D=0 reiSkia spin-
dulio r apskritimg koordinaty sistemoje, kurios pradzia taske S’
ir kurioj apskritimo centro koordinatos yra p ir gq.

Kai B?4-C?>—4AD>0, r yra realus skaicius, kai B*--C?*—44 D=0,
r=0 ir apskritimo vietoj turime viena taska (sakome dar: nu-
linio spindulio apskritima) ir, pagaliau, kai B?|+(C?*—44D<0:
r yra menamas, ir lygtys nereiSkia jokios realinés kreivés.

Uzdaviniai:

177. ParaSyti lygtys apskritimo, kurio spindulys yra 5.

178. Parasyti lygtys apskritimo, kurio centro koordinatos-
yra (—3; —5) ir spindulys r=4. Kur stovi koordinaty siste--
mos pradzios taSkas, apskritime ar uz apskritimo?

179. Rasti lygtys apskritimo, kuris eina per koordinaty
sistemos pradzia ir kurio centro koordinatos (2; —3).

180. Parasyti lygtys apskritimo, kurio centrc koordina-
tos yra (5; 0) ir kuris liecia tiese x—y =0.

181. Rasti apskritimo 2(x% - y?) —2x+4 6y —3=0 spin--
dulys ir centro koordinatos.

182. Rasti centrinés (koordinaty sistemos pradZia yra:
centre) lygtys apskr., einancio per taska (—5; 3).
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§ 33. APSKRITIMAS IR TIESE.
Norédami rasti apskritimo ir tiesés susikirtimo tasky ko-

ordinatas, turime iSspresti apskritimo ir tiesés lygé¢iy sistema.
Imsime centrines apskritimo lygtis ir bendrasias tiesés lygtis:

&yt r?
Ye—mx |1
—mn =+ V mn®— (1 + m?) (n* —r2)
- Sp 1+ m? 3
—mn+ ) mr P —n®
TSR e

8io reiskinio realybé pareina nuo posakninés tiekybes (diskri-

————

minantos) Zenklo. Jei poSakniné tiekybé teigiama, tai turime dvi
realines Saknis, vadinasi, ir du tiesés su apskritimu susikirtino
tagkus, jei neigiama — tai Saknys menamos, susikirtimo tafky
néra, tiesé eina $alia apskritimo ir, pagaliau, jei posaknis lygus
nuliui, tai abi Saknys lygios, tiese su apskritimu teturi vieng
bendra taska; ji, vadinasi, liedia apskritima.

Sakysime, kad tiese kerta apskritima. Kertamosios, arba
stygos, vidurio koordinatos yra

X1 ‘+ Xo 2mn
N e g
y1+y2 2n
e e
13 §ity lygybiy eina, kad
1
Parn weoinky,
arba apskritai:
1
onoe X

Vadinasi, stygos vidurio koordinatos yra tieséje, kyri eina per
koordinaty sistemos pradzia, tad ir per apskritimo centra, stat-
meniskai i duotaja styga. Kadangi lygiagretés stygos turi ta
pati statmeni, einantj per apskritimo centra, tai gauname, kad
lygiagreciy stygu viduriai stovi stygos statmenyje, einanciame

iy

per apskritimo centrg. Toks statmuo kerta apskritima dviejuose
taskuose. Jis vadinamas diametru. Diametro lygtys

1
. B T €))

kai stygos lygtys
_ y—mx-+n. *

Uzdaviniai.

183. Rasti tiesés 2x — 7y+ I =0 ir apskritimo x*+ y2=9
susikirtimo tasky koordinatos.

184. Rasti susikirtimo taSkai tiesés 5y —x | 2=0 ir ap-
skritimo (x—3)2+ (y + 1)*=09.

185. Kuriuose taskuose kerta apskritimg x?-} y®=109
tiesé, kuri eina per taSka P(4;—3) lygiagrediai su tiese
3x +7y—3=0?

186. Kokio ilgumo yra styga, kuri kerta apskritima
x2 4 y?—100 ir kuri to apskritimo spindulio yra daloma pu-
siau taSke P(1;—1)?

§ 34. APSKRITIMO TANGENTE IR NORMALE.

Tiesé, kuri teturi vieng bendra taska su kreive ir eina vie-
noje jos puséje, vadinasi kreivés lie¢iamoji, arba tangen-
té. IS praéjusio skyriaus zinome, kad lieciamosios linkmeés
kampo tangentas lygus funkcijos, reiskiancios kreive, iSvesti-
neés reiksmei lietimo taSke. PaZyméje kreivés funkcijg f(x) ir
linkmeés kampg a, turime

(%) = tga.
I§ apskritimo lygciy randame tga apskritimo tangentes,
lie¢iané&ios apskritimg taSke P(x1; y1):
x2 4 y?—12
s X x X1
bl T e e M i ——};4 tga=—“}71'
Kadangi tiesés, einancios per taska P(x1;y1), lygtys yra
y—y1=m(x —x1),
tai apskritimo tangentés taske P(xi;y1) lygtys bus

X1 (
VLot 4k i 1)

YY1+ Xx1 = v+ 4
XXy — T (5)




(

SLG6 s

"N\ Normalé yra statmuo j tangente lietimo taike. Apskri-
timo normalés lygtys gaunamos i§ tangentés lygéiy
X1

Yot — ).

Jos yra
y—n="1 (x—x),

4
= e 4.:¢
1 P

Vi
L g LA 6
X, (l‘

X1

%

nes lieiamosios ir normalés kampiniy koeficienty sandau-
ga lygi —1. Matome, kad apskritimo normalé sutampa su
apskritimo skersmeniu ir spinduliu.

Tangentés ir normalés ilgumu vadiname .atkarpg nuo
lieCiamojo tasko ligi tangentés ir mnormalés susikirtimo su
abscisy aSimi.

Uzdaviniai:

187. Parasyti apskritimy x4 y?>—41 ir x*4y>—6x—8y-|8—0
tangentés ir normalés, einanciy per taska P, (5 ;4) ir P> (7 ;5 5),
lygtys. 7

188. Rasti apskritimo x? 4 y% 4 10x + 16y —91=0 tan-
gentés taske P(—11; 4) ilgumas.

189. Kuriuo kampu susikerta apskritimo x? 4 y?> = 625 tan-
gentés taSkuose P1(24 ;7) ir Py(—15 ;20)?

190. ParaSyti lygtys tangentés, einancios i§ tasko P(0 ; 10)
ir lieciancios apskritimg x* + y? = 36.

191. ParaSyti tokio apskritimo lygtys, kurio centras yra
koord. sist. pradzioje ir kurj lieCia tiesé 12x | 5y — 78 — 0.

192. Jrodyti, kad apskritimo (x —p)?-+ (y —¢)?>=1r> tan-
gentés lygtys yra (x—p) 1—p)+ @ —¢q) i—q) =1~

B AP, S B

§ 35. CENTRINES BELIPSES LYGTYS.

Elipse vadiname tokia kreive, kurios taSky nuotoliy nuo
dviejy pastoviy taSky suma yra pastovus dydis. PaZyméje pa-
stoviuosius taSkus raidémisF;, F,, elipsés taSka — P ir pastovy
dydj — k, turime

PF, +PF,=k.

S

Pastovieji elipsés taSkai vadinasi elipsés Zzidiniais, arba
fokusais; elipsés tasko nuotoliai nuo jy — zidinimais spindu-
liais, arba radijais vektorais. Zidiniy atstumo pusé vadinama
linijiniu ekscentricitetu®)

PaprasCiausias biidas elipsei iSbrézti yra toks. Elipsés zi-
diniuose jsmeigiame dvi adatas. Ant jy palaidai uZmetame su-
ristais galais sitila. PieStuku iStempe sifila, bréZiame aplink
zidinius sitilo leidziama
linija. Ji bus elipsé, nes
piestuko nuotoliy nuo
abiejy adaty suma bus pa-
stovus dydis (zitr. 26
bréz.). Norédami rasti
elipsés lygtis, imsime Zi-
dinius jungiancig linija
abscisy asimi, o | ja stat-
menine linijg, einancia

26 breéz. per zidiniy nuotolio vi-

durj, ordinaty aSimi. Be

to, pazymésime elipsés ekscentriciteta raide c¢ ir pastovia zidi-

niy elipsés taSko spinduliy suma nebe k, bet 2a. IS brézinio
matyti, kad ’

PFP=ir?= (cHx)?+ 32 n=V(c+ 2+
ir  PF?—r2=(c—x)2+y, =) (c—x)*+ y
Tad pirmasis elipsés lygciy pavidalas yra
Ve+n:+y +V (c—x)+y*—2a
ISvaduosime Sias lygtis i§ irracionalybiy. Perkéle viena radi-

kala i deSine puse, pakéle abi lygciy puses kvadratu ir tinkamai
jas sutvarke, galime gauti: ’

@+ 72+ ) +V @+ 5+ o) —dcixr —2a
PanaSiai dar karta pakéle kvadratu, gauname

(& 4 * + ¢ — doix? — [(x + y2 4 ¢2) —22°]
ir, pagaliau,

x2(a2 — ¢2) + y?a® — a?(a2 — c2?) — 0.

c
*) Kad atskirtume nuo numerinio ekscentriciteto e — —

(Fifir. 26 bréz.). a
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IS brézinio matyti, kad 2¢ < 2a, vadinasi, galime, kad biity trum-
piau, paraSyti
a? —c?=p>

Padaline abejas elipsés lygciy puses i§ a®h? pagaliau, gauname
atsimintino pavidalo elipsés lygtis:

x2 y2 0

A e @

Sitos lygtys yra tik elipsés tasky koordinaty lygtys. IS tikryjy,
lengva jsitikinti, kad kiekvieno tasko Q(xi;y:), kuris yra to-
liau nuo koordinaty sistemos pradZios negu atitinkamas elipsés
taskas,

X12 y 2

1
Ayl

a2
ir tasko R (x» ; y2), kuris yra arciau,

+y_1<1

Kadangi a ir b yra pastoviis dydziai, tai x ir y turi biiti
aprézti dydziai, vadinasi, elipsé yra aprézta uzdara kreive, nes
kitaip

22 y?
e s nebi .
pe —- b2 ebiity lygu 1
Kiekvieng teigiama arba neigiama x reikSme atitinka viena tei-
giama ir neigiama vienodo absoliutinio didumo y reikSmeé, bi-

tent,
b e
= ~l/ a—
a

IS &ia matyti, kad elipsé yra simetri§ka figlira. Ji kerta dvie-
juose taSkuose kiekviena koordinaty sistemos aSj. IS lygciy
matyti, kad
' Baity =00 et b,
kai y—0, x==*a;

Taigi a ir b yra atkarpos, kurias elipsé kerta, koordinaty siste-
mos aSyse. 2a vadinasi elipsés didzioji aSis, 2b — ma-

B

%0ji. ASiy galai vadinasi elipsés virSiinémis ir aSiy su-
sikirtimo taskas — elipsés centru. Dél to' pacios elipsés lygtys
X2 y2

F !

vadinamos centrinémis lygtimis.
Paéme + x — ¢, gauname po dvi prie§ingas lygias Zidinines

. & ; : : E
ordinatas y = == ey Tos ordinatos vadinamos elipsés pus-

parametriu ir Zymimos raide p:
b2 .
B 5 (®
Elipsé yra zinoma, kai duoti du kurie i§ jos keturiy dydziy:
ilgoji asis, trumpoji aSis, ekscentricitetas, pusparametrls
Jei elipsés aSys yra lygios, tai elipsé

2 y?

s — =1

a’ ? b?
virsta apskritimu:

x2 y2

A g

Taigi apskritimu galétume vadinti tokia elipse, kurios aSys yra
lygios, arba kurios ekscentricitetas lygus nuliui.
UzZdaviniai:
186. Rasti Zidiniai elipses,. kurios a=—2J5 ir b=3.
2 2
187. Rasti elipsés ;%+ ':’9 — 1. ekscentricitetas.
188. Parasyti lygtys elipsés, kurios b =3 ir p=1. |

189. Rasti elipses _ + = 1 susikirtimo taskai su aSiy

pusiaukampinémis.

190. Rasti, kur stovi taskai-(1;—3); (—4;1); (3;2,4), kai
elipsés a=135 ir b=3.

191. Rasti elipsés aSys, kai ¢=5 ir p=2.

192. Irodyti, kad Ax2- By?+4 C=0 yra elipsés lygtys.

193. ParaSyti lygtys elipsés 64x® - 109y> — 6400 Zidininiy
spinduliy, einanéiy per taSka P(8;y>0).
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194. Kokji kampa sudaro elipsés 9x? 4 25y% — 225 zidini-
niai spinduliai, eina per taska P (4, y > 0)?

195. Kiek mm skiriasi trumpoji Zemés kelio apie saule asis
nuo ilgosios, jei ilgoji lygi 1 m ir jei zemeés artimiausio ir to-
limiausio nuotolio nuo saulés santykis yra 29 : 30?

196. Marso kelig tikrindamas, Kepleris rado savo pirmajj
désnj (planety keliai yra elipsés, bet ne apskritimai, kaip mané
Kopernikas). Rasti, kiek skiriasi Keplerio elipsé nuo Koperniko
apskritimo, jei Marso ¢ :a— 0,093.

197. Kur yra Zemés meridiano zidinys, jei ekvatorinis Ze-
mes spindulys yra 6378,2 km ir poliarinis 6356,6 km?

§ 36. VIRSUNINES ELIPSES LYGTYS.

Kai koordinaty sistemos aSys sutampa su elipsés asimis,
elipsés lygtys yra

x2 y2

ty sistemos pradzia i
elipsés centro i jos vir-
Sting A. Nauja sistemg
pazymeésime UV. I§ breé-
27 breéz. Zinio matyti, kad

U=x-tair x=y—ga
VS =y y=v.

Istatysime j elipsés lygtis naujos sistemos koordinatas:
(u—a) v2
T
b*u® — 2ab%u | 22b% 4 a2v2 — g2pe,
. . ve .' . . . 2
Sujungsime panaSius narius ir vietoj b‘paraéysime D
a

2ab*u b2u?
V2 _
a2 a2
vi=2pu — - u?

Perkelsime koordina-’

SEEGOT

Pazyméje naujasias koordinatas x ir y, turésime elipsés lygtis

P
y?=2px — 3X2 , 9

lf:urios vadinamos virstinineémis.

Uzdaviniai:

198. Isitikinti, kad: a) perkélus ‘centriniy elipsés lygciy
koordinaty pradzig i taska Q(i; k), gaunamos lygtys pavidalo
Ax*+By?+4 Cx+ Dy + F=0; b) pasukus koordinaty sistema
kampu «, gaunamos lygtys pavidalo Ax* |+ By? -+ Cxy -+ D = 0.

195. Elipsés virsiininés lygtys yra y?> = Sj-x = :15 x%. Rasti

elipsés aSys ir parasSyti asSinés lygtys. .

200. Duotos dviejy elipsés taSky koordinatos (2;1) ir
(6; —1) centrinéje koordinaty sistemoje. Rasti §iy ilgumas ir
parasSyti tos elipsés centrinés ir vir§fininés lygtys.

§ 37. ELIPSE IR TIESE.

Issprende lygciy
X2 y.?
@/ /=1
ir

y=mx-+n
sistemg, gauname elipsés ir tiesés susikirtimo taSky koordinatas.
Sakny yra po dvi realines (kurios, be to, gali biiti ir lygios)
arba menamas, ziiirint kokia yra radikaly diskriminanta: teigia-
ma (ir nuliné) ar neigiama.

Sakysime, kad diskrinrinanta yra teigiama, vadinasi, tiesé
kerta dviejuose realiniuose taSkuose€ elipse. Tokios kertamosios,
arba stygos, vidurio koordinatos yra :

X1+ X%, a’min b*n

BRI L et

Padaline y i§ x, gaungme

b2

X3 .
a’m

Y=

Kadangi lygiagreciy stygy lygtys turi tuos pacius kampinius
koeficientus ir vienos nuo kity tesiskiria laisvuoju nariu ir ka-



L

dangi laisvasis marys n i paskutines lygtis nejeina, tai galima
parasSyti lygtys
b2

Pl s g o &y (10)

kurios reiSkia tiese, jungiancia lygiagreciy stygu vidurius. Bet
tos lygtys taip pat reiSkia tiese, einancia per koordinaty siste-
mos pradzia. Pazyméje tas lygtis trumpiau

y = px,
x2 oy
randame, jy susikirtimo su elipse 2 - B2 =1 koordinatas
ab J nab
—t o o B R G
Ty O @y T 1 S bipane

Taigi kiekviena tiesé, einanti per koordinaty sistemos pradzia,
kerta elipse dviejuose simetriSkuose taskuose. Todél tokia tiesé

vadinama elipsés skersmeniu, o koordinaty sistemos pra- -

dZia elipsés centru. Tad bet kurios elipsés skersmens lyg-
tys yra
b>

[ —72* X,

a’m
jei a ir b yra elipsés pusaSés, o m kampinis koeficientas stygos,
kuria skersmuo dalo pusiau.

Uzdaviniai:

201. Kuriuose taSkuose tiesé 5x - 6y—30 kerta elipse
25x2 4 36y2 — 900?

202. Kuriuose taskuose kerta elipse 64x2 - 100y = 6400
tiesé, kuri eina per zidinj (+c) sudarydama su x afimi kampa
@ = 30°?

2 2

203. Kuriuose taSkuose elipsé EJ'_ —;’g =1 yra kertama

stygos, dalancios teigiamgsias elipsés pusasis pusiau.
204. Rasti kvadrato, jrasyto j elipse, kuriosa—4 ir b = 3,
krastinés ilgis.
205. Duota elipsé 81x2 - 100y% — 8100. Rasti ilgis jos skers-
mens, einanfio per vidurj stygos 20y — 9x — 15.

206. ParaSyti lygtys stygos, kuri eina per elipsés
x2 2

¥ 5 .
100 61=1 taSka P(8;y>0), ir skersmens y=125% yra da-

loma pusiau.

& — 73 —
§ 38. ELIPSES TANGENTE IR NORMALE.

IS elipsés lygciy

X2 y2 o
atpE=!
gauname
y =2V &z
a

Diferenciave tas lygtis, gauname bet kurios elipsés tangenteés
kampiuj koeficienta:

b —2x e
y’ =a|sle — == _.*‘T_.
a JVa2—x2 28y

Lygtis tangentés taSke (x; ;y:) galime parasyti

Yy—yi=m(x—x1);

b X1
y—y1= _32y1 (X—Xl).

Atskliaute ir pertvarke tas lygtis, gauname

XXy yyi X4 Y12
b

_32"1‘ 5 ="az'+’b2 i

x 2 2 . !
Kadangi ——12 -+ %12 = 1, nes x; ir y; yra elipsés tasko koordinatos,
a

tai tangentés lygtys yra Sios:

R g B0 v e (11)

Jos lengva atsiminti, nes mazai tesiskiria nuo paciy elipsés lyg-
Ciy. Norédami rasti, kuriuose taSkuose tangenté kerta elipsés
asis, turime j jos lygtis pakaitomis jstatyti y; —0 ir x; =0, nes
tangentés susikirtimo su x aSimi ordinata lygi 0 ir susikirtimo
su y aSimi abscisa lygi 0. Gauname:

a? - b2

Xo—— I yo=——.
0 x ¥ 71
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IS siy dviejy lygybiy galime parasyti proporcijas

Xi8=a:% ir y:b=b_:y,.

IS visy ty lygéiy matyti lengvas tangentés brézimo biidas.

Ly 28 brézinyje PB
yra tangentés ilgis,
o PC — normalés.
Pazyméje, kaip pa-
prastai, lieciamojo
taS8ko koordinatas x;

ir y; ir atsimindami,
kad taskai B ir C yra
tie, kuriy y = 0, leng-

28 bréz. vai  apskai¢iuojame
tangentés ir normalés ilgj:

or BORON S (@ —x:22
PB — (}1 — X1) + yi® = (‘*XT*) +¥*
(@ —b)x, btx2

L ety

Tangentés projekcija abscisy aSyje vadiname subt angen-
te, normalés — subnormali aja, arba subnormale. I to
paties 28 br. matyti, kad subtangentés AB ilgis yra

ir

a2 a2'—X12
— — Xl ==

X1 X1

ir subnormalés 4C ilgis

(@—b*)x, — b’x; b’x,

a2

UZdavniai: 207. ParaSyti lygtys lietéjos ir normalés

el 7
a) elipsés T6_§+1_ZT= 1 taske P(5;y; > 0);
| %2 y2
b) elipsés 60 T S0 1 taske P(x; <0;6);
2 sih)? S Hd-2)2
c) elipsés (3“6) ke 5 Abes 1 taske P(x, <0;—6).

208. Suskaiciuoti tangentes, subtangenteés, normalés ir sub-
normalés ilgiai elipsés 2

’§+ y*=1 taske P(1; y > 0).

H 1P E R .BRO T, I

§ 39. HIPERBOLES LYGTYS.

Hiperbolé yra tokia kreive, kurios tasky nuotoliy nuo
dviejy duoty pastoviy tasky skirtumas yra pastovus dydis. Pa-
stovieji taskai vadinami hiperbolés Zidiniais (fokusais). Puseé
jy nuotolio vienas nuo antro vadinasi hiperbolés linijiniu
ekscentricitetu. Jis, paprastai, Zymimas, kaip ir elip-
séje, raide c. Tiesé, jungianti bet kurj hiperbolés taska su vie-
nu ar antru zidiniu, vadinama Zidininiu s pinduliu, arka
radiju vektoru.

Hiperbolés lygtis gauname
panasiai, kaip elipsés. Absci-
sy asimi imame tiese, jungian-
Cig hiperbolés zidinius, ordina-
ty aSimi — statmenj, pakelta i§
zidiniy nuotolio vidurio. Pa-
stovy nuotoliy skirtuma vél
pazymeésime 2a.

Tebiinie taskas P(x; y)
hiperbolés taSkas (29 bréz.) IS
brézinio matyti, kad to tasko
koordinatos patenkina lygtis

29 brez.

Vet +y¥—V (x—c) fy’—2a
Issivadave i§ radikaly, gauname -
x2(a® — 02) + yla? — g%(a® — 02) ke O

Kadangi trikampyje dviejy kraStiniy skirtumas yra mazesnis
negu trecioji kraStiné, tai

rl—r2=2a<20,



g =

vadinasi, a < ¢. Todél trumpumo déliai nebe a2 — c?, bet ¢ — a®
pakeidiame b? ir, padaline visus lygciy narius i§ a’bh% gausime
centrines hiperbolés lygtis:

Sy (12)

T
IS hiperbolés lygciy gauname
o SR AN
W 5 V %2 —a2.

IS ¢ia matyti, kad kiekviena, teigiama ir neigiama, x reikSme ati-
tinka po dvi vienodo absoliutinio didumo bet priefingais zenk-
lais y reikSmeés. Taigi hiperbolé yra simetriSka kreivé abiejy
koordinaty sistemos asiy atzvilgiu. Kai y =0, x = =+ a, vadina-
si, hiperbolé kerta x asj dviejuose taSkuose, kurie vadinamiAelip-
sés virS§tinémis. Tuo tarpu, kai x =0, y -iSeina menamas,
tad hiperbolé y asies i§ tikryjy visai nekerta (zifir. 29 bréz.).
Todél hiperbolés simetrijos aSys — viena, x aSis, vadinama p a-
grindine tikrgja aSimi, antroji, y aSis, Salutine mena-
maja. Atkarpos b ilgis galima surasti i§ lygybés

b2 — 2 —a2,

i§ kurios matyti, kad b yra statinis tokio trikampio, kurio jZam-
biné c ir antras statinis a (zifir. ta patj bréz.).
Asiy susikirtimo taskas O vadinasi hiperbolés centru.
Zidininés hiperbolés ordinatos vadinamos pusparame t-
riais. Jos, kaip ir elipses, lygios

b?

= 4+
p g

Turint hiperbolés lygtis, lengva sukonstruoti pati hiperbo-
lés kreivé. Ji yra dvisakeé linija, kurios galai nueina j begalybe
(zitr. 29 br.).

Perkeéle koordinaty sistema i§ tasko O i taska A, nepasak-
dami koordinaty asiy, gauname hiperbolés virSiinines lygtis:

p?
v? = 2pu + > a,
arba

y2=2px+§ x* . (13)

Sl

Uzdaviniai.

209. ISbrézti hiperbole, kurios a—2 ir ¢ = 3.

210. JIrodyti, kad tiesé, einanti lygiagreciai su x asimi, ker-
ta hiperbole dviejuose realiniuose taskuose.

211. ParaSyti centrinés hiperbolés lygtys, kai a=4 ir p=25.

B

212. Kokia linijg reiskia lygtys: B 12

213. Rasti lygtys hiperbolés, kurios centro koordinatos m
ir n ir kurios pagrindiné aSis lygiagreté su x aSimi.

“

bl P X
14. Hipe'raboléz2 — . =1 eina per taSkus A(18; 20) ir

B(—24; —15). Rasti jos asys.

§ 40. HIPERBOLE IR TIESE.

Hiperboles
X?’ 2
sl
2 b?
ir tieseés y=mx -+ n

susikirtir;lo taSky koordinatas randame, iSsprende tu dviejuy lyg-
iy sistema. Gauname du Sakny dvejetus, vadinasi, tiesé kerta
hiperbole, taip pat, kaip ir elipse, dviejuose taskuose. Ar jie
realiis, pareina nuo poSaknio tiekybés, arba diskriminantos, -
n? -+ b>—a?m? Kai ji teigiama, turime dvi realines Saknis, kai
ji neigiama, turime dvi menamas $aknis.

Panasiai, kaip elipséje, galima jrodyti, kad tiesé, jungianti
lygiagreciu Hiperbolés stygy vidurius, eina per koordinaty sis-
temos pradzig ir dalo hiperbole i simetriSkas dalis. Todél tekia
tiesé vadinama hiperbolés skersmeniu. Jo lygtys

b2

x.
a’m

y=

Skersmenys, kaip ir aSys, gali kirsti hiperbole realiniuose arba
tik menamuose taikuose. Pirmuoju atveju jie vadinasi pagrin-
diniais, antruoju — Salutiniais.
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§41. HIPERBOLES TANGENTE, NORMALL IR
¢ ASIMPTOTES.

ﬁéporbolés tangentes (lietéjos) ir normalés Iygtis randame
lygidi tokiu pat biidu, kaip elipsés. PaZymeéje liediamojo tasko
Koordinatas x; ir Y1, gauname lygtis tangenteés

X1X_ Y1Y oX

S 1 i (14)
ir normalés
Y1
Yy—y1—— ble(x — X1} (15)

Rasime lygtis tangentés be galo tolimame hiperbolés tagke.
IS paprastyjy tangentés lygéiy gauname

b2X1 b2
== 0 X ——
a‘yy Y1 *
o i$ hiperbolés lygéiy turime

Bkl
YI . igl/-xlz'_azx
todél
b2X1 b2

= X—

+ ab) x.2— 2° V1

K.ai X, —> o0, tai ]/ x?—a® > x; ir Y1 —> oo, ir tuo atveju tangen-
tes lygtys virsta §iomis paprastomis lygtimis

b

b b
Lygtys y — —{—;x ir y=—gx reiSkia dvi tieses, kurig kiekvie-

na lie¢ia hiperbole dviejuose be galo tolimuose taSkuose; jos va-
dinamos hiperbolés asim ptotéemis. Kaip matyti i§ lygéiy,
asimptotés yra tiesés, kurios eina per koordinaty pradzig ir ku-

. . . - b b
Iy vienos kampinis koeficientas +—, o antros ——. Nusibre-
a a

Zus hiperbolés asimptotes, lengviau bréti ir tarp ju gulincia hi-
perbolés kreive. ;

BECLE e

Uzdaviniai:
215. Irodyti, kad lygtys
X2 y2 >

E A
reiSkia drauge abi hiperbolés asimptotes.

216. ParaSyti tangentés 'ir normalés lygtys hiperbolés
25x* — 16y* =400 taske P(8; y; <0).

217. ParaSyti lygtys hiperbolés, jei ji lieiama tiesés
5x — 4y — 16 taske P(5; 2}1).

218. " Parasyti Iygtys hiperbolés, jei jos tasko A(8; -+ yi)

) subtangenteé lygi 3,5 ir subnormalé lygi 2.

219. Kuriame taSke ir kuriuo kampu susikerta hiperbclés
x°—4y® — 144 tangentés taSkuose P; (13 ; y; > 0) ir P,(—13;
y2>0)? .

220. Kuri kampa sudaro hiperbolés 16x2—25y2— 400
asimptotés?

§ 42. LYGIAKRASTES HIPERBOLES ASIMPTOTINES
- LYGTYS.

Hiperbolé, kurios aSys lygios, vadinasi lygiakraSte.
Jos lygtys yra

=2 ¥?
F =1 (17)
arba x%—y% = 2%,

Jos asimptociy ly.gtys yra
y= £ x.

Tad lygiakrastés hiperbolés asimptotés yra staiakampés ko-
ordinaty sistemos pusiaukampinés; jos yra viena antrai statme-
niskos. { ;

Imsime lygiakrastés hiperbolés asimptotes naujos koord;na-
ty sistemos aSimis. Jos i buvusigja sistema yra pasuktos — 45°
kampu. Pasinaudodami § 11 lygtimis, iSreiSkiame buvusios ko- .
ordinaty sistemos koordinatas naujomis koordinatomis ir gau-
name:

(ucos45° 4 vsin45°)2 —(— usind5® + ucos45°)2 — a2

u”cos?45° + 2uvcos45%in45° }- v2sin245% —

— u?sin?45° - 2yvsind5°c0s45° — v2cos245° — 22,
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Kadangi sin45° = cos45°%, tai lygtyse galime sujungti eile pana-
$iy nariy ir gauti:
4uvsin45°cos45° = a?
y Y 2uvsin 90° — a2
a?

BV

z_ Pazymeéje naujos koordinaty sistemos
koordinatas x ir y, turime

a2
EF =gty (18)
u
30 bréz. Tai asimptotinés lygiakrastés hiper-

bolés lygtys.

PARABOLE
§ 43. PARABOLES LYGTYS.

Parabolé yra tokia kreive, kurios taskai yra lygiai nutole
nuo duotos tiesés ir nuo vieno duotojo tasko. Duotoji parabolés
tiesé vadinama jos direktrisa,

taSkas — zidiniu.
D y M/ Norédami gauti parabolés lygtis,
, nuleisime i§ zidinio F' (31 bréz.) ant
E direktrisos DD statmenj. Jji imsime
i abscisy asimi. Ordinaty a$j gausime
I
|

P 0 x pakéle statmenj i§ vidurio atkarpos
Fr PF. Nuotolj PF, 7idinio nuo direkt-

! 7 . ~ . . . .
F ORGP L e risos, zZymeésime p. Paéme bet kurj

parabolés taska M(x;y), turésime
MD = MF

IS brézinio matyti, kad

MD — lzi-{-x

/. p 2
ir MF=V(§- ——x') +y2 .

31 bréz.

L MLl

Tad parabolés lygtys yra

eV

=
G o=
y* = 2px. (19)

I§ parabolés lyg€iy matyti, kad parabolé eina per koordinaty
pradzia simetriSkai x-y aSiai, nes kiekviena teigiama x-o reiks-
me atitinka po viena lygia, teigiama ir neigiamg, y reikSmeés.
Abscisai be galo didéjant, ordinata taip pat be galo didéja, va-
dinasi, parabolé yra atdara kreivé. Taciau ji néra dvisake, kaip
hiperbolé: kai x yra neigiamas, y yra menamas.

Kadangi x aSis yra parabolés simetrijos asis, tai ji vadinama
parabolés aSimi, taSkas O yra jos virsiiné. IS parabolés
lygéiy iSskaidiave Zidinine ordinata (x= %), randame

y=—=xp,
vadinasi, p yra pusparametris, kaip elipséj ir hiperboléj. Pus-
parametris pats vienas nustato parabolés pavidala.

Sugretine elipsés, parabolés ir hiperbolés virSiinines lygtis

4

P
2=2 ___x2,
¥ 124 =
y2:=2px
ir : y?=2px 4 g x2

matome, kad parabolé yra tarpiné kreivé tarp elipsés ir hiper-
bolés. Kadangi numerinis ekscentricitetas elipsés

e—= —
a

yra maZesnis uz vienetg, o hiperbolés didesnis uZ vienets, tai
parabolés numerinj ekscentriciteta galime laikyti lygiu vienetui.
Uzdaviniai:
221. Parabolés zidinig nuotolis nuo jos virsiinés yra 3.

. ParaSyti parabolés lygtys.

222. Ar stovi taskai (2;3); (—1;2); (3;—1); (1,8;--3)
paraboléje y?= 5x?
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223. Perkeliame koordinaty sistemos pradZia i Zidinj, ne-
pakeisdami aSiy linkmés. Rasti Siuo atveju parabolés lygtys.

224. ParaSyti virSlininés parabolés lygtys, Zinant jos tatka
P(x13y1)?

225. ISbreézti paraboles, kuriy lygtys yra y? — 3x; y? — 5x;
¥ —0,5x.

226. Isbrézti parabolé y — x? ir rasti jos zidings ir direkt-
rise.

227. Irodyti, kurig kreive reiskia lygtys

ay?+ by +cx-+d=0.

§ PARABOLE IR TIESE.
Lygciy
e 2Ry
ir
y=mx-+n
sistemos Saknys yra parabolés ir tiesés susikirtimo tasky ko-
ordinatos. Sakny diskriminanta p? —2mnp gali biiti teigiama,
nuliné ir neigiama; vadinasi, tiesé kerta parabole dviejuose
taskuose, ja lieia viename taSke arba nieko bendra su ja neturi.
Sakysime, kad tiesé kerta parabole dviejuose taskuose. Ty
taSky stygos vidurio ordinata gaunama

e
G AR SR
Vadinasi, stygos vidurio ordinata nepareina nuo stygos laisvojo
nario. Turédami eile lygiagreciy stygu, kuriy lygtys vienos nuo
kity tesiskiria laisvuoju nariu n, gauname jy vidurio vis ta
pacia ordinata, biitet, i Taigi, lygiagreciy stygy vidurio
m
koordinatos tenkina lygtis
y=2,

kurios reiskia tiese, lygiagrete x-y aSiai.

Tiese, jungianti elipsés arba hiperbolés lygiagrediy stygy
vidurius, buvo vadinama ty kreiviy skersmeniu. I§ analogijos

tiese y = 2 taip pat vadinama parabolés skersmeniu. Ji kerta

parabole tik viename taske, tuo tarpu kai kitos tiesés ja kerta

Bl s

dviejuose taskuose. Parabolés tangentés ir mormalés lyg-
tis galime gauti tuo paciu keliu, kaip elipsés arba hiperbolés.

y>=2px ;
y=V 2px;
p p

PE T e e ]
v Vodpx' ¥

'y—yl=£(x—xl);
F yi

y1¥ — y1® = pX — pX1 -+ pXi— PXi.
Kadangi y,>—2px; =0, tai
y1iy = p(x + x1) (20)

yra parabolés tangenteés

ir y—y1=—;yf (x—x1)
normales lyg'zys. p:

Istate i tangentés lygtis pakaitomis y—=0 ir x =0, gau-
name ilgj atkarpy, kurias ji atkerta x-y ir y-u asyse; bitcnt,

—x; ir il Taigi, tangenté atkerta abscisy aSyje i kaire

nuo koordinaty pradzios atkarpa,
kuri yra lygi lietimo tasko absci-
sai, o ordinaty aSyje — atkarpa,
lygia lietimo.taSko ordinatos pu-
sei. IS Cia eina labai lengvas tan-
gentés brézimo biuidas.

Normalé

y—p——12 (x—z) (21)
p

32 breéz.

atkerta abscisy aSyje atkarpa
x; + p. IS brézinio matyti, kad parabolés subnormalé visada
yra lygi parabolés pusparametriui p.

Uzdaviniai :

228. Duota parabolé y?—8x ir skersmuo y | 3=0. Pa-
rayti lygtys stygos, einanios per taska (5;2), kuri to skers-
mens daloma pusiau..
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229. Iroqyti, kad tiesé 1llx—6y -+ 9—0 liedia parabole

y?=11x ir rasti lie¢iamojo tasko koordinatos.

230. Irodyti, kad parabolés y — x2 tangentés lygtys taske
(x1; y1) yra y + y1 = 2x:1x.

231. Kuriuo kampu kerta parabolé y2—8x apskritimg
x? | y? — 128? »

§ 45. BENDROSIOS ANTROJO LAIPSNIO LYGTYS.

Apskritimo, elipsés, hiperbolés ir parabolés lygtys yra pa-
prastai antrojo laipsnio nepilnos lygtys, nes jose daZniausiai
truksta kintamyjy sandaugos ir ty kintamyjy pirmojo laipsnio
nariy. Taciau ir ty nariy esimas, kaip ne kartg galéjome isiti-
kinti, ypa¢ spresdami uzdavinius, visai nereiskia kokios naujos
kreivés, o tik kad koordinaty sistema nesutampa su ta, kuri yra,
paprastai, pasirenkama, sudarant minéty kreiviy lygtis.

Sakysim, turime pilnas dviejy kintamyjy antrojo laipsnio
lygtis

ax® 4 by? + cxy 4 dx 4 ey 4 f—0.
Koordinaty sistema pasuke kampu a, koordinatas pakeiciame
taip: X = UCOSa — vsina
: y = usina -} vcosa.

Tuo bidu gauname lygtis
a(ucosa — vsine)? + b(usina | vcosa)? c(ucos® — vsine) .
(usina -+ vcosa) + d(ucosa — vsine) 4 e(usina -+ vcose)+£f — 0.

Atskliaute ir sutrauke panaSius narius, gauname kintamyjy u
ir v sandaugos koeficienta:

— 2acosa sina - 2bsina soca + ¢ (cos2x — sin%a).

Norédami, kad tas koeficientas bty lygus nuliui, turime pasi-
rinkti atitinkamg kampa a, biitent:

ccosZ2a — (a—b) sin2a —0

c
A S (22)

Vadinasi, pasukus koordinaty s1stemos aSis kampu o, kuris gau-
namas is lygybeés

e
b o Zary g
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kvadratinése dviejy kintamyjy lygtyse iSnyksta abieju ki'nta.l-
muyjy sandaugos narys. Pazyméj¢ naujuosius koeficientus rai-
démis k, I, m,...., gauname lygtis Sio pavidalo:

. ku?® +1v? 4+ mu 4 nv 4+ g =0.

Sakysim, kad né vienas i§ Siy lyg€iy koeficientas nel}.rgus nu-
liui. Perkelsime koordinaty sistemos pradzig i nauja vieta. Ta-
da tebfinie ‘

U—x—p ir v=y—gq.
Gauname

k(x—p)*+1(y—q)*+m(¥—p)+na(y—q)-+8=0,
kx*41y*-+ (m—2kp)x+ (n—21q) y-+kp*+1q*—mp—ng + g = 0.

Siose lygtyse x ir y koeficientus galime prilyginti nuliui ir

gauname oot a

B MR A
Pacios lygtys igyja pavidala

kx? 4 ly?=s.

Jei s &= 0, gauname
Ax? | By?=1.

8iy lygciy reik§mé mums jau pazistama:
1) jei A ir B abu teigiami — turime elipse;
2) jei A ir B Zenklai nevienodi — hiperbolg; 5k
3) kai A ir B yra neigiami, tai lygtys nereiSkia jokios
realinés kreivés, nes dviejy neigiamy nariy suma ne-
gali buti lygi 1;
4) kai, pagaliau, koeficientai A ir B vienas antram lygus

turime apskritima.
Dabar turime dar iSnagrinéti tuos atvejus, kai kurie nors

paskutiniy lyg&iuy koeficientai lygiis nuliui.
1. Jei lygciy
Ax? -+ By?=1,

A arba B lygu nuliui, tai gauname

1 i
y=7§ arba X=l/;4,
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tai yra lygtys tiesiy, lygiagreciy 'su koordinaty sistemos aSimis,
2. Jei
Ax? 4 By?>—0,
tai skiriame du atvejus: a) A4 ir B yra vienody Zenkly, b) A4 ir
B yra prieSingy zenkly. Vienu atveju lygtis galime paraSyti
s2x% 2y? —0
ir antruoju
s%x? — 2y2 — ,
IS Siy lygciy pirmosios patenkinamos tik koordinaty siste-

mjos pradzios tasko koordinatomis, o antrosios reifkia dvi
tieses

Sx 4 ty=0 ir sx—ty—0,
eir.xanéias per koordinaty sistemos pradZios taska  (palygink
asimptociy lygtis).
3. Dabar griztame prie lygciy

ku® 4 v+ mu - nv -+ g — 0.
Jei .jq_ k.oeficientai k ir I lygiis nuliui, tai lieka tiesés lygtys.
.Gah biiti ir vienas i$ ty koeficienty lygus nuliui. Sakysime, k=0
ir 15=0; padale visus lygéiy narius i$ J, gauname

vi+ mu -+ nv-+ g —0.

Transformuojame lygtis taip, kad

U=x-—a ir v=y—h.
Gauname

y®>—2by + b +-mx — am; + my —bn; 4+ g =0.
Cia galima koeficientai
: n;—2b ir gi;—bn; —am,
prilyginti nuliui, tada
By VA ¢ Gardsos

Bt Bo it qr g
2 my

(my neturi biti lygus nuliui) ir lygtys virsta parabolés lygtimis
y? =—mzx,

arba y=2px " (p=— 1T,
2

S LY A
Jei Siose lygtyse my = 0, tai dar gauname abécisq aSies lygtis
y=0.
Be to, kai m — 0, i§ auksciau turety lygciy
. v+ mu+ mv+g=0
lieka v:4+mv+4 g1=0,

T R
arba V=—_H l//ﬁ—gl,
) R
bet tai yra dvi tiesés, lygiagretés su abscisy aSimi, jei tik posak-
nio tiekybé teigiama.
Jei batume $io skyrelio pradzioje éme k==0 ir I=0, tai
biitumé gave panaSius rezultatus (praSom jsitikinti!).

Suglaude visus rezultatus j kriiva, gauname, kad lygtys
ax> | by? -} cxy+dx+ey+£f=0

gali reiksti: apskritima, elipse, hiperbole, parabole, jvairias tieses
ir taSka. Tai vis pareina nuo koeficienty. Gali, pagaliau, pasitai-
kyti ir tokie koeficientai, kad lygtys nereiSkia jokios realinés
linijos ar tasko.

Paéme du stadius kiigius, sudurtus virSinémis, ir jvairiai
juos perpiaudami, galime kaip tik gauti visa tai, kg gali reiksti
antrojo laipsnio lygtys. Dél to lygtys

ax?2 by’ +cxyt+dx+ey+£f=0
dar vadinamos kiigiy pifiviy lygtimis.
Uzdaviniai:
232. IStirti geometriné lygciy reikSmeé:

a) 2x2- 3xy+ y?+ 5y—3x-42=0,
b) xy—2x>+4 7x—3y—3=0 ir
c) 9x®+ 16y* — 36x |- 48y.

33 bréz.

233. Kreivés 25y 4 x2—25 ketvirtame ketvirty tasko 4
abscisa —3; per taSka A iSvesta tos kreivés lieiamoji, kertaati
abscisy asj taske B. Rasti lygtys apskritimo, kurio centras yra
taske B ir kurio spindulys lygus duotos kreivés Zidiniy nuo-
toliui.
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234. Elipsés taskai yra A(1,8;1,6) ir B(Z%;— 11;)) Pa-
raSyti lygtys hiperbolés, kurios zidiniy nuotolis lygus tos elip-
sés zidiniy nuotoliui ir kurios tikroji pusase —=2.

235. Kreives lygtys yra x2 4 4y®>=16. I§ taSko A4(2;13)
iSbréztos dvi tiesés, lie¢iancios kreive taSkuose B ir C. Parasyti
lygtys tiesés, jungiancios vidurius stygy, einandiu lygiagreéiai
su styga BC.

236. Kreivéje 9x | 25y% — 225 iSvestas skersmuo, dalantis
pusiau stygas, kuriy kampinis koeficientas —0,12. Sito skers-
mens galai ir taSkas M(3; —1) yra trikampio vir§iinés. Rasti
to trikampio plotas.

237. Kreivés lygtys yra y? —4x; jos stygos galy abscisos
yra lygios 9. Stygos vidurys B sujungtas su centru P apskritimo

x*—2x+y*+2y—2=0.

Rasti lygtys statmens, nuleisto i§ taSko A(1;2) ant tiesés BP.

238. Kreivés 2x2-} y?=—225 ir y2— 16x susikerta. Per
susikirtimo taSka A, esantj pirmajame ketvirty, iSbréZta antro-
sios kreivés tangenté. ParaSyti lygtys hiperbolés, kurios
Zidiniy nuotolis yra 2)/13 ir kurios asimptoté yra lygiagreté
tai tangentei.

239. Kreivés x?- 36y?— 144 asimptotés kerta tiese
x4 2y — 8 taSkuose A ir B. Atkarpa AB yra styga elip<és,
kurios aSiy ilgumas reikia surasti.

240. Per taska A(1,8;—1,6), stovintj elipséj, kurios ma-
Zoji aSis lygi 4, iSvesta normalé, kertanti kreiveés x2—4y? =16
asimptotes taskuose B ir C. Rasti plotas trikampio OBC, jei
O yra koordinaty sistemos pradzios taSkas.

S——

IV SKYRIUS

Funkecijy ekstremai.

§ 46. FUNKCIJU DIDEJIMAS BEI MAZEJIMAS IR JU
ISVESTINE.

Jei, argumenta didinant, didéja ir funkcija, tai ja vadina.me
didéjanéia, prieSingai — mazeéejancia. V.S.ak}:.sz,r.rf,
f(x) =a* kai a>1, yra didéjandioji ir, kai a <.1, fr.laze.]anm'op.

Daugelis funkcijy vietomis gali biti didé]ancmr.rfls, 'kltur
— maZ¥éjanéiomis. Tada kalbame apie atskirus funkcijos mtfr-
valus*). PavyzdZiui, f(x) = sinx yra tokia periodiné }'unkm]'a,
kuri lygiais intervalais dalosi i didéjanéias ir mazéjancias dalis.

7r 7r . g . .. e .o .
Sakysim, kai — gg x§-}--2, sinx yra didéjancioji funkcija,

3 . v e e ..
ka‘ii eag ,,72, toji pati funkcija yra mazejanciojl.

e Bty !

Jau antrajame skyriuje galima buvo pastebéti, kad tarp
funkcijos kitimo pobuidZio ir jos iSvestinés yra tam tlkranq-
rysis. Tebiinie f(x) duotajame intervale didéjandioji funkcija;
padidine jos argumenta Ax, gauname teigiama funkcijos prie-
augli f( + Ax) —f(x), vadinasi,

f(x+ Ax) —f(x
f/(x) = lim fx+ Ax) — )
Ax—0 Ax
turi biiti teigiamas, nes santykio abu nariai yra to paties zenklc.r.
Jei kita funkcija ¢ (x) kuriame nors intervale yra mazejanti,
tai tame paliame intervale ¢ (x + Ax)—yp (x) yra neigiamas,
kai Ax>0, tad jos iSvestiné
x+Ax) —, (x
¢’'(x) = lim QF._(_ +_ g _k). _(P_(_)
Ax-eo AX - v wve . . .
yra neigiama. Savaime aiSku, kad ir atvirkséias tvirtinimas yra

teisingas: jei funkcijos iSvestiné yra teigiama,

*) tarpus.
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.tai ji pati Sitame intervale yra didéjanti, jei
—mneigiama, tai —mazéjanti. Tuo biidu i§ iSvestinés
zenklo paZjstame, ar duotoji funkcija duotajame intervale yra
teigiama, ar neigiama. Pavyzdziui, turime

f(x) =x>—4x 1 2;

norime zinoti funkcijos kitimo pobiidj, kai x — 1. Gauname:

P (x) =2x—14,
ff(x=1)=—2
arba (1) <0

Tad, kai x—1, Si funkcija yra mazéjancioji. Ta&iau toji pati
funkcija, kai x — 3, yra jau didéjancioji, nes

F(3)=2>0.

GeometriSkai didéjanéiaja funkcija vaizduoja kylanti kreive,

mazéjancigjag — sliigstanti. Kylancios kreivés lie¢iamosios link-

meés kampas yra smailas,

) slugstancios — bukas

y \ (zitir. 34 breéz.). Kadangi

funkcijos iSvestiné geo-

metriSkai reiSkia liedia-

3  mosios linkmés kampo

s T tangenta ir kadangi, be

to, tangentas smailo kam-

po yra teigiamas ir buko

— neigiamas, tai ir i§

g?ometriékos funkcijos ir jos iSvestinés reikdmes matyti, jog

du‘iéjanéios funkcijos iSvestiné yra teigiama, mazeéjancios —b
neigiama ir atvirks¢iai.

\O‘

34 brez.

UZdaviniai: 241. IStirti funkcijos f(x) — x2 kitimo pobii-

dis. Kitaip sakant, rasti jos didéjimo ir mazéjimo intervalai.

242. Rasti funkcijos xsin2x kitimo pobiidis, kai x—0:
far 3x, :
T B

]

. — 01 —
§ 47. FUNKCIJOS EKSTREMAL

Ta pati funkcija gali viename intervale didéti, antrame ma-
7éti, toliau veél didéti. Zinome, sakysim, kad goniometrinés funk-
cijos periodiskai didéja ir vél mazéja. Tokios funkcijos turi
reik§miy, kurios uZ gretimas reikSmes yra arba didesnés, arba
mayesnés. Jei kuri funkcijos reikSmé yra di-
desné uz gretimas josreikSmes, tai ta reikSme
vadiname maksimu (lotyniskai maximum — daugiausiai),
jei mazesné —minimu (minimum — maZiausiai). Drauge
maksimus ir minimus vadiname ekstremais (extremum —
krastutiniSkai). 35 bréZiny turime atvaizduota vietomis dide-
Y janéia, vietomis mazéjancia

4 c funkcija. Matome, kad tas-
/] M kai 4, B, C, D vaizduoja

i &) funkcijos ekstremus: A ir
C maksimus, B ir D mini-
mus. IS bréZinio matyti,
kad f(x;) ir f(xs) yra di-
desnés uz gretimas tos pa-

Al
X3
L, ok 2 Sy
P | J" x ¢ios funkcijos reikSmes, o
f(xs) ir f(x,) — maZesnes.
S bt Dél to pirmosios vadina-
mos maksimais, antrosios — minimais. Funkcija sinx turi mak-
. . T - . . 3z :
simus, kai x = ‘7 =+ 2n7 ir minimus, kai x = % +2nxw, Ne kizk-

viena funkcija turi ekstremy. Pav., funkcija y—2x-+41=0
neturi nei maksimo, nei minimo, nes didéjant x-ui ji visa laika di-
déja. Tokios funkcijos vadinasi monotoniném is (mono-
tonigkai didéjandiomis arba mazéjanciomis). Viena ir ta pati
funkcija, vadinasi, gali turéti arba neturéti ekstremu. Jei eks-
tremy ji turi, tai jy skaidius gali biiti jvairus: nuo vieno ligi be-
galybés; f(x) = x%, pav., teturi vieng minimg, o f(x)=sinx tu-
ri begalo daug maksimy ir minimy. Patys maksimai arba mini-
mai gali biiti savo tarpe lygiis ir nelygs.

Jei funkcija, kurj laika didéjusi, pradeda maZéti, tai ji tu-
réjo biiti pasiekusi tam tikra didZiausia reikSme¢, maksima. At-
virk§¢iai, jei funkcija kurj tarpg buvo mazéjusi, paskui vel pra-
deda didéti, tai ji turi minima. Kadangi didéjancios funkcijos
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iSvestiné yra teigiama, o mazéjandios neigiama, tai funkcijai ei-
nant per maksima, jos iSvestiné keicia savo zenkla i§ pliuso j mi-
nusa. Atvirksciai, iSvestinés Zenklas keiciasi i§ minuso i pliusa,
kai funkcija eina per minima. Pav., funkcijos y — sinx i§vestiné

yra y’ = cosx. Sitos i8vestinés Zenklas keiCiasi i§ pliuso j mi-
<

; s Ml sl =i T : : S
nusg, kai x eina per 5+ 18 minuso } pliusg, kai x eina per 5

t.t., tad funkcija sinx turi maksima, kai x — %, minimg, Kkai

ir

2
X = “»215 ittt

Savaime aiSku, jei kuri tolydiné funkcija 1§ teigiamos
pasidaro neigiama arba atvirks¢iai, tai ji turi turéti ir nuline
Geometriskai kal-
bant (zitir. 36 bréz.), netruks-
tama linija (kuri vaizduoja

y reikSme.

+ ) +

tolydine funkcija) negali ko-
ordinaty sistemoj i§ I kvad-
ranto, kuriame funkcija yra

0 on =
teigiama, pereiti § IV kvad-

. rantg, kuriame ji neigiama,
neperkirtusi abscisy asSies, ku-

rioj funkcijos reikSmeés lygios
36 brez. nuliui. Kaip tik kurios nors

funkcijos, turincios ekstremuy,
iSvestiné ir yra toki tolydiné funkcija, kuri keicia savo Zenkla.
Ji keicia savo zenkla kaip tik tada, kai pati duotoji funkcija yra
ekstreminé. IS to matyti: kai funkcijos reikSmeé yra
ekstreminé (maksimas ir minimas), tai jos iSvestiné
lygi nuliui. Ir atvirkséiai: butina salyga. kad
funkcija turéty ekstremy,yra kad jos isves-
tinée bfity lygi nuliui. §i salyga yra biitina, bet neuz-
tenkama, nes gali pasitaikyti, kad funkcijos iSvestiné gali biti
lygi nuliui, bet pati funkcija gali ekstremy ir neturéti. Mat, be
to, dar reikia, kad iSvestinés zenklas, einant jai per nulj keistusi
i§ .teigiamo i neigiama (maximum) arba i§ neigiamo i teigiamg
(minimum).

Visa sutrauke kriivon, randame: funkcijos kitimo pobiidi pa-
zjstame i§ iSvestinés Zenklo; jei taiau iSvestiné lygi nuliui tai

Eihiggdca

toje vietoje funkcija nei didéja, nei mazéja (geometriskai: liecia-

mosios linkmés kampas lygus 0, ji lygiagreté su abscisy asimni),
vadinasi turi inaksima, mi-

y . . . . . o
nimg arba vingj, jei isves-

maks. B
tinés zenklas nesikeicia (37

m bréz.).
; Kaip tiriamos funkci-

‘ ’ Vlng

min.

jos, ypa¢ kaip surandamos
vertingiausios ju ekstremuy
ir vingiy reikSmés, pa-
" iliustruosime atskirais pa-

vyzdziais.
1. Turime funkcija
f(x) = (x* —1)2
Norédami rasti jos ekstremus, diferenciuojame funkcija ir ima-

me iSvestine, lygia nuliui.

37 bréz.

fl(x) =2(x*—1) .2x;
f'(x) = 4x(x?—1).
4x(x>—1)=0;

0
Xo=-}1;

X3=-—1.

Radome, kad funkcijos iSvestiné lygi nuliui, kai argumentas ly-
gus 0, arba 41, arba —1. IStirsime iSvestinés zenkla ty reikSmiy
aplinkumoje. Tuo reikalu argumento rastgsias reikSmes suma-
7insime ir padidinsime neapréztai mazu dydziu Ax. '

1) 4(—Ax)(Ax—1) >0;
4(A x) (A2x—1) <0.

1% ¢ia matome, kad, x-ui einant per nulj, iSvestineés zenklas Yei-
Siasi i§ teigiamo j neigiama, vadinasi, f(0) yra maksimas. Rasi-
me dar ta maksimg:

() =1,

2) 4(1—Ax) [(1—Ax)*—1] —4(1 —Ax) (—2Ax + Azx) <o,
nes 1 — Ax >0 ir —2Ax 4+ A2x <0;

4(1+Ax) [(1 +Ax)*—1] =41+ Ax) (ZAX—{— A2x) >0;
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Cia iSvestinés Zenklas keiciasi, x-ui einant per - 1, i§ neigiamo i
teigiamg, tad f(4 1) yra minimas. Surasime jj:
£(+ 1) =0.

3) 4(—1—Ax) [(—1—Ax)>—1]=—4(1+Ax) 2Ax}+A2x)<0;

ST AS) [ =8 xRl |4 (1| Ax) (—2Ax1-A%x) >0;
f(— 1) yra taip pat minimas. Be to, f(—1) =0 kaip ir £(1).
Tad f(x) = (x> —1)? turi tris ekstremus: du minimu ir vieng
maksima.

2. f(x) —sinx; f/(x)=cosx; cosx—0; x=0 *nr; leng-

»o

Bt ‘ T 2o : RuTls 3 ’
va jsitikinti, kad kai x — 7 tai sinx yra maksime, kai x = 72‘ , tai
14
i . - o . .
— minime, kai s vél maksime ir t.t.

3. f(x)—e€*; f'(x) —€*; e=0. Kadangi néra paprastos
x reikSmés, kuri patenkintuy paskutines lygtis, tai e - funkcija
neturi ekstremy. Tiesa,
lim ex=0,
X—>— 0
bet riba néra ekstremas.
Uzdaviniai: 243. Padaryti visy trijy pavyzdziy geomet-
riSkus vaizdus ir jsitikinti, kad rastosios iSvados yra teisingos.
244. Isnagrinéti funkcija f(x) = (x®—1)2
245. Ar turi ekstremy f(x) = tgx?

§ 48. ANTROJI FUNKCIJOS ISVESTINE IR EKSTREMAIL

Jei kuri nors funkcija f(x) yra tolydiné ir diferencivojama,
tai ir jos iSvestiné yra taip pat tolydiné x - o funkcija, iSskyrus
tuos atvejus, kai ji yra pastovus dydis. Funkcijos iSvestiné gali
bliti savo ruoztu diferenciuojama. ISvestinés ifvestiné vadina-
ma antrgja funkcijos iSvestine, arba antruoju diferencialy santy-
kiu. Antraja funkcijos iSvestine Zymime

4 4 d2y
y”, arba f”’(x), arbad;2.
Sakysime, kad turime funkcija
y=x%—3x2—x | 3.
Jos pirmoji iSvestiné yra
y' =3x>—6x—1,

ir antroji — y” — 6x —6.

peigatie

Antroji funkcijos iSvestiné gali bati panaudota tiriant. ar
surastasis funkcijos ekstremas yra maksimas ar minimas. Einant
funkcijai per maksima, jos iSvestiné, eidama per nulj, keicia sa-
vo Zenkla i§ pliuso i minusg, vadinasi, mazéja. Bet mazéjancios
funkcijos iSvestiné yra neigiama. Atvirksciai, kai funkcija eina
per minima, tai jos i§vestiné i§ neigiamos darosi teigiama, vadi-
nasi, didéja, tad antroji ivestiné tuo atveju yra teigiama. Va-
dinasi, i§ antrosios funkcijos iSvestinés galime pazinti funkcijos
ekstrema.

Praéjusio paragrafo pirmo pavyzdZio pirmoji iSvestiné buvo

f'(x) = 4x(x*—1),

tad antroji
(%) =4(x2—1) + 4x . 2x,
(%) = 4(3x%—1).

Buvo rasta, kad f(x) turi ekstremus, kai x = 0, 4 1, —1. Kadengi

7(0) = — 4 <0,

7(+1)=8>0
ir

f'"(—1)=8>0,

tai pirmasis ekstremas yra maksimas ir antrieji du minimai.
Matome, kad su antrosios iSvestinés pagalba ekstremus gali-
ma greiciau iSaiskinti.

Dar pavyzdys:
f(x) =x3—x—1;
f'(x) =3x2—1;
£ (x)— 6x:
3x2—1=0;
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Tuo biidu radome, kad, kai x = —|—1/T, funkcija turi minima ir,

3 )
, — maksima. Patj minimo arba maksimo diduma

galime rasti, jstate i funkcija rastasias argumento reikSmes:

3
foin (1) =L — Lo

m X(X) —-'—‘——l"T— 1.

Trupmeniniy, irracionaliniy ir daugelio sudétiniu funkcijy
antroji iSvestiné kartais biina gana sudétinga. Bet turint gal-
voj, kad funkcijos ekstremui iSaiSkinti uztenka Zinoti vietoj ant-
ros iSvestinés vien jos Zenklas, tai antras diferenciavimas daznai
gali bliti sutrumpintas. Sakysime, kad pirmoji funkcijos iSves-
tiné yra trupmeniné:

: (x)

f'(x) = oy
Jei si funkcija turi ekstremq, tai jos pirmoji iSvestineé turi biti
lygi nuliui: .

cp(x) L

b(x)

¢(x)=0.

IS cia

ISsprende $ias lygtis, sakysime, randame jy Saknj x;, vadirasi,
(P(Xl) == 0,
Antroji funkcijos iSvestineé

¢ (%).4(x) — o (x).4"(x)

1(x) =

$*(x) '
kai x = x; ir ¢ (x =x;) =0, virsta
S N )
i(Z—i)— W .

Taigi, jei pirmoji iSvestiné yra trupmeniné funkcija, tai antro-
sios iSvestinés reikSme, kuri atitinka funkcijos ekstrema, gauna-
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me padale skaitiklio funkcijos iSvestine i§ vardiklio le’lkCIJOS
ir vietoj x istate ekstremo argumento reikSme.

Pavyzdziai:
T —2
= —2x; fiix)—1 AL
1. f(x)—x+}V 3—2x; (%) +21/3——2X
1 Vi—zx—1
=1—_ e —_——
V3—2x V3—2x
Vi—2x—1; 3—2x=1;xm=1
—2x—1 1 .
f(x = 1) —(l/s 2 ) P S S Y e
1/3—2}: 3-—2x 3
§i funkcija teturi viena ekstrema, maksima, biitent, f (1) =2:
— x? — 7 — 2X(x — 4)
. b
2. () ar= vasg f'(x) = TP 7y ;
—x2+ 8x—7
4 R iy, X2—-8X+7:0; X1,2=4i3;
f (X) (X2—7)2 ’
—2x + 6
174 o LE 14 dlige < .
L E St W S ( o 7) 3 £7(x1) o 0;
44 ____76k
7 (Xg) ST o 0.
£(x1) = 4i 14 yra funkcijos maksimas,
£(x2) = j— . 5 yra jos minimas.

Gali pa51ta1kyt1, kad antroji funkcijos iSverstiné lygi nuliui.
Ar tuo atveju turi funkcija ekstrema, reikia spresti praéjusio pa-
ragrafo metodu. Taciau dazniausiai £”(x) = 0 reiskia, kad funk-

cija turi vingi.

Pavyzdziai:
1. f(x) =x*—2;
fi(x) —3%;
(x) — 6x.
3x2=0; =x;=0; £7(0) =0.
Kadangi

f'(— Ax) =3(— Ax)* >0 ir F(Ax) =3(Ax)? >0,

vadinesi, iSvestiné pries ir po tariamojo ekstremo yra teigiama,

7 Analiz mnaor



tai funkcija neturi nei maksimo, nei minimo. Kadangi taske, ku-
Ho x; =0, iSvestiné lygi nuliui, tai funkcijos kreivé Sioje vie-
toje daro vingj. Isitikiname, grafiSkai pasivaizdave funkcija.
2R —
Fi(x)—4x°;
(x) = 12x2,
Ixe=20"% — 0 £’(0) = 0.
Kadangi f'(— Ax) =—4A3x<0
it fI(Ax) =—4/A%x >0,
tai f(x) — x* turi viena minima.
Uzdaviniai: 246, Surasti ekstremus ir vingius funkciju:
1. f(x) = (x2—1)3.
2. f(x)=x®—30x3—5x — 10,

a
Bl (X) = —;2—{— b.

4. f(x)—3x>+ %

x>—5x+49
S D RO

2 4
e Ve

7. f(x)=xV x*—4.

) =

x N
8N (x) =7§::—3 :
9. f(x)=2x-+ ]/?:xz. '
10. f(x) =x+1 31+ 2x— 22
247. Istirti kreivés (rasti ekstremai, vingiai, pasidaryti bre-
ziniai):
1. Apskritimas x? | y? = a?;

x2  y?
2, Elipsé -, | ., =1;
ipsé az—{ B2 18
: 2 g2
Hiperbole ol T =1;

Parabolé y? = 2px;
Neilio parabolé x%®—ay?=0;
Lemniskaté (x?+ y?)? — 2a%(x? — y?) = 0.

o o Sl B

LG
§ 499. FUNKCIJU SUDARYMAS IR JU TYRIMAS.

Tyréme duotas funkcijas. Dabar panagrinésime keletg uz-
daviniy, kuriuose funkcija matematiSkai nera duota. Cia teks
pirma funkcija susidaryti, o jau paskui ir iStirti.

1. Kokio pavidalo turi biiti staiakampis Zemes sklypas bet
kurio didumo, kad jam aptverti maziausia tereikty medziagos?

Sakysim, kad sklypo plotas yra a?, viena jo krastiné x ir ant-
ra z. Tuomet

a2
x.z=2a? ir z=—.
. X
Tvorai reikalingos medziagos kiekis pareina nuo sklypo peri-
metro, kurio ilgis pareina nuo kraStiniy ilgio. Vadinasi, pe-
rimetras yra x -o funkcija. Pusé perimetro yra

a?
f(x) :X+;'
IS ¢&ia turime f'(x) =1— 5 .
%3
x2—a%=0; x =2a ir X, ——a,

Krastinés ilgis tebfinie tik teigiamas, tada pirmoji funkcijos is-
vestiné lygi nuliui, kai x =a.

Toliau £72(x) :Z_a:_; f"(a) = A >0

X a

Taigi, kai x, = a, funkcija turi minima. Bet kai x—=a.ir z=a,
tad sklypas turi biiti kvadratiSkas, norint kad jo perimetras bu-
ty trumpiausias.

2. Kuris lygiaSonis trikampis, turis Sonine krastine b, turi
didziausia plotg?

Pazymeéje kampa tarp lygiyjy trikampio kraStiniy x, gauna-
me trikampio plota

b%sinx
f(x) =——
b%cosx
IS dia (%) = B
b?cosx
g o A Q; cosx =0

- (o
b (arba 90°).
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Toliau
() b%sinx
x s e
b2
fOAR el . <
(2) 7R

b2
Tad f ( )=? yra didziausias plotas. Vadinasi, i§ visy lygia-

Soniy trikampiy status turi didziausig plota.
3. IS taSko A (ZiGir. 38 br.) reikia nuvykti j taika C(a; b).
Tiese AB eina gelezinkelis, kuriuo galima vaZziuoti greiiu v,.
Kurioj vietoj reikty islipti

(54 e i .
is traukinio, kad trumpiau-
| . . o =
! —] sTu lzjuku g.ahma biity pa-
Sty siekti C, einant v, greiiu?
i
| . . v «ve
! Kaip matyti i§ brézi-
A t L B nio, reikia rasti vieta X,
|

kad kelias AX 4 XC biity
38 bréz. nukeliautas per trumpiau-

sig laikg. Tebiinie AX = x, tada XC — l/(a—x)2i{:b2 ir ke-
lioneés laikas f(x) yra:

V@B

X
S P S
Vi Vo
Diferenciuosime gautaja funkcija ir rasime jos minima.
2(a—x) (— 1)
£y~

2v: | (a—x)* + b?
yin Vo leﬂ —vi(a—x)
ViV V(a —x)2 b2 ’
v.V (@—x)2 b2 =vi(a—x)
vo?(a—x)? 4 b*v? = v ?(a— x)?;

P it gy e Plvy’;

bv?
ad— X =
l/Vl2 —vy?
bV2
X =a—

1/ Vi~ —V22
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Dar karta sutrumpintai diferenciave funkcija, gauname

—ve(a—x)+ vy V @52 Jib-

i > 0,
vivs|[ (a— x)? + b?]

f(x =x1) =

nes skaitiklio antrasis démuo yra didesnis uz pirmajj
[vi>ve ir J/ (@a—x)2*+ b > (a—x)].

sz

Tad, kai Xj=—a— —
-l/ V12—V22

kelionés laikas bus trumpiausias.

“

4. Reikia rasti tieséje taskas, kurio nuotoliy nvo dvieju duo-
tyjy tasky suma biity maZiausia.

Tebiinie duotoji tiesé x-y asis ir duotieji taskai A ir B (39
bréz.). Ieskomas taskas P, kurio nuotoliy suma

AP - PB

biity trumpiausia.
I Tasky 4 ir B ko\.rd1-
h

natas pazymeésime: A (0:h1)

[
hy ;
{ ; ir B(a; h.). Pazyméje ies-
£ L komojo tasko P abscisg
[ o i { x-Uu, gauname
a -
39 breéz

fx) =) B F B+ (a—x)" + b2,
Diferenciave gauname

£(x) =

X x—a

LT AR ET

Paéme iSvesting, lygia nuliui, gauname

X a—2X
V2 L b2 Ve i

arba
cosa = cosf.
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; Antroji funkcijos iSvestiné yra $iuo atveju teigiama. (Pra-
som patys jsitikinti!). Tad, kai cosa — cosf, arba o= f3, kelias
AP + PB yra trumpiausias. :

: Sis sprendinys fiziSkai yra artimai susijes su optikos désniu:
spindulys reflektuojamas nuo veidrodZio taip, kad ,,kritimo* kam-
pas bty lygus ,atspindZio“ kampui. Vadinasi, spindulys pasi-
renka tokj kelig, kad jam nueiti reikty maziausia lziko, nes, vie-

n?du'grelcm eidamas, jis trumpiausig kelia nueina per trum-
piausia laika.

V SKYRIUS

Integralinis skaiciavimas.
§ 50. APIBREZTINIS INTEGRALAS.

Turime kuria nors funkcija y = f(x). Tebiinie ji intervale
a= 3% =b tolydiné. Atvaizdave ta funkcija koordinaty siste-
moje ir, be to, iSbréze ordinatas f(a) ir f(b), gauname figiirg
ABCD (40 bréz.). Tos figiiros plotas yra vadinamas funkcijos
f(x) apibréztiniu integralu ribose nuo a ligi b. Tad ap ibrez
tinis duotosios funkcijos integralas yra
plotas, apréztas grafinio jos vaizdo, dvieju

ordinaty ir abscisy aSies. PaZymésime ta plota F, |
Dabar pasistengsime apskaiciuoti to ploto diduma. Kadangi
f(x), paprastai, yra kreivé, tai stadiai jos ploto iSskaiCiuoti (ar
iSmatuoti) nemokame. D¢l to abscisy aSies atkarpg AB (ji
lygi b—a) padalysime | n

f®  daliy. Is kiekvieno dalybos
tasko pakelsime funkcijos or-
dinata. Tuo biidu ieSkomasis
plotas bus padalytas { n da-

liy. Toliau kiekvienoje Sio
ploto dalyje iSbréSime su x
asimi lygiagretes atkarpas,
=_ einandias per virsutini to’
b stadiakampio ploto ruozo
40 bréz. trumpiausios ir ilgiausios

ordinatos galg. Tuo biidu ties

kiekvienu ploto ruoZu gausime po du siaurus staiakampainius:
vieno i3 juy plotas bus maZesnis uz ruoZo plota, antro — didesnis.
Pa¥ymésime visy mazyjy staliakampainiy ploty suma £ay iredis

dziyjy F..Aisku, kad
£ L

I§ brézinio matyti, kad juo didesnis bus skai¢ius n, i kur}
dalome atkarpa b — a, juo maziau besiskirs didesniyjy staciakam-

g




i A

painiy plotas nuo mazesniyjy ir $iy dviejy nuo atitinkamo ruoZo
ploto. Dalikliui n einant i begalybe, skirtumas F,—f, arba

b : Gasiu, e ! .
F, —fyir F,—F_  eis i nulj. Tad galime paraiyti, kad

lim fom=F"' it lim F,=F", 1)
n—> © n—> 0 :

Apibreéztinis funkcijos f(x) integralas yra, tuo biidu, tam tikra
riba. Norédami analitiSkai (tam tikru reikiniu) iSreiksti ta
ribg, mes galvosime taip: paZymésime n - ine atkarpos b— a dalj
Ax; kiekvienoje tos atkarpos dalyje pakelsime bet kuria ovdi-
natg f(x;), f(xz) ir t. t. ISvede per ordinaty galus lygiagretes
su x aSimi, mes vél gausime n stadiakampainiy, kuriu kiekvieno
plotas lygus Ax, padaugintam i§ atitinkamos ordinatos. Visu ty
staiakampainiy ploty suma yra

F=Ax.f(x1))+ Ax.f(x2) +....+ Ax. f(x),
arba

F=[f(x1) +f(x2) +....+f(x)]. A x.

Paras¢ lauZtiniuose skliaustuose esama suma su Y simboliu
gauname

F =§f(xv) Ax;

y=il

einant n j begalybe, stafiakampainiy ploty suma F artinsis i
integralag F* . Tad

£ 0

F' =lim F,—=1limYf(x,).Ax.
n—> w0 vi=1

Kadangi, kai n eina j begalybe, Ax virsta diferencialu dx ir
f(xv) gauna visas funkcijos f(x) reikSmes nuo f(a) ligi £(b),
tai integrala galime dar taip paraSyti*

F'—lim 3 f(x)dx,
arba, pagal Leibnic‘q,

Fhr= ‘/;*’ f(x)dx. - (2)

1

v
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Riestas zenklas yra vadinamas integralo Zenklu ir yra kiles
i§ Zzodzio ,suma“ pirmos raidés ,s. Taciau reikia ispéti, kad
biity neaiSku ir net klaidinga sakyti, kad apibréztinis integralas
yra suma ,,be galo didelio skai¢iaus be galo mazy démeny®, ku-
riy kie®vienas reiskia ,be galo siauro staiakampainio plotg®.
Atsisakydami nuo grynai analitiSko jrodymo, kad kiekviena to-
lydiné funkcija turi apibréztinj integrala, mes jo supratima se-
miame i§ geometrinio funkcijos vaizdo ir jo sudaromo su x aSimi
ir dviem ordinatom ploto.

§ 51. PAGRINDINES APIBREZTINIO INTEGRALO
SAVYBES.

Apibréztinio integralo

‘/'bf(x)dx
funkcija f(x) vadinasi integruojamoji funkcija, a ir b.yra in-
tegralo ribos. Patj integrala trumpai taip skaitysime: ,integra-
las nuo a ligi b f x - 0 dx*. e
Praéjusiame paragrafe funkcija nuo a ligi b éjo virSum
abscisy asies. Kita kuri funkcija, visa arba jos dalis, galety
eiti zemiau aSies. Neigiamos funkcijos dalies ordinatos yra
neigiamos, todél ir jos sudaromas plotas biity neigiamas. Taig-ri
plota virSum abscisy aSies laikysime teigiamu, apacioje — n<=1:
giamu. Be to, mes eméme a < b; jei biity buve atvirkséiai, tai
nuo a i b biity teke eiti i kaire puse ir Ax biity teke laikyti
neigiamu. Tuo atveju tas pats plotas biity neigiamas. Vadinasi,

/;bf(x)dx = _/;b f(x)dx.

Be to, savaime aiSku, kad

[ri@ax=o.
Paémus tarp riby a ir b dar kokig ribg c, savaime matyti, jog
gautume
/'b f(x)dx = f f(x)dx + /;b f(x)dx. O)

Tuo pasinaudodami, galime rasti absoliutini apibréztini inte-
grala tokios funkcijos, kurios viena dalis teigiama, o antra —
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ne.giama. surandame kiekvienos dalies integra i i
ala skyrium . . £ L : S s ATk oet :
sudedam jy absoliutines reik$mes. 8 . o 8ita kintama integralg vadiname neapibréztiniu 1in t e-
IS to, kaip mes sudaréme i Sl gralu.
> integralo reiSkinj, len - 3 PP ENE 0
tyti, kad jei y = cf(x), tai = b gYa. pama Ta pati funkcija f(x) turi be galo daug neapibréztiniy
g integraly, kurie vienas nuo kito tesiskiria apibréztiniu integraiu,
./; cf(x)dx = c/;b £(x)dx. () 3 kitaip sakant, pastoviu dydZiu. BréZinyje yra pavaizduoti #(x)
du neapibréztiniai integralai
Al'b.a zod‘Ziais tariant: pastovus funkcijos daugikiis galima ig- ¥ fx
kelti uz integralo Zenklo. Jei duotoji funkcija ; /;x f(x)dx ir '/;xf(x)dx, £
1 HZ
f(X = (X)) = X » ) .'v:
s )= e (® x (P( )s kuriy vieno pastovi riba yra ~;,£$g§.:§§:.::
. ~ . . .. "
/ybf( yd b i ¥ a, antrojo — a. IS paties breé- 2...{.3:.:?:
X =/ = = %o s . LR
2 o /; [p D) F ¢ ()]dx = /; p(x)dx $./; ¢ (x)dx, (6) ' Zinio matyti, kad :3\22‘:’1’:3’.::“:":'
: SRR
tariant i : SR
» sumos integralas yra lygus integraly : /;xf(x)dx—/;x #ydn s ::.’0'2:":::5'2” .

sumai. Tos taisyklés teisingumu lengvai jsitikinsime, para3e

integralus riby pavidalu*).
='/;af(x)dx=c. 41 breéz.

U tat, turédami viena f(x) neapibréztinj integrala, kitus ga-
lime gauti prie jo pridédami atitinkama pastovy dydj. Turédami
integralg F(x), antra tos pafios funkcijos integrela G(x) gau-
name, pridéje¢ pastovy dydj c prie F(x):

§ 52. NEAPIBREZTINIS INTEGRALAS IR Jo
ISVESTINE.

Apibréztinis integralas

b
| S fx)dx G(x) = F(x) + c.
ra pastovus dydi ji i ¥ ie = s
?igﬁlsos plotas.yP;Sénlalzsjilsviyer;tirsf ':;kro::’ lsvxirzqtl.)usm‘ ]:pr;ztos, Turint galvoj, kad tos pacios funkcijos f(x) neapibréZtiniai
ma, gausime integrala, kurio dydis pa’rgs r?uo to: :;Qtn 2 I_I:a' integralai vienas nuo kito tesiskiria pastcviu dydZiu, kurj api-
3, ntamos ribos ‘ i : ; e i
he e e L SR A BN 5 ) g e ¢ biidina apatiné integralo riba, yra susitarta, prie integialo zenklo
;i;lisms.tweto? pRobttesinta sategrulo turdsime kintdmy inte- visiskai zebedéti toi apatineés Zibo“ Nebera‘}c’)ma taipr pat né kin
intamo i ii = e S. e 71n-
. P Yives fughein. ' Ja paZymeésime F(x). Tad tamoji virSutiné riba. Taigi bet kuri neap.bréztinj integrala
F(x) = [ f(x)dx. < K §
S fx)dx+c,
). (5) ir (6); vafinasi, taip irodome: P toliau raSysime taip
. F(X)dx= limS cf(x\)Ax=c¢ lim3S f(xy)Ax— /'b |
b0, = S e R ! [f(x)dx.
b n
o [(F(x)i’;(x)]dxz Iim3 [e(xy)Fd(xy)] Ax= lim ¢ w(xy) Az
/ n—->oo,=1[‘ PGy n—>w yiﬂ(x’) an Neapibréztinio integralo funkcija yra diferenciuojama. Ne-

apibréztinio integralo

+ 1im_'z'_1¢(x.,) sz./;b¢(x)dX$/;b¢ Ceiin,
F(x) = f ¥ f(x)dx

n—>0

——
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iSvestiné (42 breéz.) yra

x+Ax T
F'(x) =1im fladanFx) = lim Js f(x)dx—ﬂ, fx)dx
Ax—0 Lx Ax=50 Ax =
x+Ax
= lim Jx f(®)dx
Ax—>0 /\'x
Y
— fix) IS brézinio matyti, kad
x}+Ax
’K__/ L f(x)dx
yra lygus plotui figiiros,
kuri aprézta abscisy aSies,
\ funkcijos f(x) kreivés da-
% e 3 = lies ir ordinaty, kurios ati-

42 bréz: tinka x ir x-+/Ax reikSmes.

e . Pazymeéje auksciausia tos
figliros ordinatg f(x;) ir Zemiausia f(x,), galime paraiyt:

x|+ Ax

f(xo)Ax<./; f(x)dx<f(x1)/ \x
arba

x+Ax
« F(x)d
f(X0)</%}§) = £(x1)

Kai Ax eina i nulj, skirtumas tarp f(x,) ir f(x;) darosi be
galo mazas; ir, be to, f(x¢) ir f(x,) eina i f(x) ir :mes gaunaine

7 AiF g b F(x4Ax)— F(
/() = lim TEECD) %) _ £(x). ®)

Taip pat kiekvieno kito tos pacios funkcijos f(x) neapibréz tinio
integralo iSvestiné yra lygi f(x), nes

[GX)] = [F(x) +c] = F'(x) = £(x)

arba

[ [f(x)dx] = f(x).

— 109 —

Situo biidu esame gave labai svarby sgry$j tarp funkcijos ir jos
neapibréztinio integralo: bet kuris funkcijos f(x) ne-
apibréztinis integralas F(x)+¢ turi isSvesti-
ne F'(x), kuri yra lygi paciai funkcijai f(x).
Faktas, kad tolydinés funkcijos neapibréztinio integralo diferen-
ciacija veél duoda ta pacig funkcija, sudaro diferencialinio ir in-
tegralinio skaiciavimy branduolj.

Uzdaviniai:

248. ParaSyti neapibréztiniai integralai funkcijy:

1
a) f(x) =2x D 1=
b) , =6x e) , = sinx
€))7 %iss — 4x8 f) , = cosx.

249. Rasti integruojamoji f(x), Zinant, kad:
a) ff(x)dx=x d) /’f(x)dx = e~
b) ff(x)dx — 3x? e) [ f(x)dx = tgx

1
¢) [f(x)dx = x* £) [f(x)dx ——
R ) [HG)dx——
250. Isitikinti, kad f(x) yra tas pats Siuose integraluose:
7 1
a) ff(x) dx=x"+3, b) ff(x)dx=x7+7,
c) ff(X) =x"+4

§ 53. PRIMITYVINE FUNKCIJA IR JOS SARYSIS SU
APIBREZTINIU INTEGRALU.

1§ praéjusio paragrafo jrodymy matyti, kad neapibréztinis
integralas iSsprendzia § klausima: turime fvnkcija f(x), rei-
kia rasti tokia nauja funkcija F(x), kurios iSvestiné bty lygi
duotajai f(x). Vadinasi, reikia, kad: . °

F'(x) = £(z).

Funkcija F(x) yra vienas i$ neapibréZztiniy f(x) integraly, nes
jo iSvestiné ir yra kaip tik f(x). Belieka susidaryti taisykles,
kurios prieinamiausiu blidu leisty mums kiekvienai turimai
funkcijai susirasti jos neapibréztinj integrala.
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Isvestinés, arba diferencialy santykio, ieskojimo procesa
vadinome diferenciavimu, diferencialiniu skaiiavimu. Dabar
turime atvirksc¢iag uzdavinj: turédami iSvestine, ieSkome pacios
funkcijos (neapibréztinio integralo). Sis procesas vadinamas
integravimu, integraliniu skaidiavimu Duo-
taja funkcija f(x) vadinsime integru ojamaja. o ieSkomaja
— darir primityvine, arba pirmykste, funkcija. Funk-
cijos

f(x)=x
primityviné funkcija yra

F(x) =}—§ +c
(¢ — pastovus dydis), nes

F'(x) =zx.

Integravima raSome taip:
F(x) = [ xdx =’;_2 +ec.

2. Funkcijos x* primityviné funkcija (arba neapibréztinis

3
integralas) yra %—i— ¢, nes ja diferenciave gauname x2

e
Taigi /’x2,dx o +c.

34 /'sinx dx — — cosx -} c. /e‘dx =e* 1 ¢,

dx ;
/‘?= nx - c.

Dabar rasime neapibréztinio integralo sarySi su apibrézti-
niu integralu. Tebiinie funkcijos f(x) vienas neapibréztinis in-
tegralas F(x). Kiti neapibréztiniai integralai, arba primityvinés
funkcijos, G(x) gali skirtis nuo Sito tik pastoviu dydziu c:

G(x) = F(x) +c.
Pasinaudodami neapibréZtiniu integralu
G(x) =/ f(x)dx

norime rasti apibréztinj integrala

G, = [ f(x)dx.

jcosx dx = sinx 4 c.
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Neapibrétinio integralo G(x) reikSmeé yra lygi 0, kai x = a, nes

S f(xdx—o.

Vadinasi, turime,
G(a)=0 F(@) 4 c=0,
F(@y=—c¢ Gx)= F(X,) — F(a).

IS paskutiniy lygéiy, kai x = b, gaunamas, pagaliau, api-
breztinis integralas
G. — G(b).
Vadinasi,

G, = [ f(x)dx = F(b) — F(a). ©)

Matome, kad, norédami rasti apibréztinj in-

tegralg
S t(x)dx,

turime ‘rasti | f(x) aviena . kuriag primityvine
funkcijy F(x) it imti jos dviejy reikSmiy skir-
tuma

F(b) — F(a).

Skirtumas F(b) —F(a) yra
jprasta simboliSkai raSyti:

b
F(x) , 3
a
TRERKS,
& 32:3&". X S : 2 : e
,ss:&&:s.s: Taigi, turime eile lygiy reis-
LS fhreis s
RQRIRREKREKS mniy:
SRR
5 S fydx— F ()]
a > /; Xydx—=F(z)==
a
43 brez. — F(b) — F(a).
Pavyzdziai: 1. Rasime apibrézZtinj integrala:

™

P=‘/(')"Sinxdx=—cosx ——cosr+cos0=141=2,
0
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Uzdaviniai:
251. Rasti apibréztiniai integralai:

L [+ 3x—a)dx
4 dx

1 2)x

3. [, evdx

T
4. /0 cosx dx.

2

§ 54. ELEMENTARINES INTEGRAVIMO FORMULES.

Kadangi integravimas yra prieSingas veiksmas diferencia-
vimui, tai i§ pagrindiniy diferenciavimo formuliu galime su-
sidaryti atitinkamas integravimo formules. SurasSysime jas |
stulpelius tuo btidu, kad kairiniame stulpelyje turésime iSves-
tines funkcijas, o deSininiame — primityvines (arba neapibreézti-
nius integralus). '

F'(x) = f(x) “ Hi(x ) — /f(x)dx
Xn+1
1 n AT Sy
x" (n=—1) AT
2| L@ Y@ | D) Ew)
3 & Inx
x
4 ex ex
5 * %
& (as=1) Py
sinx . — Ccosx
¥ cosx sinx
1
8 A §3.4 B
Sin2X | Cth
1
9 5 L
cos?x o
il arc sinx
10 —
1/1—x2 — arc cos¥x
1 | arc tgx
1§ o i
14 %2 { — arc ctgx i ()
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Kad deSininio stulpelio funkcijos gaunamos integruojant
atitinkamas kairinio stulpelio funkcijas, lengva patikrint: te-
reikia jos diferenciuoti ir palyginti su atitinkamomis kairinio
stulpelio funkcijomis. :

Turime dar pastebéti, kad prie deSininio stulpelio funkcijy
galima pridéti dar po pastovy dydi c.

Uzdaviniai: 252. Integruoti:

7
: 5 L 4d 3. / s
1 /’x dx fo x 5 x
4. / 3dx 5. f rdx 6. fx“”dx
5
7. Sy xdx 8. [V xdx 9. fx"dx
10. fat2dt 11. /’sinxdx 12, /cosxdx
1 .
13, f(x2 + 1)dx  14. /‘(x +§ Jdx = 15 o sinx)dx
5 g 1 ' e cos’x — ld
16. f(x — 2sinx)dx 17. j'-(l e Eﬁf;) x . B g
dx ; 2 it
W B R G | w Sy
21.  f(e*—sinx)dx 22. J@+ b*)d=.
253. Rasti plotai:
2 (%2 s
e /; (7—1) dx 2. /; asinx dx
T 2dx
3. /‘ 2 (sinx + cosx)dx 4. RiEa
3
Sl /‘3 V;dx 6. /'2" sinx dx
1 . .5 1
7. . (x—1)ndx 8. ‘/;(x2+2+;2)dx
o0. [ix+ %)Hx 10. f,(e+eMdx.

§ 55. TRUPMENINIU FUNKCIJU INTEGRAVIMAS.

Integravimas tuo yra sunkesnis uz diferenciavima, kad né-
ra visuotiniy ir panrasty formuliy funkcijy sandaugai, dalme-
niui ir sudétinéms funkcijoms integruoti. IS daugelio jvairiu

8. Analiz. pagr.
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integravimo metody, kurie vartojami integraliniame skai¢iavime
mes iSaiSkinsime tik keleta paprastesniyjy. Pirmiausia imsimne

trupmenines funkcijas.

1. ApgreZe sudétinés logaritminés funkcijos diferenciavi-
mo formule.
'(x)
1 14
[Inf ()] = 4
gauname
s dx = Inf(x) + c. (11)
£(x)

IS ¢ia matyti: jei duotosios trupmeninés funke
cijos skaitiklis yra vardiklio iSvestine tai

jos integralas yra lygus natiiraliniam var-
diklio logaritmui.

Pavyzdziai:
3x? i .
—_— = 3 L 2
b S x=In(x*+ 5) 4+ ¢, nes (x*+4 5)'— 3x2.
1
f— dx—2 7dx-=21n(x—7)—|—c.

smx sinx
ftgxdx—-/ ——/——dx=—lncosx+c
cosx cosx

= In sinx 4 c.

2. Kai duotosios trupmeninés funkcijos vardiklis yra vie-
nanaris arba pirmojo laipsnio dvinaris, tai tokia funkcija pato-
giausia integruoti funkcijos skaitikli padalinus i§ vardiklio.

Pav., x4 3x2—7x |2 x3 3x 7 1
T e L
RT3
= . - T——Z—}— Inx | c.
3. Kai trupmeninés funkcijos vardiklis, biidamas aukstes-
nio laipsnio, yra iSskaidomas j pirmojo ir antrojo laipsnio dau-
giklius, tai trupmeniné funkcija gali biiti integruota metodu, ku-
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ris vadinamas funkcijos suskaldymo dalinémis t:l'tfp-
menomis metodu. Ji pavaizduosime dviem pavyzdziais.

a) Tebiinie
1
) = x(x—1)

Matyti, kad $i funkcija gali biiti pakeista suma dviejy trupme-
ny, i kuriy vienos vardiklis yra x, antros x — i. Pirmos trup-
menos skaitiklj pazymésime raide a, antrosios — k. Taigi

"N L a b
Ll e Ly
x(x—1) x  x—1

5 (a+b)X—3
(x—1) =x(x—1)

§i paskutiné tapatybé yra galima tik tada, kai

a-+b=0
it —a=1.
IS ¢ia gauname

a=—1

=1
Tuo biidu
14 1
£(x) == P

1 1 R o
it ff(x)dx /'X(X—f)—d,r= 9% — [ zdz~

x—1

= In(x—1)—Inx+c=In

b) Antras pavyzdys: reikia integruoti

2
T )

Skaldome duotaja trupmenine funkcija dviem daliném trupme-
nom, kuriy vienos vardiklis x ir antros x2 L 1. Pirmos skaitiklj
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galime vél paZymeéti a, o antros bx, nes skaitiklis turi biiti var-
diklio iSvestiné (vardiklis yra kvadratiné funkcija, tad skaitiklis
pirmojo laipsnio). Gauname

2 o bx .
e R TR
2 it (@4 b)x%2+ a

x(x24-1) x(x241)

IS &ia turime

atb=0;
a=2;
b=—2;
2x
-/X(x2+1) x—/ deief ey ¢
2
=2lnx —In(x2+ 1) +c=1n 2:_1—{—c

Integravimo teisingumga praSom patikrinti, gautgsias funk:ijas
diferenciuojant.

Uzdaviniai: 254. Integruoti Sios trupmeninés funkcijcs:

dx dx %241
! fx-l—I e el a{—FZ f— e
x"43x2+7 x2 12 3
e fx+1/ reVEts
]/x
a 2dx
fﬁc‘xdx 8. -/‘e"—}—-adx 2 fx2—1
(4 + x)dx dx (a—b) dx
19 2x — x? AL 3x —2x? f(x-—-a) (x—»b)
ax+ b dx d
o -/(x—l—a) (x-Lb) friias: /1+x—x2 & '/.XT—|—2X+1
x4 13 2x1 6
3% ./ - e e % )it ri =

O s
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.§ 56. INTEGRAVIMAS PAKEICIANT ARGUMENTA.

>
Sudétines funkcijas galime daZnai integruoti, pakeisdami
kintamaji. PaaiSkinsime 8ia priemone keliais pavyzdZiais:
1. Norédami rasti integrala /‘ sin2x dx; imsime 2x =2z;

. Tad gauname

. . it
/‘stx dx = %fsmz dz = — - cosz +c.

I gautajj reiSkinj sugraziname vietoj z veél 2x

fsin2x dx ————;—COSZX ~+c.
dx adz 1 ‘
= —-arctgz —
% fa2+x2 ./a21+3) =Searm =ave
\" a2
— LarctgX [f=z; dx=adzJ.
a a a
u—1du i
/- xdx V: __:/‘__*__V .
Vit=e J Vualu—1 2V u
du du
{pakeitimq eilé: 1+ x2=y; x x=)u—1; dX——~—: Vu—l
4.

. pl--cos2x dx cos2x 1 sin2x
‘/‘coszxdx=‘/‘-—T—dx= —2——}—/ 5 dx=2—(x+ 5 );
panasiai:

1 in2
fsin2x dJir——(x—s1 X).
2 2

Uzdaviniai: 255. Integruoti:
LUK
14 /sin(a + x)dx 2 fsm7 dx
dx A g el
3x b d
4, a—z—_}jkz' 5 /e dx 6. ./;]/a"-}— X

xdx dx s 1, S
& f_ x244 xInx 5 /x2—|—4x+5

S, f sinxcosx dx
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§ 57. DALINE INTEGRACIJA.

: Integrave abi pusés dviejy funkcijy sandaugos diferencia-
vimo formulés

@) @] = £(x) ¢ (x) + £(x) ¢ (%),

gauname

£(x) ¢ (%) = [ (x) ¢ (2)dx + [ £(x) 5" (x)dx.

IS Sios lygybés vieng kurj integrala, sakysim, pirmaji, galim is-
reikti i$ antrojo: ;

ST @) e (x)dx = f(x)7 (x) — [ (%) ¢'(x)dx. (12)

“Jei §ia.; antraja sandauga galime integruoti kuriuo nors kitu bii-
du, tai tuo paciu gaunamas ir pirmosios funkcijy sandapgos in-
tegralas. Kadangi Situo biidu rezultatas gaunamas ne i§ karto
tai Sis metodas vadinamas dalinés integracijos metodu. Ji pa:
vaizduosime keliais pavyzdZziais.

1. Norédami integruoti
/'x exdx,

sakysim, kad f(x) —e* ir o (x) —x, tada f{Z) —e*) ir
¢’(x) = 1. Tuo biidu gausime

xedx—xe — [edx —=xe*—e* c=e(x—1) }c.
2. [xzsinx dx —— xcosx + P ;
+f cosx dx = — xcosx - lomainaiy - () —x;
A ; f(x) = —cosx; ¢'(x) = 1.
3.f1nxdx=x1nx—/dx= F(x) =" ¢(x) = Inx;
=xlnx —x 4 ¢ = x(lnx — 1
—1) +o A e e

Uzdaviniai: 256. Integruoti:

1) /’xcosx dx 2. farc sinx dx 3. farc tgx dx

4. j‘ x e"*dx 5. f x?Inx dx 6. f x%e*dx

. *) Sioje vietoje pastovy démenj praleid¥iame, ji paraSydami
. . a ™
lutiniame rezultate. g £F ok H e
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7 fcos2x dx =/‘ cosxcosx dx = cosxsinx -} /' sin’x dx —
== sinxcosx —i—j‘ (1 — cos®x)dx — sinxcosx + x —f cos*x dx;
2 [ cos’x dx ==sinxcosx + x; [ cos’x dx =
- sinxcosx -+ x g ( sin2x 7 )
e ST T Y v AT

Inx
B f g %
12. fexsinx dx

8. fsinzx dx 10. fx31nx dx

1 fxzcosx dx 13 fe"cosx dx

T
14. J‘ 25in%2x dx.

| § 58. PAPRASTESNIU IRRACIONALINIY FUNKCIJU
INTEGRAVIMAS.

Néra vienos bendros taisyklés irracionalinéms funkcijoms
integruoti. Dél to pasitenkinsime i$ jy integrave tik kai kurias
‘ paprastesnes funkcijas.
Jei irracionalinés funkcijos poSaknio reiSkinys yra pirmojo
[ laipsnio, tai bet kurio laipsnio irracionaliné funkcija integruvo-
jama argumento pakeitimo metodu. PavyzdZiui,

| JSVeTran— | axtb=z;
1 & dz
ZE‘/Vzdx= dx=—a—
:, 1 1 zl+% n -
=;J'Zn dz — e +c=5<;_m(ax 4= b)Vax+b+c.
a-
n

Norédami integruoti
/V 1 — x%dx,
galime pakeisti arba x — cosz arba x =sinz ir gauti
-~ e 1 —
__/sm zdz = D) (sinzcosz —z) + c = 3 (x 1/ 1 — %% —arc cosx)

arba

[cos*zdz — 12 (x)) 1 —x%+ arcsinx) 4-c.
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Radengi |1 (e T 4 e /T 99) | 1/ TR
tai atvirksciai:.
JV Tt =ax =1 [xV 1+ + Inx+ )/ T+

Pasinaudodami iSnagrinéty irracionaliniy funkcijy integra-
vimo rezultatais, galime surasti antrojo laipsnio kreiviy plotus.
y Rasime, pavyzdziui, skritulio
plota. IS 44 brézinio matyti, kad
skritulio plotas

P—24 [ f(x)dz,

gl il 3145
#2) =) Tzt =]/ 1—{2].

. X .
Pakeite ~ = cosz arba sinz, gau-

44 bréz, S

s s AT N
/1/1—(-’-:-) dx=——; (%'I/ r-({) —arccos%) +c
ir, pagaliau,
i :
‘/:——7'(%‘/1—-(%) —arccos§)1=¥, P — 12,

UZdaviniai: 257. Rasti parabolés plota nus jos virsiinés li-
gi parametro.

258. Rasti elipsés plotas.
259. Rasti plotas tarp sinusoidés ir abscisy asies.
260. Rasti plotas figliros, kurig sudaro kreive
x3 a?
. =6z e 2% °
x-y asis ir ordinatos x — a ir x — b.

261. Nuo apskritimo x2 4 y? — r? tiesé 8 —{—% =1, kurios a
a

ir b yra teigiami ir uz r mazesni skaiéiai, nupiové segmenta. Ras-
ti jo plotas.

L
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§ 59. KREIVIU ILGIS.

Pasinaudodami integralinio skai¢iavimo priemonémis, galime
iSspresti daugelj geometrijos klausimy. Praéjusiame paragrafe,
integruodami funkcijas, skai¢iavome plotus. Dabar imsimeés su-
skaiciuoti kreives ilgi.

Betarpiskai iSmatuoti tegalime tiesias linijas, nes ilgio ma-
tai, metrai ir centimetrai, yra taip pat tiesfis. Algebrinés ir tri-
gonometrinés priemonés teleidzia mums taip pat skaiCiuoti tik
tiesiy linijy atkarpas, kai turime kitas atkarpas arba ir kampus.
Kreivés lanka ,iStiesti nemokame.

Geometrijoj, norédami iSskai¢iuoti apskritimo ilgi, mes jra-
Sydavom j ji arba apraSydavom apie ji taisyklingus daugiakam-
pius ir skaidiavome jy perimetrus. Juo didesnis tokiy daugia-
kampiy kraStiniy skaicius, juo maziau jy perimetras tesiskiria
nuo apskritimo ilgio. Tuo biidu j apskritima, pasirodo, galima
zifiréti kaip j riba perimetro tokio jraSyto arba apraSyto daugia-
kampio, kurio kraStiniy skaiéius neapréztai didelis.

PanaSiai galime apskaiiuoti ir bet kurios f(x) kreivés ilgi
tarp dviejy duotyjy tasky.

Sakysim, turime f(x), kuri yra tolydiné ir diferenciuojama,
ir norime rasti jos ilgi nuo x; — a ligi x,—>hb. Padalysime at-
karpa b—a i n lygiy da- v
liy. IS dalybos tasky pa-

kéle ordinatas ir sujunge _ ok

ju galus tiesémis, gausime 7
eile staciy trikampiy, kuriy 4
vienas statinis yra T oke

b—a

st P

n
o antrasis LAY, AoV .o
Y Bet kurio sta-
x

taus trikampio jZambiné

e ax——

o

d,=V Nz F+ Ay, ; 45 bréz.
v

d, =l/1+(AA":)Q.Ax;

S s et + (%}’)2. Ax.

9 =3

visy jzambiniy suma
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Skaidiui n neapréztai didéjant, skirtumas tarp izambiniy sumos

Ay

ir lanko ilgio I neapréztai mazéja, be to, santykis R virsta
x

f(x), nes Ax —0. Tuo budu

2 Y R
1=1im‘:;:1‘/1—|-:(%'§) . Ax,
1=V 1+ [F@] . dx. (13)

Rasime apskritimo ilgi C.
Cmt [TV 14 F@T - dx

P(x) ——

=) r—=;

X

yr—=
X r

ySE
C=4¢[: V ;2—‘:;{5 dx=4rarcsin I/' = 27T,

Uzdaviniai: 262. Nusibrézti funkcija f(x) = %I(e r?x—lr- em)
ir rasti pasirinktosios kreiveés dalies ilgis.

263. Rasti parabolés y— x* ilgis nuo vir$iinés ligi tasko
A(Xl; y1)-

264. Rasti Neilio parabolés ilgis nuo virstinés ligi tagko
A(x;; y1). Neilio parabolés lygtys: p2 = axs,

§ 60. SUKTINIU KUNU PAVIRSIUS.

Sukdami kurios nors f(x) kreives dalj apie x a$j, gauname '

suktini kiina, kurio Soninis pavirSius pareina nuo kreivés pavi-

dalo (46 bréz.). Suktinio ka-
4 no juostos pavir§ius yra, tar-
si, trapecija, kurios vieno pa-
grindo ilgis 27f(z,) ir antro

fb) 27f(x,.1) ir kurios aukStine
fl@) o 2 .
e — atitinkama ianko dalis
ST R 3 L

As= -l//l—{-(ég“%) SNE,

Kad A x eina i nuli, gauna-
K me lanko diferenciala

i ds—=)/ 1+ [F@OP. dx

S e S e

1
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ir juostos pavirSiaus diferenciala
dP — 2x£(x) V' 1+ [F(x)]%dx.

I3 &ia suktinio kiino pavirsius

P—2:f f(x) | 1+ [F(®)]%dx. (14)

Uzdaviniai: 265. Rasti kamuolio pavirSius.

266. Rasti Soninis pavirSius kiigio, kurio virSiinés kampas
20— 60° ir kurio h = 10.

267. Rasti paraboloido pavirSius nuo virdinés ligi para-

metro.

§ 61. SUKTINIY KUNU TORIS.
Suktinio kiino tiirio diferencialas yra
dV = =f3(x)dx

(palygink tarj ritinio, kurio pagrindo spindulys r—=f(x) ir
aukstine h —dx). Tad turis

V—nf £2(x)dx. (15)

Uzdaviniai: 268. Rasti rutulio taris.

269. Rasti tiiris elipsoidy, gaunamy, sukant elipse apie aSis
2a ir 2b.

270. Apsikritimo nuopiova, kurio styga 2s ir kurio lanko
spindulys r, sukasi apie skersmenij, lygiagretj su styga. Reikia
rasti gautojo suktinio kiino turis.



VI SKYRIUS

Kreiviy lygtys poliarinése koordinatose.

§ 62. POLIARINE KOORDINATUY SISTEMA.

Stadiakampé koordinaty sistema néra vienintelé priemoneé
taSkui plokStumoje paZyméti. Kurio nors taSko P (47 brez.)
vieta viena prasme gali biiti taip pazyméta ir jo tiesiu nuotciiu
p nuo koordinaty sistemos pradZios O ir kampu ¢, kurj sudaro
p su teigiamaja x aSimi. Skaidiai ; ir y vadinasi tasko P p o-
liarinémis koordinatomis. TaSkas O ir tiese OX su-
daro poliarine koordinaty sistem3a. Taskas O yra

sistemos polius. Bet kurio

plokStumos tasko P nuotolis
Pr.y) nuo poliaus O vadinamas dar
l radiju. vektoru, o jo
| kampas ¢ amplitiida. Ra-
! dijus vektoras laikomas visa-
l| da teigiamu, o amplitiida —
ll teigiama, jei gaunama, sukant
| radijy vektora prie§ laikro-
', dzio rodykle. Taska su jo
\ stadiakampémis koordinato-
mis raSéme P(x; y), o su po-
liarinémis raSysime:

P(y; p)-

I5 brézinio matyti sarySis tarp abiejy sistemy koordinaty,
biitent:

47 breéz.

X = [COS @ tg ‘P=§ arbagp-=arctg§

y—=psing p= V=2+ 52 (1)

Uzdaviniai: 271. Pazyméti koord. sistemoje taSkai: Al(%;l);

3
Az(;i ;3,5'); Ag( 7 5 4); Ay({; 1,5).
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272. ParaSyti lygtys poliarinéje koord. sistemoje tiesiy,

; ; Lo : i T T
kurios eina per poliy ir kuriy amplitida ; 55a.

§ 63. APSKRITIMO LYGTYS.

Pakeite centriniy apskritimo lygéiy
2L y2—2a®
ortogonalines koordinatas poliarinémis, gauname poliarines ap-
skritimo lygtis:
p3sin?e 4 p2cos’ o= a?
p2 — a2

p=a (2)

Tos lygtys reiSkia, kad radijus vektoras p nepareina nuo
amplitidos ¢. IS &ia matome, kad poliarinéje sistemoje apskri-
timo lygtys yra analogiSkos tiesés, lygiagretés su X arba Y asi-
mis, lygtims stadiakampéj sistemoj.

§ 64. CENTRINES ELIPSES IR HIPERBOLES LYGTYS.

Pakeite koordinatas, i§ lygéiu

X2 y?
—1
a® 5 b*
gauname
p2cos?y pPsinZ¢

63 =1;
P aeber
a% b?
2 _ e TR
e b*cos?y - a’sin’g

Paskutinése lygtyse pakeiiame sin®¢=1 —cos? g ir a2 — b? = ¢?
ir gauname
O, L
P 22— c® cos?p”
Pagaliau vietoj c, vadinamojo linijinio ekscentriciteto, imame
c

e — —, numerinj ekscentricitets, ir gauname
a
b2
0 PRSI el B e SR 3
P 1—e2%cos? ¥ )
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Lygiai tuo pat keliu gauname hiperbolés lygtis poliarineje
sistemoje

Pl @

IS lygciy matyti, kad elipsés radijus vektoras , yra ilgiau;
T

sias (p=—a), kai¢g—0 . Kai ¢ = £y tai p —b. Hiperbol‘és ra-

dijus vektoras yra trumpiausias kai ¢ = 0; jis tada lygus a. Di-
déjant ¢, p didéja neapréztai ir, kai lygciy vardiklis lygus nu-
liui, p = ». Tuo atveju

b
tg i CP 5 ,
vadinasi, p yra didZiausias, kai sutampa su asimptote. Kampui

o dar didéjant, p pasidaro menamas. Veliau p sutampa su
antrgja asimptote ir vél eina trumpyn.

§ 65. zZIDININES ELIPSES LYGTYS.

Sudarysime elipsés lygtis poliarinéj koordinaty sisteroj,
kurios poliy imsime kairiajam elipsés zidiny ir kurios aSis su-
taps su ilgaja elipsés asimi.

§ 35 turéjome

al (c+ x>+ y* —cx + a°
Padale abi lygciy p>uses i§ a ir pastebéje, kad

Vet ot tyi=s,
gauname
p=—ex -+ a.
Kadangi centrinés staCiakampés koordinaty sistemos

X =—[COoS¢ —C,

tai, pagaliau, turime
a—ce

B
1—€COS(P

—— )

— 127 —

Sitose lygtyse skaitiklis gali bliti pakeistas p, nes
2 at—c2 B

a—ce—a——=—— = IN
a a a p

Tad galutinio pavidalo Zidininés poliarinés elipsés lygtys yra

sios: ' ;
p

Rk v ey,

()

§ 66. ZIDININES HIPERBOLES LYGTYS.

Tokiu pat keliu, kaip elipsés, gauname hiperbolés lygtis
ay (c—x)2+y*—cx—a
V(c—x)?+y*=ex—a

Paéme poliaring koord. sistemg Siuo kartu deSiniajame zidiny,
gauname
p=e(pcos o+ c) —a,
ce—a
P= 1 —ecos,
p

ir, pagaliau, i (6)

taigi tokias pat lygtis, kaip elipsés. Skirtumas tik tas, kad elip-
séj e <1, o hiperboléj e > 1.

§ 67. ZIDININES PARABOLES LYGTYS.

Zidininés parabolés lygtys leng- %Di By
viausiai yra gaunamos betarpiSkai i$ |
parabolés definicijos ‘.

Cordd
PF =PD. |
D, F % lf-?
Bet PF—p, 0 PD=D,F |+ FA =
= p-+pcosp. Taigi
p=P +pcosg;
p
ot o, 7)
P 1 cosy 7>
48 brez.
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Kadangi numerinis hiperbolés ekscentricitetas lygus vienetui,
tai ir parabolés lygtys gali biiti paraSytos visiSkai taip pat, kaip
elipsés ir hiperbolés, biitent, §

Bt
P s ecosq 2
Tinka, pagaliau, Sios lygtys ir apskritimui, nes jo e=0 ir Sios
lygtys virsta lygtimis
f==Ds
IS ¢ia matome, kad poliarinéj koordinaty sistemoj visy antrojo

laipsnio kreiviy Zidininés lygtys yra vienodos. Lygciy

p

pl=
1—ecoso

kreives apibiidina numerinis ekscentricitetas:
jei e > 1, yra hiperbolg,
» €=1, , parabole,
» €<i1, , elipse,
» €=0, , apskritimas.

§ 68. ARCHIMEDO SPIRALE.

Jeigu poliarinés koordinaty sistemos a§j imtume vienodu
greiiu sukti aplink koordinaty pradzia ir jei tuo padiu metu i%
tasko O slinkty taip pat vienodu greigiu sukamagja aSimi taSkas
P, tai jo pédsakas sudaryty linija, kurig vadiname Archimedo
spirale (zifir. bréz. 49).

Pazyméje kelia, kuri nueina tas-
kas P per vieno aSies apsisukimo lai-
k3, a, galime parasSyti proporcija

pi:a—o:2m;
a.y
: 30 T3
Tare, kad pastovus koeficientas

a
—=k, Archimedo spiralés lygtis ga-
49 bréz. 27

lime paraSyti:
—kg. (®

T e =
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Sitos labai paprastos lygtys biity daug sudétingesnés, jeigu
vietoj poliarinés koordinaty sistemos imtume ortogonaline. Uz
tat i§ dviejuy ar daugiau jprasty koordinaty sistemuy vartojame ta,
kurioje lygtys biina paprastesnés. O paprastas atskiry sistemy
sarysis leidzia, kada reikia, iS vienos koordinaty sistemos pereiti
1 kita.

§ 69. PARAMETRINIS FUNKCIJU ISREISKIMAS.

Daugelj sudétingy ir daugiareikSmiy funkciju (ortogona-
linéj ir poliarinéj koordinaty sistemoj) galime daug paprasiau
iSreiksti, pasirinke trecig koki kintamaji dydj ir per jj iSreiske
turimosios funkcijos argumenta ir funkcija. Sakysim, funkcijai

y=£(x)
kitaip iSreiksti mes pasirenkame nauja argumenta ¢ taip, kad

x=q (t) ir y=uo (2). 9)

Toksai funkcijos iSreiSkimas, pasinaudojant
dviejomis lygtimis su vienu bendru argu-
mentu, vadinasi parametrinis. Pats kintamasis ¢ —
parametru. Apskritimo funkcija

x2 -} y? = 2

parametriSkai gali buti i§-
reiksta

P

X = acost
y = asint,

kur ¢ reiSkia atitinkama
centrinj kampa. Panasiai
elipsé (zitir. 50 br.)

X2.y2

it
a2 b?

50 brez.
pareametriSkai gali biiti iSreiksta lygtimis

X = acost y = bsint.
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Kreivés ilgis ortogonalinéj sistemoj (§ 59) buvo

Jei
x=¢(t) ir y=,1v,(t),be to, ea=¢(a) ir B=14(b),
tai
dx=,p’(t)dt ir dy=¢'(t)dt ,
ir

5 ok L R T e
= LEV () 4 () e
o dt dt
Taikydami $ig nauja formule apskritimo ilgiui surasti, gauname

2% e e
C— [V (sin*t 4 cos*t)r? . dt—2xr.
Uzdaviniai:

273. Riedant apskritimui x asimi, bet kuris apskritimo tas-
kas bréZia linija, cikloide vadinama. Jos parametriskos lygtys:

x — a(t — sint), y = a(1 — cost).
Reikia: 1. nusibrézti cikloide,
2. rasti cikloides ilgis,
3. rasti ortogonalinéj sistemoj cikloides lygtys pavidalu
x—1(y).

274, Mechanikoj irodome, kad kampu « iSmestas kiinas lekia
kreive, kurios

o

¥ =—vcosa.t, y=vsine.t— {; . (v yra greitis, t — laikas).
Irodyti, kad §i kreivé yra parabole.
§ 70. SKAICIAVIMO APZVALGA.

Vienody daikty skaiciy arba eile pazymime tam tikrais
senklais, skaiciais vadinamais, pav.,

1, 4,10;:2057a,. b, m, ...

Tai sveikieji aritmetiniai skai¢iai.
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Atskirus skaicius galime sudéti i kriiva. Sudeéties veiksma
dar pavaduojame kai kada daugyba, o &ia — laipsnin kélimu. At-
virkstiniai veiksmai Siems trims veiksmams yra atimtis, dalyba
ir $aknies traukimas.

Kai atéminys lygus turiniui, tai liekanos nebéra. Siam pa-
zyméti vartojame simbolj 0. Pagaliau, kai turinys —azesnis uZ
atémini, tai paprasta prasme atimtis nebegalima. Norédami, kad
ji bty galima, praplec¢iame savo skai&iy sistema neigiamais skai-
&iais ir susipazistame su jy prasme. Panagiai, norédami pasidaryti
visada galima dalyba, susidarome trupmeninius skaicius. Dar
daugiau sistema prapleciame, jtraukdami i ja ir irracionalinius
skaicius, kurie racionaliniais tegali buti isreiksti tik apytikriai.
Tuo biidu gauname neaprézta eile konkretiniy skaiciy:

3
3 /bt
52, —1, 0,41, 1L 15+ V2 4+ V2 2
arba bendriniy .
—a, —b, ]/a, 0, +a, +b, o, '—l—]/a,. s

Skaiciuoti su dideliais skaiciais, ypac travkti aukstesnio,
negu antro laipsnio Saknis i¥ dideliy skaiéiy, reikia daug laiko
arba esti visiskai neimanoma. Tokij tiesiogini skaidiavima todél
pavaduojame logaritminiu. Tam tikslui kiekviena skaic¢iy pava-
duojame jo rodikliu prie vieno ir to paties susitarto pagrindo
(pav., 10-ties). Logaritmiskai skai¢iuodami, daugyba ir dalyba
pavadvojame sudetimi ir atimtimi, o laipsnin kélima ir Saknies
traukima — daugyba ir dalyba. Skaiciu rodikliniai pakaitai su-
rasyti logaritmy knygelése.

Saknj traukdami susiduriame ne tik su techniskomis veiksmo
sunkenybémis; 3aknis, kaip pav.,1/—4, gali biti visi§kai nega-
lima; realybéj tokia reikSmé visiskai niekur nepasitaiko. To-
kioms $aknims Zymeéti vartojame naujas savokas ir simbolius:
menamos Saknies, tariant, menamo irracionalinio skaiciaus su jo
simboliu i savoka:

'l/—a2 = ai.

‘Menamieji ir kompleksiniai (misrieji) .dydZiai kai kuriuose
veiksmuose gali virsti vél realiniais. Pav., (a-+bi) (a—bi)=a+b*.
Dél to operuojame ir su jais. Pagaliau, kompleksiniai dydziai
reikalingi vieniems gamtos rei§kiniams apraSyti, kaip paprastieji
realiniai — kitiems.
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Greta konkretiniy ir pastoviy skai¢iy matematika vartoja ir
kintamuosius. Jei nuo viero kintamo dydZio pareinamai kinta
antras, tai tas antras vadinamas pirmojo funkcija. Elementariré
matematika tyrinéja tik kai kurias vieno argumento fu: 1kcijac
algebrines, trigonometrines ir kitas. Ypatmgos reik§més ne tik
grynai teoretiSkai, bet ir praktikos re1ka1u1 turi nulinés i
treminés funkcijy reik$meés. Pirmasias nagrinéja algebra

moksle, antrasias — diferencialinis skaiciavimas.

Pirmieji Zingsniai aritmetikos su algebra i§ vienos pusés ir
geometrijos i$ antros, rodos, maza bendra teturi, nors tie moksla;
yra tos pacios matematikos Sakos. Ilgainiui, pasinaudojus koor-
dinaty sistemomis, ty Saky sary$is darosi vis aiSkesnis.
né geometrija ir integralinis skai¢iavimas vaizdziai parodo, kai;
visokie geometriSki klausimai gali biit sprendiami analitiniu
(algebriniu) metodu, o pati algebra, norédama biiti vaizdesn 1€,
vengia geometriniy (grafiniy) metody. Ribos tarp atskiry n

matikos Saku kaip ir isdyla.

Taciau matematikos uzdavinys aukStesniojoj mokykloj -
ne tik iSmokyti spresti visokie gyvenimo klausimai, bet ir iiplé
toti protinés ir vaizduotés pajégos, be kuriy negali biiti Zmos

uztenkamai Sviesus.
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