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Pratarmė

Šis vadov̇elis skirtas vienai iš matematinės ekonomikos sričių – statinei bendrosios pu-
siausvyros teorijai. Jis papildo ir pagilina mikroekonomikos žinias, suteikdamas joms
matematinį pagrindą. Rašant vadovėlį buvo pasinaudota konspektu kurso, kurį autorius
keletą metų ḋesṫe Vilniaus universiteto ekonometrijos katedros studentams.

Tematikos svarba. Bendrosios pusiausvyros idėja ekonomikos teorijoje giṁe dar
XIX amžiuje. Ji paḋejo paaiškinti bendrą rinkos ekonomikos mechanizmą. Dominuo-
jančia ši iḋeja tampa XX amžiaus viduryje. Šiandien bendrosios pusiausvyros koncep-
cijos prasiskverḃe beveik į visas ekonomikos teorijos sritis. Neatskiriamas bendrosios
pusiausvyros iḋejos bruožas buvo ir yra fundamentalus jos matematinis pagrindimas.

Šiuolaikiṅe bendrosios pusiausvyros koncepcija remiasi daugeliu matematikos teori-
jų (aibių teorija, diferencialine geometrija, topologija, funkcine analizė, tikimybių teori-
ja, diferencialinių lyǧcių teorija ir t. t.), ir jai įsisavinti reikia nemenkų matematikos
studijų. Guodžia bent tai, kad tokios studijos turi nat ūralią pradžią. Tiksliau kalbant,
šiuolaikiṅes bendrosios pusiausvyros kryptys yra vienõs teorijos, vadinamos statine ben-
drąja pusiausvyra, tolesni patikslinimai ir papildymai. Statinės bendrosios pusiausvyros
pagrindą sudaro vadinamasisArrow–Debreuekonomikos modelis, kurio autoryste kartu
su Kennethu Arrow ir Gerardu Debreudalijasi Lionelis McKenzie. Šiame vadov̇elyje
detaliai nagriṅejamas b ūtentArrow–Debreuekonomikos modelis.

Vadovėlio ypatumai. Viena, visi teiginiai yra pagrįsti matematiniais įrodymais. Tai
nėra įprasta populiariausiems šios srities vadovėliams, matyt, ḋel keleto priežašcių. Visų
pirma, standartinis vadovėlis orientuojasi į skaitytoją, kuris yra ekonomikos fakulteto
studentas, ir toḋel nemanoma, kad jo matematinės žinios yra pakankamos. Antra ir svar-
biausia priežastis, m ūsų nuomone, yra tradicija. Daugumai vadovėlių b ūdinga tam tikra
inercija – nauji vadov̇eliai savo turiniu skiriasi nuo ankstesnių tik nežymiai (neretai min-
imas 15% dydis), laikantis „įprastinių“ turinio standartų. Ekonomikos teorijos atveju,
greta jau pamiṅetos, tarp tokių tradicijų yra tikslių ir pilnų įrodymų vengimas, apsiribo-
jant teiginių ir formulių interpretacija bei iliustravimu pavyzdžiais; taip pat b ūdingas ir
nepakankamas formuluojamo teiginio prielaidų akcentavimas.

Tai nereiškia, jog ṅera statiṅes bendrosios pusiausvyros teorijos išsamaus mate-
matinio išḋestymo. Tokių knygų yra nemažai (žr. šio vadovėlio literat ūros sąrašą). Ta-
čiau tos knygos ṅera vadov̇eliai, nes jose nekreipiamas dėmesys bent jau į reikalingų
matematikos faktų tikslias nuorodas, tikintis iš skaitytojo pakankamo matematinių žinių
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lygio. Ši paḋetis atspindi ir kitą nemažą ekonomikos teorijos problemą, susijusią su jos
matematizavimu. Apie tai daugiau rašoma šio vadovėlio 1.5skyrelyje.

Kita, vadov̇elyje išḋestyta visaArrow–Debreuekonomikos modelio aiškinimui b ūti-
na matematika, nenukreipiant skaitytoją į kitus vadovėlius. Tai padaryta ḋel kelių svar-
bių priežašcių. Tie patys matematikos objektai ir faktai gali b ūti apibrėžiami ir ḋestomi
ekvivaleňciais bet skirtingais b ūdais (kaip, pavyzdžiui, funkcijos tarp euklidinių erdvių
antrosios eil̇es išvestiṅe). Skirtingi matematikos vadovėliai dažnai atspindi skirtingus
poži ūrius ir yra skirtingo bendrumo lygio. Pakankamo matematinio išsilavinimo netur-
inčiam skaitytojui tai sukelia rimtų sunkumų.

Šiame vadov̇elyje visi reikalingi matematiṅes analiżes rezultatai pateikiami ir įrodo-
mi nesiplěciant, tik tiek, kiek tai yra b ūtina ir pakankama vadovėlio tikslui pasiekti.
M ūsų atveju užtenka pagrindinės matematiṅes strukt ūros, nusakomos euklidine erdve,
ir funkcijos tarp tokių erdvių antrosios eilės išvestiṅes. Savo ruožtu, euklidinės erdv̇es
strukt ūra yra realiųjų skaičių aiḃes bendrinys, o pastaroji net ir matematikos vadovėliu-
ose dažnai pateikiama paviršutiniškai. Laužant nusistovėjusią tradiciją, šiame vadovėly-
je pradedama primenant aibių teorijos aksiomatiką ir neaksiominę realiųjų skaičių aiḃes
konstrukciją. Taip daroma ir todėl, kad šiuolaikiṅes bendrosios pusiausvyros tolesnis
vystymasis kvestionuoja standartinę aibių teorijos aksiomatiką.

Nepaisant to, vadovėlyje yra nemažai nuorodų į kitus tiek matematinės ekonomikos,
tiek ir matematikos vadov̇elius. Tǎciau tokių nuorodų tikslas yra papildomų ir tolesnių
rezultatų aptarimas nukreipiant į atitinkamus šaltinius. Tai daroma kiekvieno skyriaus
pabaigoje.

Galiausiai, šiame vadovėlyje išsamiai nagriṅejami matematinei ekonomikai reikalin-
gi matematikos faktai. Tai daugiareikšmės funkcijos, vadov̇elyje vadinamos atitiktimis,
bei Brouwerio ir Kakutanio nejudamojo taško teoremos. Šie faktai paprastai neįeina į
universitetinį matematikos specialybės kursą.

Kiekvieno skyrelio pabaigoje skaitytojas ras pratimų. Vienuose iš jų prašoma pa-
pildyti pagrindiname tekste esančio įrodymo etapą. Kituose prašoma įrodyti naudingą,
bet paprastą teiginį, kuris yra toliau naudojamas. Kartais pratimas tiesiog iliustruoja
bendrą faktą, nagriṅejamą pagrindiniame tekste. Dalis pratimų formuluojami tiesiog pa-
grindiniame tekste įterpiant žodelį „kodėl? “. Taip atkreipiamas ḋemesys į tai, kaďcia
remiamasi suḋetingesne argumentacija, ir skaitytojas prašomas pačiam ją atstatyti.

Naudojimosi vadovėliu rekomendacijos. Priklausomai nuo to, kiek laiko skaitytojas
gali skirti šio vadov̇elio turiniui įsisavinti, galima laikytis skirtingų skaitymo b ūdų.

• Norinčiam susipažinti tik su pagrindinėmis statiṅes bendrosios pusiausvyros teori-
jos idėjomis, pakanka perskaityti1.1 ir 1.3skyrelius.

• VisasArrow–Debreuekonomikos modelis ḋestomas3, 5 ir 6 skyriuose. Pirmame
dėstoma vartotojo pasirinkimo, dar vadinama sprendimų, teorija. Antro skyriaus
turinys – mainų rinkos (be gamybos) bendroji pusiausvyra. Paskutiniame skyriuje
pateikiamas bendrosios pusiausvyros egzistavimo įrodymas.
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• Reikiami matematikos faktai dėstomi2 ir 4 skyriuose. Šias vadovėlio dalis galima
skaityti ir nepriklausomai nuo tų faktų ekonominės interpretacijos kitose dalyse.

Autorius nuoširdžiai ḋekoja V. Čekanavǐciui, J. Mǎciui ir H. Pragarauskui, per-
skaǐciusiems vadov̇elio rankraštį ir pasi ūliusiems vertingų patarimų. Autorius taip pat
nuoširdžiai ḋekoja R. Kudžmai ir D. S ūdži ūtei nurodžiusiems jau išleisto vadovėlio
klaidas. Tǎciau ḋel likusių netikslumų ar klaidų atsakingas tik autorius.
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Literat ūra 237
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1 Skyrius

Įvadas

Kadangi metafizinis mąstymas dėl savo pob ūdžio yra tamsus ir pavojingas, kadangi
šis mąstymas remiasi tik vaidenimusi ir suklydimams pavaldaus proto tam tikra apyvarta,
o matematikoje vien tik skaičiavimas mus apsaugo nuo vaidenimosi ir klaidų, tiksliomis
operacijų taisykl̇emis ḋemesį laikydamas tikrumo varžtuose, – tai matematikos moksluose
gali b ūti vadinama matematiniu mąstymu tik tai, kas paaiškinama, išvedama ir įrodoma
skaičiavimu.

Janas Sniadeckis1, 18182.

Žmogaus poreikiams tenkinti reikalingų išteklių stygius lemia tai, kad visuomenė
priversta r ūpintis esamų išteklių paskirstymu. Nepakankamų išteklių paskirstymo vi-
suomeṅeje problemą ir sprendžia ekonomika kaip visuomeninė veikla. Kaip žinių sis-
tema, ekonomika tiria ġerybių ir paslaugų gamybos, paskirstymo ir vartojimo b ūdus.
Vadov̇elyje nagriṅejama bendroji pusiausvyra paaiškina rinkos ekonomika grindžiamą
išteklių paskirstymo mechanizmą.

1.1 Dalinė ir bendroji pusiausvyros

Kalbant apie žmonių elgesį ekonominėje situacijoje, pusiausvyra yra tokia b ūsena, kuri-
oje niekam ṅera tiesioginių paskatų keisti savo elgseną, ir todėl tokia paḋetis gali tęstis,
bent jau laikinai. Pusiausvyros sąvoka vartojama įvairiose ekonomikos teorijos srityse.
Pamiṅesime tik svarbiausias iš jų: makroekonomiką, lošimų teoriją ir mikroekonomiką.

Makroekonomikoje pusiausvyra apib ūdina tokią situaciją, kai kainų lygis ir įvairių
ekonomikos subjektų veikla vienas kitam neprieštarauja, ir todėl visi numatomi planai

1JanŚniadecki – Janas Sniadeckis (1786–1830), lenkų mokslininkas: fizikas, astronomas, matematikas.
2Čia ir toliau citatos iš straipsnio: Janas Sniadeckis. Apie matematinį mąstymą. Pranešimas, skaitytas

Imperatoriškojo Vilniaus universiteto mokslinėje sesijoje 1818 m. balandžio 15 d. Vertimas iš lenkų kalbos:
Problemos, 2006, 70, p. 165–175.
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gali b ūti realizuoti. Ekonominės veiklos su skirtingais interesais pavyzdžiu yra taupymas
ir investavimas. Individų ir firmų taupymo ir investavimoex anteplanai gali b ūti skirtin-
gi. Tǎciau visumiṅeje ekonomikoje visi šie planai gali b ūti realizuojami tik tuo atveju,
jei nacionalinių pajamų lygis ir pal ūkanų normos yra tokie, kad visuminio taupymo ir
visuminio investavimo planai sutampa. Šią nacionalinių pajamų ir pal ūkanų normos
priklausomybę aprašo paprasčiausias makroekonominės pusiausvyros modelis, vadina-
mas IS-LM modeliu (žr.O. Blanchard[5]). Tokia makroekonomiṅe pusiausvyra gali
neegzistuoti, nes individualių ekonomikos subjektų planai priklauso nuo l ūkesčių vienas
kito atžvilgiu. Tǎciau jei tokia pusiausvyra egzistuoja ir yra realizuota, tai niekas bent
jau laikinai neturi priežašcių keisti savo planus.

Kita pusiausvyros sąvokos vartojimo sritis yra lošimų teorija. Šiuo atveju kalbama
apie ekonomikos subjektų (veikėjų) strategijų pusiausvyrą (žr.G. Owen[23]). Strate-
gija yra individualaus subjekto pasirenkamas sprendimas, priklausantis nuo kitų sub-
jektų sprendimų pasirinkimo. Strategijų pusiausvyra egzistuoja, jei kiekvienam sub-
jektui esamas visų kitų subjektų strategijų pasirinkimas nesukelia poreikio keisti savąją
strategiją. Jei kiekvienas ekonominio lošimo subjektas sprendimą renkasi taip, lyg visų
kitų subjektų sprendimai jam yra žinomi, tai tokia pusiausvyra vadinamaNasho3 pusi-
ausvyra. Gali b ūti ir taip, kad vienas iš subjektų, vadinamas lyderiu, sprendimą daro
tik numatydamas visų kitų subjektų reakciją, o tie kiti subjektai elgiasi sutinkamai su
lyderio sprendimais. Tokia pusiausvyra vadinamaStackelbergo4 pusiausvyra.

Pagaliau, mikroekonomikoje kalbama apie tokią ekonominę situaciją, kurioje išskiri-
ami vartotojų ir gamintojų interesai. Pirmieji iš jų siekia patenkinti savo poreikius, kuri-
uos išreiškia prekių paklausa, o pastarieji savo gamybinėje veikloje siekia maksimalaus
pelno, sukurdami prekių pasi ūlą. Tiek prekės paklausa, tiek ir jos pasi ūla priklauso nuo
prek̇es kainos. Kaina vadinama pusiausvyrine, jei pasi ūla lygi paklausai, vartotojai re-
alizuoja savo poreikius, o gamintojai maksimizuoja pelną. Aišku, jei tokia pusiausvyra
realizuota, tai vartotojai ir gamintojai neturi tiesioginių paskatų keisti savo sprendimus
bent jau laikinai.

Toliau vadov̇elyje pusiausvyra suprantama b ūtent mikroekonomikos kontekste, ir
ekonomikos matematinis modelis nagrinėjamas siekiant nustatyti pusiausvyros tarp pa-
si ūlos ir paklausos egzistavimo sąlygas.

Paklausa ir pasi ūla Mikroekonomikoje pasi ūlos ir paklausos sąryšiai naudojami pa-
grįsti pusiausvyros galimybę, kuri savo ruožtu, atlieka optimalų išteklių paskirstymą. Šia
prasme pasi ūlos ir paklausos sąvokoms tenka labai svarbus vaidmuo ekonomikos teori-
joje. Paprašciausia pasi ūlos ir paklausos sąryšių iliustracija gaunama nagrinėjant vienos
prek̇es kiekio priklausomybę nuo jos kainos.

Paklausa išreiškia vartotojo poreikį prekei ar paslaugai. Šis poreikis išreiškiamas

3John Forbes Nash – Džonas Nešas (1928), amerikiečių matematikas, Nobelio premijos laureatas
ekonomikos srityje.

4Heinrich F. von Stackelberg – Heinrichas Stakelbergas (1905–1946), vokiečių ekonomistas.
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1.1 . Paklausos ir pasi ūlos funkcijos

pageidaujamu prekės kiekiu, priklausaňciu nuo jos kainos. Pageidaujamos prekės kiekio
q priklausomyḃe nuo jos kainosp vadinamapaklausos sąryšiu.

Pasi ūla išreiškia gamintojo galimybes suteikti prekę ar paslaugą. Si ūlomas prekės
kiekis atitinka gamintojo norą gaminti, priklausantį nuo tos prekės kainos rinkoje. Šis
si ūlomos prek̇es kiekioq priklausymas nuo jos kainosp vadinamaspasi ūlos sąryšiu.

Vadinamasis paklausos dėsnis sako, jognesikeičiant kitoms sąlygomsdidesṅe prek̇es
kaina reiškia mažesnę jos paklausą. Toks sąryšis grindžiamas tuo, kad didesnės kainos
prek̇es perkama mažesniu kiekiu, nes didėjant prek̇es kainai maž̇eja galimyḃes ją įpirkti.
Savo ruožtu, tai paaiškinama vartotojo vengimu pirkti prekę tais atvejais, kai jis priver-
stas atsisakyti to, ką jis gal b ūt labiau vertina.

Panašiai kaip ir paklausos atveju, pasi ūlos dėsnis rodo, kaip si ūlomi parduoti prekės
kiekiai priklauso nuo jos rinkos kainos. Tik, priešingai paklausai, pasi ūlos sąryšio forma
yra aukštyn kylanti kreiv̇e. Šis sąryšis aiškinamas tuo, jog prekės kainai augant, jos
si ūlomas kiekis diḋeja, nes gamintojui tai reiškia didesnes pajamas.

Naudojant matematinę terminologiją galima sakyti, jog pasi ūlos ir paklausos dėsniai
apib ūdina ekonominės prigimtiesprielaidą, jog prek̇es pasi ūla ir paklausa yra jos kainos
tam tikro pob ūdžio funkcijos. Tiksliau kalbant, viena iš šių funkcijų yra nemažėjanti, o
kita – nediḋejanti.1.1piešinys iliustruoja dar stipresnę prielaidą, jog paklausos funkcijos
grafikas yra žemyn besileidžianti tiesės atkarpa, o pasi ūlos funkcijos grafikas yra aukštyn
kylanti tieṡes atkarpa.

Prek̇es kiekio paklausos nuo kainos funkciją žymėkimeD, o atitinkamą pasi ūlos
funkciją S. Kaip matome iš bṙežinio, kadangi funkcijos tolydžios, tai jos privalo kirstis
kuriame nors taške (žr.1.2 piešinį). Funkcijų grafikų susikirtimo taškas, kurio koordi-
naṫes yra(p∗, q∗), turi svarbią savybę. Prekės kainai esantp∗, jos kiekio pasi ūla lygi
paklausai, t. y.q∗ = D(p∗) = S(p∗). Ši vienos prek̇es rinkos b ūsena dažnai vadinama
pusiausvyra.

Formuluojant pasi ūlos ir paklausos dėsnius buvo panaudota frazė „kitoms sąlygoms
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1.2 . Pusiausvyra

nesikeǐciant“. Ekonomistai dažnai ir įvairiose situacijose šią frazę pasako lotyniškai
– ceteris paribus. Šiuo atveju ceteris paribus reiškia, jog prekės paklausa ir pasi ūla
priklauso tik nuo jos kainos ir nuo nieko daugiau. Ar ši prielaida reali?

Tarkime, kad nagriṅejamoji prek̇e yra automobilis, kurio kainą paprastai nustato rin-
ka, remdamasi automobilio pasi ūla ir paklausa. Dabar tarkime, kad naftos rinkoje įvyko
svarb ūs poky̌ciai, ḋel kurių kelis kartus padiḋejo naftos kainos, kurios savo ruožtu ke-
lis kartus pak̇elė benzino kainą. Pavyzdžiui, dėl politinių priežašcių kilusio 1973 metų
krizės naftos kainos pakilo keturis kartus. Kas tokiu atveju atsitinka su automobilio pak-
lausa? Be abejonės – ji maž̇eja ir visai ne ḋel automobilio rinkos kainos. Taigi prielaida,
jog automobilio pasi ūla ir paklausa priklauso tik nuo jo kainos, neatrodo esanti reali.

Ekonominio reiškinio tyrimas, neatsižvelgiant į visas kitas aplinkybes, yra naudoja-
mas paprastumo dėlei ir ekonominiams principams aiškinti. Todėl pusiausvyros egzis-
tavimas vienoje izoliuotoje rinkoje vadinamasdaline pusiausvyra.

Tačiau ir daliṅes pusiausvyros egzistavimą vargiai galima laikyti neabejotinu fak-
tu, išplaukiaňciu iš pasi ūlos ir paklausos dėsnių. Ekonomistai žino ne vienos prekės
pavyzdį, kuriai negalioja pasi ūlos ir paklausos dėsniai (žr. [16, 2 skyrius]).

Bendroji pusiausvyra Nagriṅejant rinkos ekonomikos mechanizmą giliau, tenka silp-
ninti ceteris paribus sąlygą ir leisti kiekvienos prekės kainai priklausyti nuo visų kitų
prekių kainų. Kadangi kainų pokyčiai sąveikauja tarpusavyje, ekonomikos pusiausvyra,
jei ji egzistuoja, tuṙetų apimti vienu metu visas prekių rinkas. Tokia pusiausvyra vadina-
mabendrąja.

Bendroji pusiausvyra, arba sutrumpintai BP, apibrėžiama tokiu prekių kainų rink-
iniu, kuri ne tik užtikrina kiekvienos prekės paklausos ir pasi ūlos lygybę, bet patenkina
vartotojų ir gamintojų l ūkesčius. Tarkime, kad ekonomiką sudaro` prekių. Kiekvienam
h ∈ {1, . . . , `}, h-tosios prek̇es pasi ūlos ir paklausos kiekis priklauso ne tik nuo jos
kainos, bet ir nuo daugelio kitų prekių kainų. Esant duotai kainų sistemai(p1, . . . , p`),
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žymėkimeh-tosios prek̇es pasi ūląSh(p1, . . . , p`) ir paklausąDh(p1, . . . , p`). Kintant
kainų sistemai(p1, . . . , p`), šios reikšṁes apibṙežia` kintamųjų funkcijasSh ir Dh, ku-
rios savo ruožtu, yra vektorinių funkcijųS = (S1, . . . , S`) ir D = (D1, . . . , D`) kom-
ponenṫes. Sakoma, jog kainų sistema(p∗1, . . . , p

∗
`) apibṙežia pusiausvyrą, jei kiekvienos

prek̇es rinkoje yra pusiausvyra, t. y. kiekvienamh ∈ {1, . . . , `}

Sh(p∗1, . . . , p
∗
`) = Dh(p∗1, . . . , p

∗
` ).

Taigi bendroji pusiausvyra nuo dalinės skiriasi tuo, kad pasi ūlos ir paklausos funkcijos
priklauso nuo visų kainų.

Kodėl ekonomistus domina bendroji pusiausvyra? Vaizdžiai kalbant, tikima, jog
rinkoje kainos kitimą veikia pasi ūlos ir paklausos „jėgos“. Šių „j̇egų sąveika“ keǐcia
rinkos „b ūseną“, jas artindamos prie pusiausvyros ar tolindamos nuo pusiausvyros. Be
to, manoma, jog trokštamą rinkos efektyvumą lemia jos buvimas pusiausvyroje. Na-
grinėjant ekonomikos bendrąją pusiausvyrą, tradiciškai analizuojami šie klausimai:

• egzistavimas – pusiausvyrą apib ūdinančių lygčių sprendinių egzistavimo sąlygų
nustatymas;

• vienatis – pusiausvyrą apibrėžiaňcių kainų vienaties ir nevienaties tyrimas;

• stabilumas – ar kainos formavimosi mechanizmas – jos didėjimas ar maž̇ejimas
priklausomai nuo atitinkamo paklausos kitimo – konverguoja į pusiausvyrinę kai-
ną;

• efektyvumas – ar pusiausvyroje ištekliai panaudojami efektyviai (Pareto5 efek-
tyvumas);

• taikymas realioms ekonomikoms – remiantis konkrečiais duomenimis, įvertinti
bendrosios pusiausvyros modelį skaitiniu ir empiriniu b ūdu;

• derybos (angl. bargaining) – sąryšis tarp strateginių derybų ir pasyvaus rinkoje
nustatomos kainos naudojimo.

Vadov̇elyje nagriṅejami bendrosios pusiausvyros egzistavimo ir efektyvumo klausimai.
Pastarajam klausimui skirtas paskutinis6.4skyrelis.

Bendroji pusiausvyra vadovėlyje nagriṅejama taip, lyg pasaulis nepriklausytų nuo
laiko ir atsitiktinumų. Toḋel atitinkamas bendrosios pusiausvyros matematinis modelis
vadinamasstatiniu. Toks supaprastinimas turi prasmę tuo atveju, kai matematinį modelį
galima taip papildyti, kad pradines prielaidas galima b ūtų pakeisti gerokai realesnėmis.
Tokių galimybių aptarimas reikalauja daug gilesnių ir platesnių žinių negu tos, kurios
pateikiamos šiame vadovėlyje.

5Vilfredo F. D. Pareto – Vilfredas Paretas (1848–1923), pranc ūzų ir italų sociologas, ekonomistas ir
filosofas.
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1.2 Bendrosios pusiausvyros iliustracija

Bendrosios pusiausvyros modelio esmę galima iliustruoti nagrinėjant vienintelio varto-
tojo sukuriamą ekonomiką. Tradiciškai ekonomikoje, tą vienintelio ekonomikos sub-
jekto vaidmenį atliekaDanielio Defoe6 romano herojus Robinzonas Kruzas (Robinson
Crusoe), kurį laiką praleidęs negyvenamoje saloje. Įvairios šiam herojui ekonomistų
priskiriamos ekonomiṅes veiklos interpretacijos vadinamos Robinzono Kruzo ekonomi-
ka. Sekdami šia tradicija ir norėdami palyginti skirtingus išteklių skirstymo mechaniz-
mus, toliau nagriṅesime dviejų r ūšių ekonominės veiklos negyvenamoje saloje pasirinki-
mo ir motyvacijos b ūdus.

Pirmiausia, Robinzono gyvenimo aplinkos paprastumas įgalina resursų paskirstymą
išreikšti vienos funkcijos maksimizavimu. Toks ekonominių sprendimų b ūdas, toliau
vadinamascentralizuotu paskirstymu, iliustruoja planiṅes ekonomikos iḋeją.

Antrasis resursų skirstymo b ūdas pagrįstas kainos mechanizmu. M ūsų pavyzdy-
je kainą pavyksta įvesti tik atskyrus dvi Robinzono Kruzo veiklos r ūšis – vartojimą ir
gamybą. Ḋel to tenka imituoti vieno individo prekybą su pačiu savimi. Šiuo atveju
efektyvus išteklių paskirstymas gaunamas nepriklausomai maksimizuojant dvi funkci-
jas; viena iš jų apib ūdina gamybą, o kita – vartojimą. Šį ekonomikos modelį vadinsime
decentralizuotu paskirstymu.

Ištekliai ir ekonomin ė veikla Mus domins tik dviejų r ūšių Robinzono Kruzo veikla –
b ūtent, jo darbas ir vartojimas (poilsis), prasidedantys laiko momentu0 ir besitęsiantys
iki kurio nors momentoL > 0. Jei Robinzonas tik vartoja (ilsisi), tai jam gresia varto-
jimo išteklių stygius. Jei Robinzonas be pertraukos dirba, tai jam gresia kitokios r ūšies
nemalonumai. Bandysime nustatyti optimalų darbo ir poilsio laiko pasirinkimą.

Robinzono darbiṅe veikla yra kokoso riešutų rinkimas, toliau vadinama gamyba.
Gamybos ištekliais laikysime darbą, matuojamą rinkimo laikud ∈ [0, L], o surinktų
riešutų kiekisq ≥ 0 bus gamybos produktas. Tarkime, kad kiekvienai darbo trukmeid
surenkamas kokoso riešutų kiekisq išreiškiamas funkcijaf , t. y. kiekvienamd ∈ [0, L]

q = f(d) ≥ 0. (1.1)

Tokia funkcijaf : [0, L] → R+ gamybos teorijoje yra vadinama gamybos funkcija (dau-
giau apie tai6.1skyrelyje).

Toliau, tarkime, kad gamybos funkcijaf yra du kartus diferencijuojama kiekvien-
ame atvirojo intervalo(0, L) taške ir kiekvienamt ∈ (0, L), galioja savyḃes

f ′(t) > 0, f ′′(t) < 0 ir f(0) ≥ 0. (1.2)

Funkcijaf su reikšṁemisf(t) =
√

t, t ≥ 0, yra tokios funkcijos pavyzdys. Pirmoji iš
(1.2) savybių reiškia, jog funkcija diḋeja, o antroji – funkcijos diḋejimo greitis maž̇eja.

6Daniel Defoe – Danielas Defo (1659/1661–1731), anglų rašytojas.
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Savyḃef(0) = 0 reiškia, kad laikotarpio pradžioje Robinzonas neturi riešutų ir tuo pačiu
vartojimo išteklių. Atvejįf(0) > 0 gal̇etų atitikti situacija, kai Robinzono išteklius
papildo iš ankšciau turimi arba nuo palmių patys nukritę kokoso riešutai. Funkcijosf
didėjimas reikštų, jog diḋejant darbo laikui, diḋeja surenkamų riešutų kiekis. Tuo tarpu
darbo efektyvumas laikui ḃegant maž̇eja, kas derinasi su antrosios išvestinės ženklu.

Robinzono Kruzo vartojimą išreikškime kitais dviem dydžiais – suvartotu kokoso
riešutų kiekiuk ≥ 0 ir laisvalaikio trukmel ∈ [0, L]. Kadangi vienu metu Robinzonas
gali užsiimti tik vienos r ūšies veikla, tarkime, kad

0 ≤ l + d ≤ L. (1.3)

Jei l + d < L, tai reiškia, jog be laisvo laiko leidimo, vartojimo ir kokoso riešutų rinki-
mo, Robinzonas dar kažkuo užsiėmęs. Priklausomai nuol ir k reikšmių, Robinzonas
jaučia mažesnį ar didesnį malonumą, kuris ir lemia jo pasirinkimą. Ekonomikoje yra
postuluojamas žmogaus kaip vartotojo siekimas visada didinti savo malonumą turimų
galimybių ribose. Šia prielaida remsimės, numatydami Robinzono kaip vartotojo gal-
imus pasirinkimus.

Tradiciškai ekonomikoje ġerybių suteikiamas malonumas yra vertinimas gėrybių
kiekių kitimo aiḃeje apibṙežta funkcija su realiomis reikšṁemis, vadinama naudingu-
mo funkcija (apie ją rašoma3.2skyrelyje). Robinzono atveju naudingumo funkcija yra
dviejų kintamųjų funkcijau, kurios argumentus žymime raidėmisl ir k. Toliau, tarkime,
kad naudingumo funkcijau, apibṙežta aiḃeje X := [0, L] × [0, +∞) ⊂ R2, tenkina
savybes:

• 0 ≤ u(l, k) < +∞ kiekvienam(l, k) ∈ X;

• u(l, k) ≥ u(l′, k′), jei l ≥ l′ ir k ≥ k′;7

• aibė{(l, k) ∈ X : u(l, k) ≥ c} yra iškila ir uždara kiekvienamc > 0.

Vėliau matysime, kaip šiomis savybėmis naudojamasi matematiniame modelyje. Kol
kas pasakysime tik tiek, kad pastarosios dvi savybės yra išpildytos, jeiu yra du kartus
tolydžiai diferencijuojama aiḃesX viduje ir bet kuriems(l, k) ∈ (0, L)× (0, +∞)

D1u(l, k) > 0, D2u(l, k) > 0, (1.4)

D11u(l, k) < 0, D22u(l, k) < 0, D12u(l, k) > 0;

čia ir toliau simboliaiDi ir Dij žymi funkcijosu pirmosios ir antrosios eilės dalines
išvestines. Funkcijau su reikšṁemisu(l, k) := lαk1−α, (l, k) ∈ X, ir α ∈ (0, 1)
išpildo (1.4) sąlygas.

7Toliau naudojamas sutrumpintas šios savybės žyṁejimas(l, k) ≥ (l′, k′), žr. (2.29).
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Centralizuotas paskirstymas Tarkime, kad Robinzono gyvenimo kokybę saloje nusa-
ko naudingumo funkcijau – laisvalaikio trukṁesl ir suvartotų riešutų kiekiok funkci-
ja. Toḋel pagrindiṅe matematiṅe problema yra paprasta – maksimizuoti funkcijąu.
Matysime, kad šio uždavinio sprendinys turi ekonominę interpretaciją. Kadangi, nesant
gamybos – riešutų rinkimo – suvartotų riešutų kiekis b ūtų minimalus, gamyba saloje taip
pat yra neišvengiama b ūtinybė. Taigi Robinzono pasirinkimas tarp laisvalaikio ir darbo
trukmės yra nat ūralus.

Naudingumo funkcijos maksimizavimo uždaviniui spręsti centralizuoto paskirstymo
b ūdu tarkime, kad

l + d = L ir k = q, (1.5)

t. y. Robinzonas arba ilsisi, arba renka riešutus ir suvalgo visus surinktus riešutus. Iš šios
prielaidos išplaukia, kad naudingumo funkcijosu argumentail ir k išreiškiami vienu
kintamuoju – darbo trukmed, nesl = L− d ir k = q = f(d).

Kiekvienamd ∈ [0, L], reikšṁesg(d) := (L − d, f(d)), apibṙežia funkcijąg. Dvi
funkcijosu ir g apibṙežia naują funkcijąu◦g, vadinamą jų kompozicija, su reikšmėmis
(u◦g)(d) := u(g(d)), d ∈ [0, L]. Taigi naudingumo funkcijosu maksimizavimas aiḃeje
X := [0, L] × [f(0), f(L)], laikantis (1.1) ir (1.5) sąlygų, tampa ekvivalentus vieno
argumento funkcijosh := u◦g, įgyjaňcios reikšmes

h(d) := u(L− d, f(d)), d ∈ [0, L],

(besąlyginiam) maksimizavimui. Sąlygos (1.2) ir (1.4) garantuoja, jog toliau naudojami
analiżes faktai galioja. Pirmiausia, funkcijosh = u◦g išvestinę

h′(d) =
(
D2u◦g

)
(d) f ′(d)− (

D1u◦g
)
(d) (1.6)

randame naudodami kompozicijos diferencijavimo taisyklę (2.44). Tarkime, kad lygtis
h′(d) = 0 turi sprendinįd∗ ∈ (0, L) (1.2.1 pratimas). Jeih′′(d∗) < 0, taid∗ yra lokalaus
maksimumo taškas remiantis besąlyginio ekstremumo teorema (2.113teorema). Tegul
(l∗, k∗) := g(d∗) = (L− d∗, f(d∗)). Tada

sup{u(l, k) : (l, k) ∈ X} = sup{h(d) : d ∈ [0, L]} = u(l∗, k∗),

ir maksimizavimo uždavinys išspręstas. Iliustruosime šio uždavinio sprendinį grafiškai.
Su kiekviena skaičiausc reikšme aiḃe {(l, k) ∈ X : u(l, k) = c} vadinama in-

diferentiškumo kreive, nes šios kreivės taškuose naudingumo funkcija įgyja tą pačią
reikšmę. Antra vertus, sąryšisu(l, k) = c apibṙežia neišreikštinę kintamųjųl ir k
funkciją. Remiantis neišreikštinės funkcijos teorema (2.117teorema), taškoM su koor-
dinaṫemis(l∗, k∗) aplinkoje egzistuoja tokia tolydžiai diferencijuojama funkcijaψ, kad
k = ψ(l) ir

ψ′(l) = −D1u(l, k)
D2u(l, k)

.
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1.3 . Optimalus paskirstymas centralizuotoje ekonomikoje

Parodysime, kad funkcijosϕ su reikšṁemisϕ(l) := f(L− l), l ∈ [0, L], ir funkcijosu
grafikų liestiṅes taškeM sutampa. Dar kartą panaudoję kompozicijos diferencijavimo
taisyklę, turimeϕ′(l) = −f ′(d). Įstatę šias išraiškas į formulę (1.6) sud = d∗, gauname
lygybes

ψ′(l∗) = −D1u(l∗, k∗)
D2u(l∗, k∗)

= −f ′(d∗) = ϕ′(l∗), (1.7)

t. y. funkcijųϕ ir u grafikų liestiṅes taškeM su koordinaṫemis(l∗, k∗) sutampa (žr.1.3
piešinį). Efektyvus darbo paskirstymas gaunamas tame gamybos krašto taške, kuriame
naudingumo funkcija įgyja didžiausią reikšmę. Tame taške gamybos krašto ir indiferen-
tiškumo kreiv̇es liestiṅes turi tą patį posvyrį (angl. slope). Ši dviejų liestinių posvyrių
lygybė apib ūdina optimalų paskirstymą. Ji reiškia, jog kokoso riešutų kiekis, b ūtinas
surinkti vienam laisvalaikio vienetui (valandai), yra lygus kokoso riešutų kiekiui, kurį
Robinzonas Kruzas norėtų paaukoti, kad įgytų vieną laisvalaikio vienetą (valandą).

Išvestiṅes esaňcios (1.7) lygybių abiejose puṡese turi toliau aptariamą ekonominę
interpretaciją. Tarkime, kad funkcijau su reikšṁemisu(x), x = (x1, . . . , x`) ∈ R`,
yra vartotojo naudingumo funkcija, priklausanti nuo` kintamųjų, interpretuojamų kaip
gėrybių kiekiai. Fiksuodami visas funkcijosu koordinates, išskyrusi-tąją beij-tąją, ir
diferencijuodami lygybęu(x) = c, gauname

Diu(x) dxi + Dju(x) dxj = 0;

čia dxi ir dxj yra atitinkamų kintamųjų poky̌ciai. Taigi mažinant kintamąjįxi dydžiu
dxi < 0 ir norint išlaikyti naudingumą nepakitusiu, b ūtina didinti kintamąjįxj dydžiu
dxj = RPNij(x)(−dxi), kur

RPNij(x) :=
Diu(x)
Dju(x)

.
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Kitaip tariant, santykisRPNij(x) yra i-tosios ġeryḃes kiekis, reikalingas kompensuoti
vartotojui užj-tosios ġeryḃes kiekio vieneto atsisakymą taip, kad naudingumo funkcijos
reikšṁe nepakistų.RPNij(x) vadinamasribine pakeitimo norma8 (angl. marginal rate
of substitution).

Tuo pǎciu pamiṅesime ir panaudosime keletą sąvokų iš gamybos teorijos, apie kurią
plačiau kalbama6.1 skyrelyje. Tarkime, kad funkcijaF su reikšṁemis F (y), y =
(y1, . . . , y`) ∈ R`, yra transformacijos funkcija, t. y. gamybos procese naudojamų ištek-
lių ir pagaminamų ġerybių kiekių sudarytų vektorių aibė yra{y : F (y) ≤ 0}, o vek-
toriusy nurodo maksimalų pagaminamų gėrybių kiekį (ḋel to tas vektorius vadinamas
efektyviu) tada ir tik tada, kaiF (y) = 0. Čia ir toliau laikomasi taisykl̇es, kad vektoriaus
y, vadinamo gamybos planu, koordinatė, atitinkanti suvartojamą gėrybę, yra neigiama,
o koordinaṫe, atitinkanti pagaminamą gėrybę, yra teigiama. Atveju, kai pagaminama tik
viena`-toji gėryḃe, jos kiekį pažyṁekimeq := y` > 0. Tuo tarpu likusios koordinatės
i ∈ {1, . . . , ` − 1} nurodo suvartojamų ġerybių kiekius, žymimusxi := −yi > 0. Ta-
da kartu su transformacijos funkcijaF yra apibṙežta vadinamoji gamybos funkcijaf su
reikšṁemisf(x), x = (x1, . . . , x`−1) ir tokia, kadF (y) = q − f(x). Jei transformaci-
jos funkcijaF yra diferencijuojama iry yra efektyvus ġerybių rinkinys, tai bet kuriems
skirtingiemsi, j ∈ {1, . . . , `} dalinių išvestinių santykis

RKNij(y) :=
DiF (y)
DjF (y)

vadinamasribine keitimo norma(angl. marginal rate of transformation). Samprotauda-
mi kaip ir vartojimo atveju, galime teigti, jog ši norma nurodo, kieki-tosios ġeryḃes
mažinimas vienetu padidinaj-osios ġeryḃes kiekį, išlaikant efektyvų gamybos b ūdą.

Pritaikysime šias sąvokas centralizuotam paskirstymui apib ūdinti. Robinzono gamy-
boje vartojama ġeryḃe yra darbas, o pagaminama gėryḃe yra kokoso riešutai. Kadangi
darbas ir laisvalaikis yra susiję sąryšiul + d = L, o naudingumasu yra suvartojamų–
pagaminamų kokoso riešutų kiekiok = q ir laisvalaikio l funkcija, tai transformacijos
funkcija F priklauso nuol ir q. Taigi m ūsų atveju transformacijos funkcijaF (y) =
q − f(L− l) = q − ϕ(l), y = (l, q), ir ribinė pakeitimo norma gamybai yra

RKN12(y) = −ϕ′(l) = f ′(d).

Tuo tarpu ribiṅe pakeitimo norma vartojimui nagrinėjamu atveju yra

RPN12(x) =
D1u(l, k)
D2u(l, k)

, x = (l, k).

Taigi remiantis sąryšiais (1.7), lygybė RPN12(M) = RKN12(M) apib ūdina optimalų
paskirstymą Robinzono ekonomikoje.

8Kai kuriuose tekstuose ribine pakeitimo norma vadinamas−RPNij(x), kuris atveju` = 2 yra
naudingumo funkcijos liestiṅes taškex posvyris. Neretai šis ženklo skirtumas tarp išvestinių santykio ir
liestinės posvyrio tiesiog ignoruojamas.
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Labai dažnai lygyḃe tarp ribiṅes pakeitimo normos vartotojams ir ribinės pakeitimo
normos gamintojams yra ekonominės veiklos optimalumo kriterijus. Tačiau vadov̇elyje
ši ekonomiṅes analiżes kryptis toliau nenagriṅejama.

Decentralizuotas paskirstymas Šioje skyrelio dalyje nagriṅesime Robinzono Kruzo
ekonominę veiklą šiek tiek dirbtinai padaliję ją į dvi rinkas ir įvedę gėrybių kainas. Tai
yra svarbus pavyzdys, iliustruojantis ir padedantis suprasti toliau detaliai nagrinėjamą
kainos kitimo mechanizmą valstybės ekonomikoje. Be to, matysime, kad šis, decentral-
izuotu vadinamas, išteklių paskirstymas ir ką tik nagrinėtas paskirstymas centralizuotu
b ūdu – sutampa.

Kokoso riešutų rinkimą laikysime gamybine veikla firmos, kuri samdo darbo jėgą
(Robinzoną) ir parduoda surinktus riešutus. Firmos pelnas atitenka jos savininkui, irgi
Robinzonui. Robinzono, kaip namų ūkio šeimininko, pajamas sudaro atlygis už par-
duotą firmai darbo j̇egą ir iš tos firmos gaunamas pelnas. Taigi turime dvi rinkas: darbo
jėgos ir kokoso riešutų. Samdomąją darbo jėgą, išreikštą darbo valandomis, žymėsime
d, o surinktų riešutų kiekį –q. Naudojant ankšciau įvestą gamybos teorijos terminologi-
ją, šių kiekių sudarytas gamybos planas yray = (−d, q), ir juos sieja gamybos funkcija
f , t. y. galioja (1.1). Greta šių ġerybių, tiesiogiai su jomis susiję yra Robinzono lais-
valaikio kiekisl, kuriam galioja (1.3) sąryšis, ir Robinzono suvartojamų riešutų kiekisk,
neb ūtinai lygus surinktų riešutų kiekiuiq. Kaip ir ankšciau, Robinzono pasirinkimą lais-
valaikio ir vartojimo atžvilgiu apib ūdina naudingumo funkcijau su reikšṁemisu(l, k),
(l, k) ∈ X = [0, L]× [0, +∞).

Šią ekonominę schemą papildysime kaina. Tarkime, kad vienos darbo valandos
kaina yrap1 > 0, o vieno kokoso riešuto kaina yrap2 > 0. Įkainotas ġerybes daž-
nai vadinsime prek̇emis. Taigi gamybos planą sudarančių prekių rinkinioy = (−d, q)
atitinkama kainų sistema yra vektoriusp = (p1, p2). Visa prekių rinkinio kaina išreiškia-
ma vektorių skaliarine sandaugap·y = −p1d + p2q. Kadangiq = f(d), firmos pajamas
išreiškianti lygyḃe p·y = p2f(d) − p1d rodo, kad jos priklauso tik nuod ir p. Esant
duotai kainų sistemaip, firma siekia gauti maksimalų pelną, t. y. rasti tokįd∗ ∈ [0, L],
kad

π(p) := sup
d∈[0,L]

{p2f(d)− p1d} = p2f(d∗)− p1d
∗.

Tarkime, kad toksd∗ egzistuoja intervale(0, L). Remiantis besąlyginio ekstremumo
b ūtina sąlyga (2.83lema) funkcijaid 7→ p2f(d)− p1d, d ∈ (0, L), galioja lygyḃe

f ′(d∗) = p1/p2. (1.8)

Šie matematiniai samprotavimai apib ūdina Robinzono gamybinę veiklą.
Nagriṅejant vartojimą, Robinzono namų ūkio išlaidos negali viršyti turimo biudžeto,

kurį riboja iš firmos gaunamas pelnasπ = π(p) ir pajamosp1L, gaunamos pardavus visą
turimą darbo j̇egą. Šią sumą žyṁesime

w = w(p) := p·e + π(p), ir e := (L, 0).
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Vektorius e vadinamas rinkospradiniu įnašuir nurodo tuos rinkoje esančius ġerybių
išteklius, kurie ṅera pagaminami, bet gali b ūti vartojami. Robinzono vartojimo planą
sudaro prekių vektoriusx = (l, k) ∈ X, kurio kainap·x = p1l + p2k ne didesṅe užw;
čia tariama, kad laisvalaikio valandos kaina yra lygi vienos darbo valandos kainai. Tokie
prekių rinkiniai sudaro vadinamąją biudžeto aibęB = B(p, w), t. y.

B(p, w) := {x ∈ X : p·x ≤ w} = {(l, k) ∈ X : p2k ≤ p1(L− l) + π(p)}.
Robinzonas, b ūdamas namų ūkio šeimininku, siekia maksimizuoti savąją naudingumo
funkciją nepažeisdamas biudžeto rėžio w. Kitaip tariant, Robinzono uždavinys yra
pasirinkti tokią prekių porą(l∗, k∗) ∈ B, kad

sup{u(l, k) : (l, k) ∈ B} = u(l∗, k∗). (1.9)

Naudingumo funkcijau maksimumą dažniausiai įgyja ant biudžeto krašto, t. y.

p1l
∗ + p2k

∗ = w. (1.10)

Įrodysime, kad ši savyḃe galioja, kai vartotojas yra godus.
Sakoma (žr.3.6apibṙežimą), jog vartotojo pasirinkimas yralokaliai nepasotinamas,

jei su bet kuriuo ġerybių rinkiniu x̄ ∈ R` ir skaǐciumi ε > 0 egzistuoja toks ġerybių
rinkinys x ∈ R`, kadu(x) > u(x̄) ir |x̄ − x| < ε; čia |z| žymi z vektoriaus atstumą iki
nulio euklidiṅeje erdv̇ejeR`. Ši vartotojo naudingumo funkcijosu savyḃe reiškia, jog
galima padidinti vartotojo pasitenkinimą vos vos pakeitus turimą gėrybių kiekį. Tarus,
kad naudingumo funkcijos maksimumas pasiekiamas taškex∗ ∈ B ir p·x∗ < w, t. y.
vidiniame biudžeto aiḃes taške, galima rasti tokįε > 0, kadp·x < w visiemsx, kuriems
|x∗ − x| < ε (1.2.2 pratimas). Jei taip, tai remiantis lokaliojo nepasotinamumo savybe,
gauname prieštaravimą tam, kadx∗ yra u maksimumo taškas tarp visųx ∈ B(p, w) ir
todėl (1.10) privalo galioti vektoriuix∗ = (l∗, k∗).

Taigi galiojant (1.10), namų ūkio problemai išspręsti reikia pasirinkti tokįk, kuris
maksimizuotų funkcijąh su reikšṁemis

h(k) := u((w − p2k)/p1, k) = (u◦g)(k);

čia funkcijosg reikšṁes yrag(k) := ((w−p2k)/p1, k). Tarkime, kad egzistuoja funkci-
josh maksimumas taškek∗ > 0. Tada jam galioja lygyḃes

0 = h′(k∗) = −p2

p1

(
D1u◦g

)
(k∗) +

(
D2u◦g

)
(k∗),

iš kurių pirmoji gaunama remiantis b ūtina ekstremumo egzistavimo sąlyga (2.83lema), o
antroji – naudojantis kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.44), kaip ir (1.6) lygybėje.
Iš čia, pažyṁejusl∗ := w − p2k

∗/p1, išplaukia sąlyga:

p1

p2
=

(
D1u◦g

)
(k∗)(

D2u◦g
)
(k∗)

=
D1u(l∗, k∗)
D2u(l∗, k∗)

. (1.11)
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Taigi namų ūkis, laikydamas kainąp ir pelną π(p) duotais, randa sau optimalų lais-
valaikio ir riešutų vartojimą(l∗, k∗), kuris išsprendžia Robinzono uždavinį (1.9). Gauti
sąryšiai (1.11), (1.8) ir (1.7) rodo, kad decentralizuotu paskirstymu gautas optimalus
sprendinys(l∗, k∗) sutampa su centralizuoto paskirstymo sprendiniu.

Dabar įvertinkime visuminę pasi ūlą ir paklausą m ūsų herojaus ekonomikoje, kurią
sudaro darbo ir riešutų rinkos. Teguly = (−d, q) yra Robinzono pasirinktas gamybos
planas, nusakantis jo firmos pelną ir taip apibrėžiantis optimalų Robinzono vartojimo
planąx = (l, k). Prisiminus pradinį įnašąe = (L, 0), Robinzono ekonomikosvisuminė
perteklinė paklausa, arba trumpai VPP, yra prekių vektorius

Z := x− y − e = (l + d− L, k − q).

Jis gaunamas vadovaujantis principu – visų vartojamų prekių kiekiai yra su pliuso žen-
klu, o visų pagaminamų arba jau esamų prekių kiekiai yra su minuso ženklu. VPPZ
išreiškiama per atskirų rinkų paklausąD ir pasi ūląS. Paklausos vektoriųD sudaro dar-
bo ir riešutų rinkų paklausos(d, k), o pasi ūlos vektoriųS sudaro atitinkama abiejų rinkų
pasi ūla(L− l, q). Taigi šiuo atvejuZ = D − S.

Dabar jau esame pasiruošę suformuluoti bendrąją pusiausvyrą Robinzono Kruzo
ekonomikos atveju.

1.1 apibrėžtis. Tegulx∗ = (l∗, k∗) yra Robinzono vartojimo planas,y∗ = (−d∗, q∗)
yra Robinzono gamybos planas irp∗ = (p∗1, p

∗
2) yra kainų sistema. Rinkinys(x∗, y∗, p∗)

yra Robinzono ekonomikos pusiausvyra, jei

(a) y∗ maksimizuoja Robinzono pelnąπ(p∗) = p∗2q
∗ − p∗1d

∗, kai q∗ = f(d∗);

(b) x∗ maksimizuoja Robinzono naudingumą, neperžengdama biudžeto rėžiop∗1l
∗ +

p∗2k
∗ ≤ p∗1L + π(p∗);

(c) visuminė perteklinė paklausaZ = 0, t. y.k∗ = q∗ ir l∗ + d∗ = L.

Šiame pusiausvyros apibrėžime kaina atlieka ypatingą vaidmenį. Beveik nepriklau-
somi vienas nuo kito gamybinės veiklos ir vartotojo pasirinkimo optimizavimo procesai
vyksta esant duotai kainai, t. y. kaina yra egzogeninis kintamasis. Esant fiksuotoms
gamybos technologijaif ir naudingumo funkcijaiu, abiejų rinkų optimal ūs sprendimai
gali keistis kintant kainai, t. y. kaina lyg ir valdo rinką. Kalbant apie pusiausvyrą, pa-
grindinis yra klausimas – ar egzistuoja tokia gamybą ir vartojimą optimizuojanti kainų
sistema, kurios sukuriama pasi ūla ir paklausa yra suderintos. Tokia prekių kainų sistema
vadinamapusiausvyrine kaina.

Ar pusiausvyriṅe kaina, jei ji egzistuoja, yra vienintelė? Remiantis (1.8) ir (1.11),
jei pusiausvyra egzistuoja, tai kainų sitemap = (p1, p2) privalo tenkinti sąlygą

D1u(l∗, k∗)
D2u(l∗, k∗)

=
p1

p2
= f ′(d∗). (1.12)
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Tačiau ši sąlyga neapibrėžia kainų vienareikšmiškai. Jei (1.12) galioja kainų sistemai
p = (p1, p2), tai ši sąlyga taip pat galioja kainų sistemaiλp = (λp1, λp2) su bet kuriuo
λ > 0.

O kas darosi su gamybos ir vartojimo optimizavimu, kai kainų sistemap = (p1, p2)
yra keǐciamaλp? Nesunku įsitikinti, kadπ(λp) = λπ(p), t. y. pelno funkcijaπ yra
pirmosios eil̇es teigiamai homogeniška funkcija. Tačiau abi kainų sistemas atitinkan-
tis ir pelną maksimizuojantis sprendinysd∗ yra tas pats. Taip pat nesunku matyti, kad
B(λp,w) = B(p, w), t. y. tai, kas toliau vadinama atitiktimi, b ūtentp 7→ B(p, w), yra
nulinės eil̇es teigiamai homogeniška. Kitaip tariant, kainų sistemaip keičiantis daugik-
liu λ, biudžeto aiḃe B(p, w) nesikeǐcia, ir toḋel nesikeǐcia naudingumo funkcijosu op-
timizavimo sprendinys(l∗, k∗). Išvada: jeip yra pusiausvyriṅe kaina, tai tokia yra irλp
kiekvienamλ > 0.

Kitas klausimas – kokios VPP savybės užtikrina pusiausvyros sąlygą(c), t. y. kada
visumiṅe pertekliṅe paklausaZ = 0. Nagriṅejant šį klausimą verta pastebėti, jog galio-
jant (1.10) teisingas vadinamasisWalraso9 dėsnis: su kiekviena kainų sistemap > 0,

p·Z = 0. (1.13)

Iš tikro, su bet kuriuop = (p1, p2) > 0, π(p) = p2q
∗ − p1d

∗ ir w = e·p + π(p), iš
(1.10), gauname

p·Z = p1(l∗ + d∗ − L) + p2(k∗ − q∗) = 0,

t. y. galioja (1.13). RemiantisWalraso dėsniu,Z = 0 jei arbal∗ + d∗ − L = 0, arba
k∗ − q∗ = 0. Bet kurią iš šių dviejų lygybių galima įrodyti esant jau nagrinėtų pasi ūlos
ir paklausos ḋesnių išvada. Įrodysime, pavyzdžiui, lygybęq∗ = k∗.

Tarkime, kad kainap2 kinta intervale[0, c] su kuriuo norsc > 0, k ir q yra tolydžios
p2 argumento funkcijos,k(0)− q(0) > 0 ir k(c)− q(c) < 0. Šias matematines sąlygas
išpildo bet kurie tipiški, ankšciau nagriṅeti paklausosk ≡ D ir pasi ūlosq ≡ S sąryšiai.
Intervale[0, c] apibṙežkime naują funkcijąg su reikšṁemisg(t) := k(t)−q(t), t ∈ [0, c].
Tadag yra tolydi, g(0) > 0 ir g(c) < 0, o tai reiškia, kadg funkcija išpildoBolzano10

teoremos prielaidas (žr.4.2 teoremą). Remiantis šia teorema, egzistuoja tokst ∈ (0, c),
kadg(t) = 0, o tai reiškia, jog egzistuoja tokia kainap∗2 ∈ (0, c), kadk∗ := k(p∗2) =
q(p∗2) =: q∗.

Robinzono Kruzo atveju lygyḃesk = q klausimas nekyla. Nat ūralu, jog Robinzonas
nusiskina tiek kokoso riešutų, kiek jam reikia prasimaitinti.Bolzanoteoremos taikymas
iliustruoja toliau nagriṅejamą abstraǩciąją konkurencinę rinką. Tuo atveju remsimės
Bolzanoteoremos apibendrinimu –Brouwerio11 nejudamojo taško teorema.

Pratimai

9Léon Walras – Leonas Valrasas (1834–1910), pranc ūzų ekonomistas.
10Bernard Bolzano – Bernardas Bolcanas (1781–1848),čekų matematikas ir teologas.
11Luitzen Egbertus Jan Brouwer – Janas Braueris (1881–1966), olandų matematikas ir filosofas.
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1. TegulL > 0, u(l, k) = lαk1−α, (l, k) ∈ [0, L] × R+, f(d) = dβ, d ∈ [0, L],
ir h(d) = u(L − d, f(d)). Kokiemsα ir β funkcija h įgyja maksimumą taške
d∗ ∈ (0, L)? Rasti jį.

2. Tegulp, z ∈ R`, w > 0 ir p·z < w. Rasti tokįε > 0, kadp·x < w, jei |x− z| < ε.

3. Tarkime, kad Robinzono kokoso riešutų rinkimo gamybos funkcija yraf(d) =
12
√

a + d, a ≥ 0, ir jo naudingumo funkcija yrau(l, k) = 18 ln k + l. Rasti
Robinzono ekonomikos pusiausvyrą ir nubrėžti kokoso riešutų rinkos paklausos ir
pasi ūlos sąryšių grafiką.

4. Tarkime, kad Robinzono kokoso riešutų rinkimo gamybos funkcija yraf(d) =√
d, o jo naudingumo funkcija yrau(l, k) = (24− L + l)k, L > 0. Rasti Robin-

zono ekonomikos pusiausvyrą.

5. Tegulα ∈ (0, 1) ir u(x) = xα
1 x1−α

2 , x = (x1, x2) ∈ R2
+. Rasti funkcijosu ribinę

pakeitimo normą tarp dviejų gėrybių.

1.3 Arrow–Debreu ekonomika

Kaip minėta, m ūsų tikslas yra išsiaškinti vieną iš pagrindinių bendrosios pusiausvyros
modelių, vadinamąArrow12–Debreu13 ekonomika. Šiame skyrelyje modelis apib ūdina-
mas pilnai, bet glaustai. Išsamiai jis nagrinėjamas tolesniuose vadovėlio skyriuose.

Pagal veiklos pob ūdį ekonomikos subjektai yra dviejų r ūšių: vartotojai ir gamintojai.
Šie veiklos b ūdai yra susiję su skirtingais ekonominės veiklos šaltiniais: prekių varto-
jimu ir jų gamyba. Tǎciau svarbiausia bet kurioje ekonomikoje yra pačios prek̇es, kurios
yra ekonomiṅes veiklos priemoṅe ir tikslas. Prekių kaina yra rodiklis, kuris nurodo prek-
ių stygiaus laipsnį.

Šio rodiklio – kainos – susidarymo mechanizmas ir yra grindžiamas pu-
siausvyra.

BP teorijos pagrindiṅes sąvokos yrapusiausvyra, prekėsir kaina. Praḋesime nuo pas-
tarųjų dviejų.

Prekės ir kainos Preke (angl. commodity) vadinama tokia gėryḃe, kurią galima pirkti
ar parduoti, o jos vienetai yra lygiaverčiai. Toliau nagriṅejama prekių rinka turi baigtinį
skaǐcių ` skirtingų prekių, sunumeruotų indeksais iš aibėsI = {1, . . . , `}. Paprastumo
dėlei prek̇e yra tapatinama su vienu iš indeksųh ∈ I. Kiekvieną prekę, t. y. indeksą,
atitinka du realieji skaǐciai.

12Kenneth J. Arrow – Kenetas Erou (1921), amerikiečių ekonomistas, Nobelio premijos laureatas
ekonomikos srityje.

13Gerard Debreu – Žeraras Debriù (1921–2004), amerikiečių matematikas ir ekonomistas Pranc ūzijoje
gimęs, Nobelio premijos laureatas ekonomikos srityje.
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Vienas iš dviejųh-tąją prekę atitinkaňcių skaǐcių xh ∈ R žymi prek̇es kiekį. Toks
susitarimas reiškia, jog prekių kiekiai gali b ūti trupmeniniai skaičiai. Ši prielaida yra
prasminga, kai fiziṅe ġeryḃe yra daloma, arba kai preke yra paslauga vertinama laiko
trukme. Ḋel prek̇es kiekio ženklo interpretavimo galima tarti, kad ekonomikos subjek-
tui (vartotojui) teigiamas skaičius xh reiškia jo įsigyjamos prek̇es kiekį, o neigiamas
skaǐciusxh reiškia tokios prek̇es perdavimą kitam rinkos subjektui. Pavyzdžiui,x1 = 2
gali reikšti įsigijimą dviejų kilogramų grybų,x2 = −4 – keturių valandų matematikos
paskaitų skaitymą ḋestytojui, ox2 = 4 – šios paskaitos klausymo studentui. Vektorius
x = (x1, . . . , x`) ∈ R`, kurio kiekviena koordinatė yra prek̇es kiekis, vadinamaprekių
rinkiniu arbavartojimo planu. Visa prekių rinkinių kiekų aiḃe X yra euklidiṅes erd-
vėsR` aibė, vadinamavartojimo aibe. Sutrumpintai prekių rinkinysx = (x1, . . . , x`)
žymimas(xh); čia ir toliauh ∈ I. Taigi prekių rinkiniox = (xh) koordinaṫe xh yra
teigiama, jei vartotojas įsigyjah-tosios prek̇es xh vienetų, ir neigiama, jei vartotojas
atiduoda atitinkamą kiekį prekių.

Antras realusis skaičius, atitinkantis prekę, yra jos vieneto kaina. Prekėskainayra
dydis, kurį reikia mok̇eti įsigyjant vieną kurios nors prekės vienetą. Kiekvienamh ∈ I,
h-tosios prek̇es vienetui yra priskiriamas realusis skaičiusph, vadinamas jo kaina. Tokiu
b ūdu indeksų aibęI atitinka vektoriusp = (p1, . . . , p`) = (ph) ∈ R`, vadinamaskainų
sistema. Prekių rinkiniox = (xh) ∈ X ⊂ R` su atitinkama kainų sistemap = (ph)
kaina yra dydis

p·x =
∑̀

h=1

phxh, (1.14)

vadinamas vektoriųp ir x skaliarine sandauga. Visų kainų sistemas sudarančių vektorių
p = (ph) aibę žyṁesimeP ⊂ R`. Priklausomai nuo to, arph ∈ R yra teigiama, nulis ar
neigiama, tarsime, kadh-toji prekė yra atitinkamai reta, neribota ar kenksminga.

Remiantis šiais prek̇es ir pinigų apibṙežimais, ekonomikos subjektosprendimasyra
prekių rinkinio x pasirinkimas vartojimo aiḃeje X ⊂ R`. Tokio sprendimo pasirinki-
mo kaina priklauso nuo kainų sistemosp ∈ P ⊂ R` ir yra lygi skaliarinei sandaugai
p·x. Ekonomiṅeje pinigų teorijoje pinigai laikomi tarpine preke, tačiau m ūsų tolesniame
nagriṅejime pinigai ṅera laikomi preke. Kaina yra matas to, už kiek ją galima įsigyti.
Kaina ṅera prek̇es vidiṅe savyḃe, bet priklauso nuo išorinių aplinkybių – technologijos
lygmens, vietos, laiko ir panašiai.

Toliau kalbant apie ekonomikos subjektus, jie skiriami į dvi kategorijas:gamintojai
ir vartotojai. Formaliai abi subjektų kategorijos skiriasi pagal toliau aptariamus prekių
pasirinkimo apribojimus ir pasirinkimo kriterijus. Neformaliai gamintojus ir vartotojus
galima skirti pagal jų veiklos tikslus.

Vartojimas ir vartotojai Vartotojas yra ekonomikos subjektas, kuris renkasi prekes
iš vartojimo aiḃesX ⊂ R`, siekdamas maksimizuoti savo naudą. Toliau tariama, kad
vartojimo aiḃe X išpildo tam tikras sąlygas. Kaip taisyklė, tokios sąlygos atsiranda dėl
matematinio įrodymo reikalavimų. Pavyzdžiui, mes tarsime, kad aibė X yra iškila, t.
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y. jei x, y ∈ X, tai λx + (1 − λ)y ∈ X bet kuriamλ ∈ (0, 1). Dažniausiai tokias
sąlygas galima interpretuoti ir ekonomiškai. Nagrinėjant vartotojo pasirinkimo mecha-
nizmą galima nekreipti ḋemesio į tai, kad rinkoje renkamasi tarp prekių. Kitaip tariant,
bet kuris prekių rinkinys, išreiškiamas vektoriumix = (xh) ∈ X, yra alternatyva varto-
tojui. Vadov̇elio 3 skyriuje prekių pasirinkimas nagrinėjamas kaip pasirinkimas tarp bet
kokių alternatyvų, o ne b ūtinai euklidinės erdv̇es aiḃeX tuo atveju vadinama alternatyvų
aibe.

Kita svarbi vartotojo charakteristika yra prekių ar alternatyvų pasirinkimo kriterijus.
Šiuolaikiṅeje ekonomikoje pasirinkimo kriterijumi laikomas aibėsX binarusis sąryšis
º, vadinamaspreferencija. Atskiru atveju preferencija gaunama naudojantnaudingu-
mo funkciją, apibṙežtą aiḃejeX. Mes sakome, kad preferencija yraracionali, kai aiḃes
X binarusis sąryšis yra pilnas ir tranzityvus. Porą(X,º), sudarytą iš vartojimo aiḃes
X ir racionalios preferencijosº, vadinameprekių lauku, arba alternatyvų lauku. Na-
grinėjant pusiausvyros egzistavimo sąlygas, taip apibrėžiamas vartotojų pasirinkimas
yra laikomas žinomu, o preferencija duota. Klausimas, kaip nustatyti preferenciją pa-
gal pasirinkimo rezultatus, nagrinėjamas3.4skyrelyje.

Tarkime, kad m ūsų nagrinėjamoje ekonomikoje yran vartotojų; kiekvieną iš jų
žymėsime indeksui ∈ {1, . . . , n} =: V . Kiekvieno vartotojo alternatyvų aibė ir prefer-
encija gali skirtis. Toḋel i-tojo vartotojo alternatyvų aibę žyṁesimeXi, o jo preferenciją
aibėjeXi žymėsimeºi. Toliau, tarkime, kadi-tasis vartotojas turipradinį turtą, sudary-
tą iš pradinio įnašoei = (ei1, . . . , ei`) ∈ Xi ir dalies rinkos gamintojų pelno, kurį
apibṙešime šiek tiek v̇eliau. Visų vartotojų įnašų sumae := e1 + · · · + en vadinama
ekonomikosištekliais. Tegulwi yra i-tojo vartotojo pradinio turto kaina, op ∈ P yra
kainų sistema. Tada vartotojo pasirinkimo ribojimas yra išreiškiamas sąlyga: prekių
rinkinys x ∈ Xi yra leistinas, jei jo kainap·x ≤ wi. Visų tokių prekiųx ∈ Xi aibė
Bi(p, wi) toliau vadinamabiudžeto aibe, t. y.

Bi(p, wi) :=
{
x ∈ Xi : p·x ≤ wi}, i ∈ V. (1.15)

Taigi i-tojo vartotojo tikslas, esant duotam(p, wi), – rasti tokįx∗i ∈ Bi(p, wi), vadinamą
optimalaus pasirinkimo rinkiniu, kadx∗i ºi z kiekvienamz ∈ Bi(p, wi). Tokio rinkinio
gali ir neb ūti, arba jų gali b ūti daugiau negu vienas. Klausimas, kokiomis aplinkybėmis
galima optimaliai pasirinkti, vadinamas vartotojo optimalaus pasirinkimo problema, ir
jis detaliai nagriṅejamas5.1skyrelyje.

Kalbant apie interpretacijas, paminėsime, jog vartotoju gali b ūti individas, namų ūkis
ar kita bendrų interesų vienijama grupė. Vartotojas numato savo vartojimo planą, arba
trumpiau – vartojimą, sudarytą iš prekių rinkinių. Šis pasirinkimas yra ribotas dėl galimo
vartojimo aiḃes fizinio ribotumo, ḋel kainos nulemiamo rinkos ribojimo ir dėl asmeninio
biudžeto ribotumo. Vartotojų tikslas yra maksimalios naudos siekis turimomis sąlygomis
(nulis valandų darbo ir tona aukso yra nerealus siekis). Ekonomikos subjektų „godumas“
yra jų aktyvumo šaltinis, kuris ir sudaro ekonomikos teorijos, vadinamos neoklasikine,
vieną iš fundamentalių prielaidų: vartotojųbegalinį egoizmą.
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Gamyba ir gamintojai Gamintojas yra ekonomikos subjektas, kuris renkasi iš gamy-
bos planų, siekdamas maksimizuoti savo pelną.Gamybos planuvadinamas vektorius
y = (y1, . . . , y`) = (yh) ∈ R`, kurį sudaro gamybos ištekliams skirtų gėrybių ir pagam-
inamų ġerybių kiekiai. Tam, kad jas galėtume atskirti, ištekliams skirtų gėrybių kiekis
yra neteigiamas skaičius, o pagaminamų gėrybių kiekis yra neneigiamas skaičius. Ši-
ame vadov̇elyje gamybos plano pirmosios koordinatės atitinka išteklius, o likusios ko-
ordinaṫes – produktą. Aibę gamybos planų riboja technologijos ir ištekliai. Toliau visų
įmanomų gamybos planų aibę žymėsimeY ⊂ R` ir vadinsimegamybos aibe. Kaip ir
vartojimo atveju, gamybos aibė išpildo tam tikras sąlygas.

Tarkime, kad m ūsų nagrinėjamoje ekonomikoje yram gamintojų; kiekvieną iš jų
žymėsime indeksuj ∈ {1, . . . , m} =: G. Vėlgi, kiekvienam gamintojuij gamybos
aibė Yj gali b ūti skirtinga. Gamintojo pasirinkimo iš skirtingų gamybos planų kriteri-
jų sudaro pelno maksimizavimo tikslas, t. y. pasirenkamas toks gamybos planas, kuris
maksimizuoja pelną. Esant duotai kainų sistemaip = (ph) ∈ R`, gamybos pelnas,
atitinkantis gamybos planąy = (yh) ∈ Yj , yra vektoriųp ir y skaliariṅe sandauga

p·y =
∑̀

h=1

phyh.

Gamintojo tikslas – maksimizuoti pelną esant duotai kainų sistemaip, t. y. rasti tokį
gamybos planąy∗j ∈ Yj , vadinamą pelną maksimizuojančiu gamybos planu, kad

p·y∗j = sup{p·y : y ∈ Yj} =: πj(p). (1.16)

Dydisπj(p) = p·y∗j yra j-tojo gamintojo maksimalus pelnas, atitinkantis kainų sistemą
p ∈ R`. Vėlgi klausimas, ar pelną maksimizuojantis gamybos planas egzistuoja, vadina-
mas pelno maksimizavimo problema ir detaliai nagrinėjamas6.1skyrelyje.

Kalbant apie gamybos ir gamintojų statinio modelio prielaidas, iš esmės tariama, kad
gamintojai sugeba ruošti pilną gamybos planą, numatomą visai ateičiai. Tai reiškia, kad
ateities planai ir pasekṁes yra žinomidabar. Be kita ko, gamintojai nusprendžia, kokios,
kiek ir pagal kokią technologiją bus gaminamos prekės. Taigi ekonomikos subjektų
tyrimo prielaida yra „neriboto numatymo“ galimybė. Kitaip kalbant, ši ekonomikos
subjektų dalis pasižymi absoliučia ir neribota toliaregiškumo savybe.

Arrow–Debreu ekonomika Apibendrinant tai, kas iki šiol jau apibrėžta, nagriṅejamą
ekonomiką sudaro:

• n vartotojų, žymimų indeksaisi ∈ {1, . . . , n} = V , ir m gamintojų, žymimų
indeksaisj ∈ {1, . . . ,m} = G. Taigi iš viso ekonomikoje yram + n subjektų.

• Kiekvienas vartotojasi ∈ V turi savo vartojimo aibęXi ⊂ R` ir aibėjeXi api-
brėžtą savo racionalią preferencijąºi.

• Kiekvienas vartotojasi ∈ V turi pradinį įnašąei = (ei1, . . . , ei`) ∈ Xi ⊂ R`, o tų
įnašų sumae = e1 + · · ·+ en sudaro ekonomikos išteklius.
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• Kiekvienas gamintojasj ∈ G turi savo gamybinę aibęYj ⊂ R`, ribojaňcią jo
technologinius pasirinkimus.

Taip apibṙežtą ekonomiką vadinameArrow–Debreuekonomika. Trumpiau kalbant,
Arrow–Debreuekonomika yra rinkinysE := (Xi,ºi, Yj , ei).

Greta to, ką jau turime, papildomai apibrėšime ryšius tarp vartotojų ir gamintojų,
kuriuos interpretuodami vadinsime ekonomika su privačiąja nuosavybe. Priminsime,
kad kiekvieno vartotojo pasirinkimą riboja biudžeto aibė (1.15), kurioje wi yra i-tojo
vartotojo pradinio turto kaina. Kaip buvo minėta, pradinį turtą sudaro pradiniai įnašai
ei ∈ Xi ir dalis gamintojų pelno. Dabar galime tiksliai apibrėžti kiekvieno vartotojo
gaunamą gamintojų pelno dalį. Kiekvienamj ∈ G ir p ∈ P ⊂ R`, j-tojo gamintojo
gauto pelnoπj(p) dalis, atitenkantii-tajam vartotojui, nusakoma skaičiumi θij ∈ [0, 1],
ir i-tajam vartotojui atitenkantij-tojo gamintojo pelno dalis yraθijπj(p). Laikysime,
kad vartotojai pasidalija visą pelną, t. y.

∑
i∈V θij = 1 kiekvienamj ∈ G.

Tarkime, kadp ∈ P ⊂ R` yra kainų sistema, oπj(p) yra atitinkamasj-tojo gam-
intojo pelnas (1.16). Tada kiekvienami ∈ V , i-tojo vartotojo pradinio turto kaina yra

wi = wi(p) := p·ei +
∑

j∈G

θijπj(p) ∈ R. (1.17)

Žinant pradinio turto kainąwi ir kainų sistemąp ∈ R`, i-tojo vartotojo biudžeto aiḃe
Bi(p, wi) apibṙežta lygybe (1.15). Vartotojo pradinis turtas priklauso nuo gamintojo
pelno ir šia prasme vartotojo pasirinkimą daro priklausomą nuo gamintojo rezultatų.
Arrow–DebreuekonomikaE , kurioje vartotojus ir gamintojus sieja (1.17) sąryšis, vadi-
namaprivačiosios nuosavybės ekonomika. Trumpiau kalbant,Arrow–Debreuekonomi-
ka su privǎciąja nuosavybe yra rinkinys

PNE := (Xi,ºi, Yj , ei, θij , P ). (1.18)

Arrow–Debreu ekonomikos pusiausvyra Sakykime, kadPNE yra Arrow–Debreu
ekonomika su privǎciąja nuosavybe, apibrėžta (1.18) rinkiniu. Tegulxi = (xih) ∈ Xi,
i ∈ V , ir yj = (yjh) ∈ Yj , j ∈ G. Tada rinkinys

(xi, yj) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ X1 × · · · ×Xn × Y1 × · · · × Ym ⊂ R`(n+m)

vadinamas prekių paskirstiniu. Taigi prekių paskirstinys yra rinkos subjektų sprendimų
rezultatas.PNE ekonomikos paskirstinį(xi, yj) atitinkanti visuminė perteklinė pak-
lausa(angl. total excess demand), arba sutrumpintai VPP, yra gėrybių rinkinys

Z(xi, yj) :=
∑

i∈V

xi −
∑

j∈G

yj −
∑

i∈V

ei ∈ R`. (1.19)

Šis žyṁejimas reiškia, jog kintamaisiais visuminėje pertekliṅeje paklausoje yra laikomi
tik xi ir yj , o ekonomikos ištekliaiei nekinta.
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Visuminė pertekliṅe paklausaZ = Z(xi, yj) yra vektorius(Zh) = (Z1, . . . , Z`) ∈
R`, kurio koordinaṫe

Zh(xi, yj) =
∑

i∈V

xih −
∑

j∈G

yjh −
∑

i∈V

eih ∈ R

kiekvienamh ∈ I. Prisiminkime, kadyih ≤ 0, jei h-toji gėryḃe yra gamybos ištekliai,
t. y. h-toji gėryḃe yra suvartojama, iryih ≥ 0, jei h-toji gėryḃe yra gamybos produktas.
Kitaip tariant, sumojeZh(xi, yj) suvartojamih-tosios ġeryḃes kiekiai yra su pliuso žen-
klu, o sukuriami tos ġeryḃes kiekiai yra su minuso ženklu. Vadinasi, sumaZh(xi, yj) yra
h-tosios ġeryḃes balansas visoje ekonomikoje. JeiZh(xi, yj) > 0, tai h-tosios ġeryḃes
yra nepakankamai, o jeiZh(xi, yj) < 0, tai h-tosios ġeryḃes yra perteklius. Sakysime,
kad prekių paskirstinys(xi, yj) yra leistinas, jei Zh(xi, yj) ≤ 0 kiekvienamh ∈ I, t. y.
Z(xi, yj) ≤ 0.

Kartu su paskirstinio(xi, yj) leistinumu, pusiausvyra apib ūdinama ir tuo, kad vi-
sumiṅes pertekliṅes paklausos kaina lygi nuliui, t. y.

p·Z(xi, yj) =
∑

h∈I

phZh(xi, yj) = 0. (1.20)

Tegulp = (ph) ≥ 0 ir Z(xi, yj) ≤ 0. Tada kiekvienas (1.20) sumos narys yra lygus
nuliui, t. y. kiekvienos prek̇es pasi ūlos ir paklausos balanso kaina yra nulis. Be to, jei
ph > 0, tai Zh(xi, yj) = 0, t. y. vertingos prek̇es pasi ūla lygi paklausai.

Prekių paskirstinys(xi, yj) tarp ekonomikos subjektų ir kainų sistemap ∈ P sudaro
rinkinį (xi, yj , p), kurį vadinsime ekonomikosPNE b ūsena.

1.2 apibrėžtis. TegulPNE yra Arrow–Debreu ekonomika nusakoma (1.18) rinkiniu.
B ūseną(x∗i , y

∗
j , p

∗) vadinsime ekonomikosPNE pusiausvyra,jei galioja(a), (b) ir (c);
čia

(a) kiekvienami ∈ V , x∗i yra optimalus biudžeto aibėsBi(p∗, wi(p∗)) elementas;

(b) kiekvienamj ∈ G, y∗j yra maksimalų pelnąπj(p∗) realizuojantis gamybos planas;

(c) visumiṅe pertekliṅe paklausaZ(x∗i , y
∗
j ) ≤ 0 ir p∗·Z(x∗i , y

∗
j ) = 0.

Pusiausvyros egzistavimo problema Pusiausvyros problemą suformuluosime kaip
nuo kainų sistemos priklausančios aiḃes egzistavimo problemą. Pradėsime nuo1.2api-
brėžimo(a) ir (b) sąlygų. Esant bet kuriai kainų sistemaip ∈ R` ir gamintojuij ∈ G,
apibṙežkime aibę

Sj(p) := {y ∈ Yj : (∀ z ∈ Yj) [p·y ≥ p·z]},

kuri gali b ūti tuš̌cia arba ne. JeiSj(p) 6= ∅, tai j-tasis gamintojas renkasi bet kurį
maksimalų pelną realizuojantį gamybos planąyj ∈ Sj(p). Tarkime, kadp ∈ R` yra tokia
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kainų sistema, kad visos aibėsSj(p), j ∈ G, yra netuš̌cios, t. y. galioja1.2 apibṙežimo
(b) sąlyga. Tokiu atveju yra apibrėžti maksimal ūs pelnaiπj(p), j ∈ G, o visų vartotojų
pradinio turto kainoswi(p) apibṙežtos pagal formulę (1.17). Tada kiekvienam vartotojui
i ∈ V apibṙežkime aibę

Di(p) := {x ∈ Bi(p, wi(p)) : (∀z ∈ Bi(p, wi(p))) [x ºi z]},
kuri taip pat gali b ūti tuš̌cia arba ne. JeiDi(p) 6= ∅, tai i-tasis vartotojas renkasi bet
kurį optimalų prekių rinkinįxi ∈ Di(p). TegulP yra aiḃe tų kainų sistemųp ∈ R`, su
kuriomis yra netuš̌cios visos aiḃesSj(p), j ∈ G, ir Di(p), i ∈ V . AibėP gali b ūti tuš̌cia
arba ne. JeiP yra netuš̌cia, tai galioja1.2apibṙežimo(a) ir (b) sąlygos.

Sakykime, kad kainų sistemų aibėP yra netuš̌cia. Noṙedami sudarytiArrow–Debreu
ekonomikos pasi ūlą ir paklausą, sudėkime gamintojų ir vartotojų pasirinkimus, kurie yra
šios ekonomikos subjektų sprendimai. KadangiDi(p) ir Sj(p) gali b ūti aiḃes, sudarytos
iš daugiau nei vieno elemento, naudosimės netuš̌cių euklidiṅes erdv̇es poaibiųA ir B
Minkowskio14 suḋetimi A + B ir atimtimi A−B, kur

A±B := {u± v : u ∈ A, v ∈ B}. (1.21)

Taip suḋeję, gauname aibes

D(p) :=
∑

i∈V

Di(p) ir S(p) :=
∑

j∈G

Sj(p), (1.22)

vadinamas atitinkamaivisumine paklausair visumine pasi ūla. Kartu su ekonomikos
ištekliaise =

∑
i∈V ei, šios aiḃes išreiškia VPP priklausomybę nuo kainos

ζ[p] := D(p)− S(p)− {e} (1.23)

=
{
Z(xi, yj) : xi ∈ Di(p), yj ∈ Sj(p)

}
.

Jei kainų sistemap ∈ P , tai xi ∈ Di(p), i ∈ V , ir yj ∈ Sj(p), j ∈ G, yra optimal ūs
ekonomikos subjektų sprendimai, o VPPZ(xi, yj) ∈ ζ[p]. Aibė

ζ :=
{
(p, z) ∈ R` × R` : p ∈ P, z ∈ ζ[p]

}

yra atitiktis išR` į R` su apibṙežimo sritimiP , vadinamavisumine pertekline paklausa.
Jei kiekvienamp ∈ P , aiḃesDi(p) = {x∗i }, i ∈ V , ir Sj(p) = {y∗j }, j ∈ G, yra
sudarytos iš vienintelio elemento, tai reikšmės ζ(p) := Z(x∗i , y

∗
j ) apibṙežia funkciją

ζ : p 7→ ζ(p) ∈ R`, p ∈ P , taip pat vadinama visumine pertekline paklausa. Daugiau
apie atitiktis ir funkcijas rašoma2.2skyrelyje.

Taigi 1.2 apibṙežimo (a) ir (b) sąlygos galioja, jei egzistuoja visuminė pertekliṅe
paklausaζ su apibṙežimo sritimiP . Jei kainų sistemap∗ ∈ P yra tokia, kad0 ∈ ζ[p∗], tai
egzistuoja tokiex∗i ∈ Di(p∗) ir y∗j ∈ Sj(p∗), kadZ(x∗i , y

∗
j ) = 0, o tai rodo, kad Arrow–

Debreu ekonomikos b ūsenai(x∗i , y
∗
j , p

∗) galioja visos trys1.2 apibṙežimo sąlygos. Šie
samprotavimai įrodo teiginį:

14Hermann Minkowski – Hermanas Minkovskis (1864–1909), Kaune gimęs vokiečių matematikas.
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1.3 teiginys. Arrow–Debreu ekonomikojePNE egzistuoja pusiausvyra, jei egzistuoja
visuminė perteklinė paklausaζ su apibrėžimo sritimiP ir tokia kainų sistemap∗ ∈ P ,
kad0 ∈ ζ[p∗].

Šio teiginio kainų sistemap∗, jei ji egzistuoja, vadinamapusiausvyrine kaina. M ūsų
pagrindinis tikslas – rasti sąlygas ekonomikai (1.18), kurioje egzistuoja pusiausvyrinė
kaina.

Pusiausvyriṅes kainos egzistavimo sąlygų paieška nėra vienareikšmiškai formuluo-
jama. Bendroji pusiausvyra yra visos ekonomikos savybė, ir toḋel jos egzistavimui gali-
ma b ūtų formuluoti sąlygas tiek visai ekonomikai, tiek ir atskiroms jos dalims. Vadovė-
lyje nagriṅejamosArrow–Debreuekonomikos dalys yra matematinio modelio elementai,
t. y. (1.18) rinkinio sudedamosios dalys. Taigi,Arrow–Debreuekonomikos kontekste
sąlygos pusiausvyrai egzistuoti išreiškiamos prielaidomis modelio elementams. Tokiu
b ūdu galima tik̇etis paaiškinti pusiausvyrinės kainos formavimosi mechanizmą. Be to,
praktiniu poži ūriu tokias sąlygas galima b ūtų tikėtis lengviau interpretuoti ir pateisinti
ekonomiškai.

Pusiausvyros egzistavimo sąlygosToliau formuluojamos konkrěcios sąlygosArrow–
Debreuekonomikai (1.18), kurioms galiojant6.8teorema įrodomas pusiausvyros egzis-
tavimas.

Kiekvienami ∈ V vartojimo aibeiXi galioja

V 0: Xi ⊂ R`
+ = {x ∈ R` : x ≥ 0};

V 1: Xi yra iškila, t. y. bet kuriemsx, y ∈ Xi ir λ ∈ (0, 1), λx + (1− λ)y ∈ Xi;

V 2: Xi yra kompaktiška, t. y. uždara ir aprėžta;

V 3: egzistuoja toks̃xi ∈ Xi, kadx̃i < ei.

Kiekvienami ∈ V vartojimo aiḃesXi preferencijaºi yra racionali (3.1 apibṙeži-
mas), o prekių laukas(Xi,ºi) yra

L1: tolydus, t. y. aiḃes{y ∈ Xi : y ºi x} ir {y ∈ Xi : x ºi y} yra uždaros kiekvien-
amx ∈ Xi (3.9apibṙežimas);

L2: iškilas, t. y. jeix, y, z ∈ Xi, y ºi x ir z ºi x, tai λy + (1 − λ)z ºi x galioja
kiekvienamλ ∈ (0, 1) (3.17apibṙežimas);

L3: lokaliai nepasotinamas, t. y. duotiemsx ∈ Xi ir ε > 0 egzistuoja toksy ∈ Xi, kad
|x− y| < ε ir griežtoji preferencijay Âi x (3.6apibṙežimas).

Kiekvienamj ∈ G gamybos aiḃeYj ⊂ R`

G1: yra iškila;
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G2: yra kompaktiška;

G3: leidžia nieko neveikti, t. y.0 ∈ Yj .

Priklausomai nuo rinkos kainos, nieko neveikimas gali b ūti optimalus firmos sprendi-
mas. Bet kuriuo atveju iš sąlygosG3 išplaukia, kad pelnas visada yra neneigiamas
dydis.

Galiausiai, prielaida apie kainų sistemas yra

P1: P = R`
+ \ {0}.

Daugumoje pusiausvyros egzistavimo įrodymų vartojimo ir gamybos aibių iškilumas
(V 1 ir G1 sąlygos) yra labai svarbios. Gamybos atveju iškilumas kartu suG3 sąlyga
reiškia, kad jei technologijay yra galima, tai irλy yra galima kiekvienamλ ∈ [0, 1]. Tai
rodo, jog mažinant gamybos sąnaudas proporcingai mažėja pagaminamos produkcijos
kiekis (angl. non-increasing returns to scale).

Vadov̇elyje įrodoma pusiausvyros egzistavimo teorema6.8sąlygų bendrumo prasme
nėra pati universaliausia. Pavyzdžiui, aibiųXi ir Yj kompaktiškumo sąlygą galima b ūtų
pakeisti šių aibių uždarumo sąlyga. Tačiau dažniausiai bendresnė teorema reikalauja
suḋetingesnio įrodymo. Nuorodos į kitus žinomus ir susijusius rezultatus yra pateiki-
amos šio ir kitų skyrių pabaigoje.

Taikomoji bendrosios pusiausvyros analiże Taip vadinama ekonominių darbų sri-
tis, kuriais siekiama abstrakčią bendrosios pusiausvyros strukt ūrą, išreiškiamąArrow–
Debreuekonomikos modeliu, taikyti konkrečioms ekonomikoms. Empiriškai įvertintas
ir realius duomenis atitinkantis bendrosios pusiausvyros matematinis modelis naudoja-
mas lyginti ekonomiṅes politikos alternatyvas. Tokia politika domisi ekonomikos reak-
cija ir jos elgsena priklausomai nuo įvairių ekonomikos rodiklių pasikeitimų ir ekonom-
inės politikos sprendimų.

Bandymai tiesiogiai taikytiArrow–Debreuekonomikos modelį susiduria su dviem
pagrindiṅemis problemomis. Viena, pusiausvyros egzistavimo įrodymas nėra konstruk-
tyvus. Tam naudojamosBrouwerio ir Kakutanio nejudamojo taško teoremos teigia pu-
siausvyros egzistavimą, bet nenurodo b ūdo jai rasti. Nejudamojo taško teoremos yra
svarbios parodant ekonominio modelio loginį suderinamumą, kas yra b ūtina padaryti
pirmiausia. Toliau nat ūralu bandyti rasti nejudamojo taško paieškos algoritmus. Pir-
masis reikšmingų rezultatų šia kryptimi pasiekė H. Scarfas15 septintame XX amžiaus
dešimtmetyje. Konstruktyvus poži ūris į bendrosios pusiausvyros analizę dėstomas jo
knygoje [27].

Kita problema yra tai, kadArrow–Debreuekonomikos modelyje ṅera tokių įprastinių
ekonomiṅes politikos įrankių, kaip vyriausybė, mokešciai, tarifai, prekybos apribojimai
ir panašiai. Pagrindinis ir supaprastintas vyriausybės ekonomiṅes politikos vaidmuo
yra mokešcių rinkimas ir jų paskirstinys įvairioms reikṁems. Nuo vyriausyḃes veiklos

15Herbert E. Scarf – Herbertas Skarfas (1930), amerikiečių matematikas ir ekonomistas.
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priklauso ir rinkos ekonomikos subjektų sprendimai, o šių funkcijų įtraukimas įArrow–
Debreumodelį tampa netrivialiu uždaviniu. Vieną iš galimų šios problemos sprendimo
variantų ir gauto modelio panaudojimo rezultatų aptarimą galima rasti [28] knygoje.

1.4 Istorinė idėjų apžvalga

Ekonomikos kaip šiuolaikine prasme atskiros žinių sistemos pradžia siejama suAdamo
Smitho16 knygos „Tautų turtas“ [29] pasirodymu 1776 metais. Iki tol ekonomika bu-
vo tiesiog vienas iš politikos mokslų skyrių apie valstybės valdymo meną. Lyginant su
ankšciau gyvenusiais ekonomistais,Smithas išsiskyṙe ne tik savo žinių moksliškumu ir
gilumu, bet ir savo sukurto abstraktaus gamtos ir tuometinės kapitalistiṅes sistemos mod-
elio pilnumu ir nuoseklumu. Jis aiškiai pastebėjo ir išskyṙe svarbiausius ryšius tarp pa-
grindinių visuomeṅes sluoksnių, įvairių gamybos sektorių, gerovės ir pajamų paskirsty-
mo, pinigų apytakos, kainos formavimosi procesų ir ekonominio augimo. Dauguma
po jo gyvenusių ir dirbusių ekonomistų vienaip ar kitaip savo idėjas kildino išSmitho
„Tautų turto“. B ūtų beviltiška bandyti bent kiek išsamiaučia apžvelgtiSmitho ir kitų
ekonomistų iḋejų santrauką. M ūsų nuomone, tam egzistuoja puik ūs tekstai, pavyzdžiui
Hunto knygaHistory of Economic Thought[14]. Todėl apsiribosime tik tuo, kas tiesio-
giai siejasi su bendrosios pusiausvyros idėja, ir bendro pob ūdžio pastabomis apie šiuo-
laikinės ekonomikos įvairovę.

Bendrosios pusiausvyros iḋeja Ekonominių reiškinių tyrimo patirtis rodo, jog egzis-
tuoja steḃetinas suderinamumas tarp daugybės individų, atrodytų, visiškai nepriklau-
somų sprendimų, susijusių su gamyba ir prekyba. Šis suderinamumas pasireiškia gam-
inamo ir si ūlomo parduoti ar norimo pirkti prekių ir paslaugų kiekio tam tikru balansu.
Norintys pirkti paprastai tiksliai numato savo galimybes, o norintys gaminti paprastai
negamina tiek, kad po to negalėtų parduoti. Šio reiškinio svarbos suvokimas atsirado
senai, darAdamo Smitho laikais.

Kelių paskutiniųjų šimtų metų Vakarų šalių istorija pateikia įvairių šio ekonominio
reiškinio vystymosi aspektų. Pavyzdžiui, didėjant pajamoms ir prekių paklausai, netrun-
ka atitinkamai reaguoti gamyba ir darbo jėgos paklausa. Arba, atsirandant naujoms tech-
nologijoms, išsilaisvinusi darbo jėga ne prapuola, bet panaudojama kitose ekonominės
sistemos srityse. Šie pavyzdžiai rodo, jog pati ekonominė sistema daugiau ar mažiau
sklandžiai prisitaiko prie naujų pokyčių.

Ekonominių sprendimų savaiminio suderinamumo reiškinys tampa ypač akivaizdus
ir mįslingas laisvosios rinkos sąlygomis. Tad nenuostabu, kad jau nuoAdamo Smitho
laikų šio reiškinio mechanizmo paaiškinimo galimumas suvokiamas kaip mokslinė prob-
lema. Ekonomiṅes minties istorija teigia, kad pirmieji įtikinamą šios problemos sprendi-

16Adam Smith – Adamas Smitas (1723–1790), škotų ekonomistas ir filosofas.
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mo variantą pasi ūlė apie 1870-uosiusW. Jevonsas17, C. Mengeris18 ir ypač L. Walrasas.
Sprendimo iḋeja grindžiama faktu, jog visų rinkos subjektų stebima prekių kainų sis-

tema ir yra tas rodiklis, kuris įgalina koordinuoti, atrodytų, chaotišką ekonominę veiklą.
Šis faktas grindžiamas tuo, kad atsiradus pasi ūlos ir paklausos skirtumams pakinta kai
kurių prekių kaina, kas ir grąžina ekonominei sistemai prarastą balansą. Toks kainų sis-
temos stabilizuojaňcios veiklos reiškinys pradedamas vadintibendrąja pusiausvyra, tuo
terminu apeliuojant į analogiškų reiškinių egzistavimą moksle ir matematikoje. Žodis
„bendroji“ taip pat svarbus, nes aiškinamasis mechanizmas turi prasmę tik bendroje
ekonomiṅeje sistemoje, sudarytoje iš daugelio prekių ir paslaugų rinkų. Kitaip tariant,
visumiṅe ekonomiṅe pusiausvyra ṅera išskaidoma į atskiras prekes atitinkančių pusi-
ausvyrų sumą.

Ekonomiṅes minties istorija taip pat liudija, jog kainų sistema nebuvo laikoma vien-
intele problemos aiškinimo galimybe. Tačiau bendrosios pusiausvyros idėja tuṙejo pa-
pildomą privalumą – galimybę kalbėti apie ekonomiṅes sistemos optimalumą. Ypač
reikšmingu tapo optimalumas išreiškiamas tuo, kas dabar vadinamaPareto efektyvumu.
Ekonominių išteklių paskirstinys vadinamasParetoprasme efektyviu, jei ṅera kito gal-
imo išteklių paskirstinio, kuris pagerintų kieno nors padėtį, nepablogindamas visų kitų
paḋeties. Paaišk̇ejo, jo Pareto efektyvumas yra tampriai susijęs su bendrąja pusiausvyra.

Tiesa, Pareto efektyvumas jokiu b ūdu nėra siejamas su paskirstymo teisingumu.
Gėrybių paskirstinys gali b ūti efektyvus Pareto prasme, bet tuo pačiu gali toleruoti be
galo turtingų ir be galo vargingų visuomenės narių egzistavimą. Šia prasme bendroji
pusiausvyra ir Pareto efektyvumas nėra socialinio teisingumo sąvokos.

Neoklasikinė ekonomikos teorija Ekonomikos teorija yra sudedamoji ir svarbiau-
sioji ekonomikos mokslo dalis. Greta ekonomikos teorijos, ekonomikos žinių sistemą
sudaro makroekonomika, ekonometrija, taikomoji ekonomika, ekonomikos filosofija ir
metodologija, ekonomiṅes minties istorija bei kitos jos dalys. Ekonomikos mokslą gal-
ima skirstyti ir pagal jį sudaraňcias įvairias mokyklas bei kryptis. Dominuojančia tarp
visų jų yra vadinamoji neoklasikiṅe mokykla, arba neoklasikinė ekonomika.

Klasikinevadinama ekonomiṅes minties mokykla, atstovaujamaAdamo Smitho ir
DavidoRicardo19, ir laikoma pirmąja šiuolaikiṅes ekonomikos mokykla. Ši mokykla ak-
centavo laisvosios prekybos naudą, rinkos polinkį į pusiausvyrą ir vertės teoriją, grindži-
amą darbo sąnaudomis (angl. labor theory of value). Klasikinę ekonomikos mokyk-
lą keiṫe tokios ekonomiṅes minties mokyklos, kurios vertės šaltinį maṫe santykiniame
naudingume (angl. marginal utility), o ne gamybos kaštuose.

Neoklasikinėsmokyklos poži ūrio esṁe yra ta, kad ekonominio visuomenės vysty-
mosi pasekṁe yra ekonomikos rinkospusiausvyra, realizuojama individualių jos nar-
ių racionaliu elgesiu esant ribotai pasirinkimo laisvei. Tarp kitų ekonomikos mokslo

17William S. Jevons – Viljamas Dževonsas (1835–1882), anglų ekonomistas ir logikas.
18Carl Menger – Karlas Mengeris (1840–1921), austrų ekonominės mokyklos pradininkas.
19David Ricardo – Deividas Rikardas (1772–1823), anglų ekonomistas.
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mokyklų neoklasikiṅe ekonomika išsiskiria savo prielaidomis apie gamybos proceso
technologines galimybes ir apie individualių vartotojų pasirinkimo formas. Pavyzdžiui,
laikoma, kad gamybiṅe bendrov̇e maksimizuoja savo pelną esant „duotai“ rinkos kainai.
Visuomeṅes narių elgesys yra racionalus ta prasme, kad kiekvieno iš jų pasirinkimas
tarp alternatyvių vertybių yra pilnas ir tranzityvus. Kiekvienas individas renkasi mak-
simizuodamas racionalų pasirinkimą, ribojamą jo pradinio turto. Šios ir kitos neok-
lasikinės mokyklos prielaidos apie ekonominį visuomenės narių elgesį leidžia pagrįsti
(matematiškai įrodyti) miṅetosios ekonomikos rinkos pusiausvyros egzistavimo galimy-
bę.

Neoklasikiṅes ekonomikos mokykloje galima išskirti keturias pagrindines kryptis ir
daugelį specialių jos sričių. Pusiausvyrinis ekonominio vystymosi poži ūris daugiau ar
mažiau atsispindi visose šios mokyklos kryptyse. Pirmąją, teorinę neoklasikinės mokyk-
los kryptį sudaropasirinkimo teorija, bendrosios pusiausvyros teorijair lošimų teorija.
Didesṅe šių teorijų dalis sudaro vadinamąjąmikroekonomiką. B ūtent ši, teoriṅe neok-
lasikinės mokyklos kryptis, yra labiausiai dominuojama pusiausvyros poži ūrio. Maži-
ausiai šio poži ūrio poveikis yra įžvelgiamasekonometrijoje, kurią sudaro tiek statistika,
tiek ir ekonomika. Ekonometrija naudoja realius ekonomikos duomenis ir statistinius
sprendimus įvertinant įvairius modelius ir jų parametrus.Makroekonomika, trěcioji
neoklasikiṅes mokyklos kryptis, nagriṅeja tokius bendrus ekonomikos reiškinius, kaip
biznio ciklai ir ekonominis augimas. Šiuolaikinė makroekonomikos teorija esmiškai
remiasi pusiausvyriniu ekonomikos reiškinių poži ūriu, išplaukiančiu iš racionalaus in-
dividų elgesio. Racionalaus elgesio akcentavimas, dar vadinamashomo economicus,
yra neoklasikinio poži ūrio vystymosi pasekmė ir skiriamasis bruožas.J. M. Keyneso
„Bendrojoje teorijoje” [ 17] – svarbiausiame XX amžiaus ekonominės minties k ūrinyje
– makroekonomikos ryšys su individualaus pasirinkimo ypatybėmis nebuvo sureikšmi-
namas. Ketvirtąją kryptį sudarantys neoklasikinės mokyklos darbai, susiję sutaikomąja
ekonomika, matyt plǎciausia ekonomistų veiklos sritimi, taip pat atspindi pusiausvyrinį
ekonomikos teorijos paveikslą. Tačiau taikomieji darbai bendrą rinkos pusiausvyros
poži ūrį papildo naujais aspektais. Taikomosios ekonomikos sritimis yra laikomos tarp-
tautiṅes prekybos teorija, darbo ekonomika ir finansų ekonomika, atitinkančios skirtin-
gas ekonomikos rinkas.

Kitos ekonomikos mokyklos Šalia neoklasikiṅes ekonomikos mokyklos egzistuoja
daug kitų mokyklų. Tarp jų viena žymiausių yraaustrų ekonominė mokykla. Taip yra
vadinama ekonomiṅes minties sritis, kurios pradininkai buvo austraiCarlasMengeris,
F. A. Hayekas20 ir Ludwigas von Misesas21, o toliau vystoma daugiausia amerikiečių
ekonomistų, iš kurių žymiausias yraMurrayusN. Rothbardas22. Išskyrus poži ūrį į pu-
siausvyrą, ši kryptis turi labai daug bendro su neoklasikine mokykla. Pavyzdžiui, abi

20Friedrich A. von Hayek – Fridrichas Hajekas (1899–1992), austrų ir britų ekonomistas ir filosofas.
21Ludwig H. E. von Mises – Liudvigas Mizesas (1881–1973), ekonomistas ir filosofas.
22Murray N. Rothbard – Muṙejus Rotbardas (1926–1995), amerikiečių ekonomistas.
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mokyklos kapitalizmą laiko geriausia socialine-ekonomine valstybės sistema. Neok-
lasikams ji yra geriausia todėl, kad pasižymi sąlygomis, b ūtinomis rinkos pusiausvyrai
egzistuoti. Priešingai, austrų ekonomistai remia kapitalizmo sistemą dėl jos geḃeji-
mo prisitaikyti prie pusiausvyros nebuvimo. Jų nuomone, rinkos pusiausvyra realiame
pasaulyje yra negalima, nes tai abstrakti mokslinė konstrukcija. Austrų tradicija vieto-
je pusiausvyros iḋejos orientuojasi į verslininko (angl. entrepreneur) vaidmenį rinko-
je. Siekdamas pelno verslininkas padaro kapitalizmą lanksčia ir prisitaikaňcia socia-
line sistema. Šiuo poži ūriu, lyginant su feodalizmu ar socializmu, kapitalizmas laiko-
mas prisitaikaňcia sistema. Austrų mokykla taip pat ypatingą dėmesį skiria ekono-
minių sprendimų neapibrėžtumui nagriṅeti, atmesdama neoklasikų tuo tikslu naudojamą
tikimybių teorija grindžiamą modelį kaip trivialų. Jų teigimu, prielaida apie tikimybinio
mato egzistavimą yra nereali. Tačiau kapitalizmas, b ūdamas silpnai susijusi sistema, yra
geriausiai prisitaikęs prie neapibrėžtumų. Dar vienas skirtumas tarp neoklasikinės ir aus-
trų mokyklos atsiranda poži ūryje į matematikos vaidmenį ekonomikoje. Austrų mokyk-
los atstovai teigia, kad real ūs duomenys ir jų tyrimas yra beverčiai, nes yra generuoti
nepusiausvyriṅes ekonomikos. Be to, jų nuomone, visuomenė ṅera ją sudaraňcių indi-
vidų aritmetiṅe suma, ir toḋel matematika nepajėgi tirti visuomeṅes elgesį. Daugiau apie
austrų ekonomikos mokyklos idėjas galima sužinoti iš šios teorijos įvado [7].

Kitos ekonomikos teorijos ir jų skiriamieji bruožai:

• institucionalizmas– kritiškas abstraǩciam ir bendram teorizavimui, o svarbiau-
siu laikantis ekonominio elgesio apib ūdinimą konkrečios institucijos kontekste;
taikomieji neoklasikų ir institucionalistų darbai kartais yra labai panaš ūs;

• marksizmas– toliau vystoK. Marxo23 verṫes teoriją ir remiasi metodais, panašiais
į neoklasikų;

• Keyneso ekonomika– makroekonomika, kuri grindžiama analize nuo „viršaus“
(makro-) į „apǎcią“ (mikro-), priešinga kryptimi nei neoklasikinė analiże;

• post-Keyneso ekonomika– kritiška neoklasikiṅes ekonomikos atžvilgiu ir ypatingą
svarbą priskirianti neapibrėžtumui ekonomikoje;

• Sraffos ekonomika– remiasiSraffos24 knygoje „Production of Commodities by
Means of Commodities” išḋestytas samprata; taip pat vadinamaneo-Rikardine
ekonomine mokykla;

• dinaminė ekonomika– taikanti netiesiṅes dinaminių sistemų ir chaoso teorijas
ekonomikoje;

• evoliucinė ekonomika– laikanti ekonomiką besivystančia sistema, panašiai kaip
Darwino25 evoliucijos teorija.

23Karl H. Marx – Karlas Marksas (1818–1883), vokiečių filosofas, ekonomistas ir revoliucionierius.
24Piero Sraffa – Pjeras Srafa (1898–1983), italų ekonomistas.
25Charles R. Darwin –̌Carlzas Darvinas (1809–1882), anglų gamtininkas.
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Detalesnįčia išvardytų ekonomikos teorijų įvertinimą galima rastiKeeno knygoje [16,
14 skyrius]. Miṅetoje knygoje autorius pažymi, jog nei viena iš minėtų ekonomikos
krypčių negal̇etų pretenduoti į vienintelės XXI amžiaus ekonomikos teorijos vardą. Tači-
au kiekviena iš jų yra pakankamai stipri toje srityje, kurioje yra silpna neoklasikinė
ekonomika. Tik̇etina, kad šiame amžiuje dominuojančia tuṙetų tapti ta ekonomiṅe teori-
ja, kuri akcentuoja šiuolaikiṅes kapitalistiṅes ekonomikos dinamiką. Įvadas į šiuolaikinę
ekonomiką, kuris nesiremia viena kuria nors ekonomine teorija, yra pateikiamasStret-
tono knygoje [31].

1.5 Kas yra matematiṅe ekonomika?

Trumpai bet prasmingai apib ūdinti matematinę ekonomiką nėra lengva, nes iš pirmo
žvilgsnio ekonomikos teorija ir matematika atrodo gerokai skirtingos žinių sistemos.
Matematika yra žinių sistema apie tokias sąvokas, kaip dydis, erdvė, strukt ūra, kitimas ir
t. t. Visos šios sąvokos vienaip ar kitaip apib ūdina tvarką (angl. pattern) pačia bendriausia
prasme, suprantant ją, kaip bet kokį protu suvokiamą reguliarumą. Pasaulis suvokiamas
tiek, kiek mes sugebame įžvelgti jame dėsningumas ir išreikšti juos sąvokomis. Matem-
atinis tvarkos supratimas yra bendras ta prasme, kad jos nedomina tiriamą strukt ūrą su-
darantys konkret ūs objektai, – svarb ūs yra tik ryšiai tarp objektų ir tų ryšių reguliarumas.
Kai kas net tiesiog sako, kad matematika yra mokslas apie tvarką (angl. the science of
patterns).

Praeitame skyrelyje rašoma apie įvairias ekonomikos teorijas ir mokyklas. Tačiau
nėra vieningo poži ūrio dėl to, kas yra ekonomikos teorija kaip žinių sistema. Pavyzdžiui
Stigumas [30, 117 pusl.], rašydamas panašia tema, pradeda teiginiu: „Pasaulyje yra daug
ekonomistų ir tikriausiai tiek pat daug yra poži ūrių į ekonomikos teorijos esmę“. Vieni
sako, kad tai tiesiog rinkinys įvairių teorijų, turinčių vieną savybę – jas galima ir privalu
tikrinti. Kiti mano, kad tai yra ekonomikos subjektų naudojamų įrankių rinkinys. Na o
dar kiti ekonomikos teorija tiesiog laiko poži ūrį į pasaulį, kuriuo remiasi profesional ūs
ekonomistai.

Rubinsteinas [25] formuluoja dar vieną poži ūrį į ekonomikos teoriją. Ekonomikos
teorija – tai tyrimas sąvokų, naudojamų mąstant apie realų ekonominį gyvenimą. Tirda-
mi tokias sąvokas, mes siekiame geriau suprasti tikrovę, o ekonomikos teorija yra kalba,
kuri padeda sistemingai nagrinėti ekonominius santykius. Tai nereiškia, jog ekonomikos
teorija siekia apib ūdinti pasaulį ar sukuria ateities prognozės metodus. Ekonomikos
teorija taip pat ṅera kažkokios galutiṅes tiesos paieška ar ekonomikos politikos rekomen-
dacijų k ūrimas. Ṅera nieko nekvestionuojamo ekonomikos teorijoje, ir viskas joje yra
žmogaus sukurta.

Pastarąja prasme, kaip sąvokų analizė, ekonomikos teorija gali naudoti matematiko-
je tiriamas sąvokas, savaip jas interpretuodama.Matematinė ekonomikayra ne kas kita,
kaip atitinkamai interpretuota matematinė teorija. Ekonominis modelis yra matematinė
teorija, naudojanti ekonomikos teorijos sąvokomis interpretuotus matematinius objek-
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tus. Toḋel tiek savo turiniu, tiek ir forma matematinė ekonomika mažai skiriasi nuo
vadinamosios grynosios matematikos.

Tai nereiškia, kad visa ekonomikos teorija yra vien tik matematinė ekonomika. Dalis
ekonomikos teorijos savo argumentacijoje siekia išvengti matematinio formalizmo, nau-
dodama „sveiką protą“ ir įprastą bendrinę kalbą.P. Samuelsonas26 pakankamai vaizdži-
ai apib ūdino skirtumą tarp žodinio ir matematinio argumentavimo ekonomikos teorijo-
je (cituojama iš [8]): „Imdamiesi ekonomikos teorijos problemas spręsti žodžiais, mes
sprendžiame tas pačias lygtis lyg perrašydami jas aiškiau. Tuo tarpu didžiausios klaidos
atsiranda, kai formuluojame prielaidas. Vienas iš matematinio metodo, arba, tiksliau
kalbant, matematikams įprasto įrodymo dėstymo, žodžiais ar simboliais, pranašumų yra
tai, kad mes esame priversti atidengti savo kortas, ir visi gali matyti m ūsų prielaidas.“

Matematinės ekonomikos vystymasis Esama neįprastai vieningos nuomonės ḋel to,
ką laikyti simboline matematiṅes ekonomikos pradžia. Tai 1838 metai, kai pasirodė A.
Cournoto27 knygaRecherches sur les principes mathématiques de la théorie des richess-
es. Tai nereiškia jog matematika nebuvo naudojama ekonominiams samprotavimas pa-
grįsti ir ankšciau.Cournotišsiskyṙe gilumu, kuriuo jis naudojo matematinius modelius,
aiškindamas ekonominius reiškinius.

A. Cournotpasek̇ejais XIX a. pabaigoje ir XX a. pradžioje buvoLéonasWalrasas,
Francis Y. Edgeworthas28 ir Vilfredo Pareto.

Kaip jau buvo miṅeta, bendrosios pusiausvyros ekonomikoje teorijos pradininku
laikomas pranc ūzų ekonomistasL. Walrasas, kurią jis apraṧe svarbiausiame savo gyven-
imo veikale (opus magnum) pavadinimuÉléments d’économie politique pure. Vienos
prek̇es kainos kitimo aiškinimas naudojantis pasi ūlos–paklausos mechanizmu buvo ži-
nomas darAdamo Smitho laikais. Bet ikiWalraso ekonomistai beveik nebandė susieti
visas rinkas į vieną visumą ir nagrinėti visos ekonomikos pusiausvyros.L. Walrasas
iškėlė sau tikslą sukurti visą ekonomiką aprašančią teoriją, pagrįstą matematine ben-
drosios pusiausvyros samprata. Nuo savo gimimo pradžios BP teorija buvo kuriama
siekiant aprašyti ir analizuoti ekonominę realybę remiantis matematika. Pastebėsime,
matematika buvo ne tiek pagalbinė priemoṅe, kiek tikslas siekiant paversti ekonomiką
matematikos sritimi ar bent jau tiksliu ir griežtu mokslu, kokiais tuo metu buvo fizika
ir astronomija.Walrasui nepavyko pasiekti užsibrėžto tikslo, bet tai, kas pavyko, buvo
pirmieji svarb ūs žingsniai.

Savo knygojeWalrasas pateikia keturis skirtingo bendrumo modelius, vieną iš kurių
– bendriausią – suformuluosime toliau (naudodami šiuolaikinę matematikos simboliką).
Modelyje visi ekonomikos subjektų sprendimai ir jų realizacijos atliekami tuo pačiu
metu, arba vienu laiko periodu, t. y. modelis yra statinis. Ekonomikos subjektų yra tiek
daug, kad visi jie elgiasi taip, lyg neturėtų jokios įtakos kainai ir gali rinktis tik tarp

26Paul A. Samuelson – Samuelsonas (1915), amerikiečių ekonomistas, Nobelio premijos laureatas.
27Augustin Cournot – Ogiustenas Kurno (1801–1877), pranc ūzų ekonomistas, filosofas ir matematikas.
28Francis Y. Edgeworth – Frensis Edžvortas (1845–1926), airių matematikas.
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visų pagaminamų ir vartojamų gėrybių kiekių. Kaip ir1.3skyrelyje aprašytameArrow–
Debreuekonomikos modelyje, tarkime, kad yra` gėrybių ir kiekviena iš jų žymima
indeksuh ∈ {1, . . . , `}. Tarkime, kad ġerybių kiekiai yra teigiamieji realieji skaičiai,
sudarantys vektoriųx = (x1, . . . , x`) ∈ R`

+, visų ġerybių vienetų kainos sudaro kainų
sistemąp = (p1, . . . , p`) ∈ R`

+, ir viso rinkinio kaina yra skaliariṅe sandaugap·x,
išreiškiama (1.14) sąryšiu.

Savo knygos [33] IV skyriuje Walrasas, nagriṅedamas savąjį konkurencinės rinkos
pusiausvyros modelį, daro prielaidą, kad visos` gėrybių yra gaminamos išm gamybos
išteklių, kuriuos žyṁesime indeksaisi ∈ {1, . . . , m}. Kiekvienas gamybos produktash
gaminamas nepriklausomai nuo visų kitų ir naudojama tik viena gamybos technologija.
Taigi gamyba yra apib ūdinamagamybos koeficientųmatricaB = [bhi], kurios elemen-
tai bhi yra neneigiamieji realieji skaičiai, išreiškiantys ištekliųi-tosios ġeryḃes kiekį,
reikalingą pagaminti produktoh-tosios ġeryḃes vienetą. Tegulq = (q1, . . . , qm) ∈ Rm

yra išteklių kainų sistema. Tada dėl konkurencijos gamintojo pelnas esant pusiausvyrai
turėtų b ūti lygus

pt = qtB. (1.24)

Be to, esant pusiausvyrai turėtų galioti ir kitas sąryšis, išreiškiantis išteklių paklausos
ir pasi ūlos lygybę. Teguly = (y1, . . . , y`) ∈ R`

+ yra gamybos produktą išreiškiantis
gėrybių rinkinys, ob = (b1, . . . , bm) ∈ Rm

+ – visuminis naudojamų išteklių rinkinys.
Tada galioja lygyḃe

By = b. (1.25)

Iš (1.24) ir (1.25) sąryšių gauname tokias skaliarinių sandaugų lygybes:

qtBy = q·b = p·y.

Pastaroji lygyḃe reiškia, kad pagaminto produkto kaina lygi gamyboje panaudotų išteklių
kainai.

Į modeliuojamą gamybos procesąWalrasas įtraukia vartotojus, tardamas, kad namų
ūkio pajamos priklauso nuo kainų sistemosq, jiems dalyvaujant gamyboje ir perkant
pagamintas ġerybes už kainų sistemąp. Tą priklausomybę išreiškia funkcijag : R`

+ ×
Rm

+ → Rm
+ , kurios reikšṁes

z = g(p, q) (1.26)

yra išteklių vektorius, si ūlomas už kainą(p, q). Be to, tariama, kad egzistuoja tokia
funkcijaf : R`

+ × Rm
+ → R`

+, kurios reikšṁes

x = f(p, q) (1.27)

yra vektorius, išreiškiantis pagaminamų gėrybių namų ūkių paklausą. Abi funkcijos yra
tolydžios ir nuliṅes eil̇es teigiamai homogeninės savo argumentų atžvilgiu. Jei kiekvien-
as vartotojas išleidžia visas savo pajamas pirkdamas pagaminams gėrybes, tai visuminiu
ekonomikos lygmeniu vartojimo kaštai lyg ūs pajamoms, t. y. galioja lygybė

p·f(p, q) = q·g(p, q), (1.28)
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kuri Arrow–Debreuekonomikos modelyje atitinka tai, kas vadinamaWalraso dėsniu.
Rinkos pusiausvyroje vartotojų paklausa pagaminamų produktų atžvilgiu turi b ūti

lygi gamybos produktą išreiškiančiam ġerybių rinkiniui, t. y. galioja lygyḃe

x = y, (1.29)

o gamintojų naudojamas išteklių vektorius lygus vartotojų si ūlomam išteklių kiekiui, t.
y. galioja lygyḃe

b = z. (1.30)

Apibendrinant, pusiausvyrą apibrėžia visi septyni sąryšiai (1.24) – (1.30). Klausimas: ar
taip apibṙežta pusiausvyra egzistuoja?

Pusiausvyrą apibrėžiantys sąryšiai yra netiesinių lygčių sistema. Į tokių sistemų
sprendinių egzistavimo klausimusWalraso laikais matematika dar neturėjo atsakymų, o
pats jis netuṙejo pakankamo tokiems uždaviniams spręsti matematinio išprusimo. Tačiau
Walrasas, kaip ir dauguma to meto ekonomistų, manė, jog sprendinio egzistavimą savo
sukurtuose modeliuose jis įrodė net dviem b ūdais: „teoriniu“ ir „praktiniu“.

Įrodymas „teoriniu“ b ūdu reiškė parodyti, kad nepriklausomų lygčių ir kintamųjų
skaǐciai sutampa. Kai aprašytame modelyjex = y ir b = z, Walrasas suskaǐciavo
2(m + `) lygtis (1.24) – (1.28) ir tiek pat nežinomųjųph, qi, xh, bi. Dėl Walraso dėsnio
(1.28) viena lygtis yra priklausoma nuo likusių, ir todėl lieka2(m+`)−1 nepriklausomų
lygčių. Be to, funkcijųf ir g homogeniškumo ḋeka, pusiausvyrą apsprendžia tik kainų
santykiai. Taigi nepriklausomų lygčių ir nežinomųjų skaǐciai lyg ūs. Tǎciau priešingai
nei maṅe Walrasas, nesunkiai konstruojami pavyzdžiai rodo, jog tai nėra nei b ūtina, nei
pakankama tokių sistemų sprendinių egzistavimo sąlyga.

Sprendinio egzistavimui pagrįsti „praktiniu“ b ūduWalrasas sugalvojo manipuliavi-
mo kaina procesą, kuris visą sistemą turi atvesti į pusiausvyrą, nuo bet kurios kainų sis-
temos pradiṅes reikšṁes. Tokį sprendinio paieškos procesą jis pavadinotâtonnement’u
(ap̌ciupinėjimas, akliṅejimas – iš pranc ūzų kalbos). Šiais laikais šis procesas atpasako-
jamas pasitelkiant įsivaizduojamą aukcionierių. Jam paskelbus pradinę kainų sistemos
(p, q) reikšmę, ją iš karto sužino visi ekonomikos subjektai. Tada kiekvienas iš jų
renkasi optimalius veiksmus ir praneša aukcionieriui apie gautus paklausos ir pasi ū-
los ġerybių kiekius. Įvertinęs visuminę perteklinę paklausą, aukcionierius mažina kainą
tų gėrybių, kurių paklausa yra mažesnė už pasi ūlą, ir didina kainą tų gėrybių, kurių
paklausos ir pasi ūlos santykis yra priešingas. Paskelbus naują kainų sistemos reikšmę
(p∗, q∗), proced ūra kartojama.Walraso nuomone, kiekviename žingsnyje kainų sistema
taip pasikeǐcia, kad absoliutus visuminės pertekliṅes paklausos dydis mažėja ir arṫeja į
nulį, kai žingsnių skaǐcius neapṙežtai auga. Šiam teiginiui pagrįsti jis naudoja pasi ūlos
ir paklausos ḋesnius. Tǎciau šiuolaikiṅe ekonomika pateik̇e daugybę ekonominės siste-
mos modelių pavyzdžių, kuriuose kainų konvergavimo procesas yra gerokai sudėtinges-
nis, nei maṅe Walrasas. Apskritai, yra žinomi paprasti net mažų ekonominių sistemų
pavyzdžiai, kuriuose vienintelė egzistuojanti pusiausvyra nėra stabili, t. y.tâtonnement’o
procesas nekonverguoja į tą pusiausvyrą.



32 1 Skyrius. Įvadas

Pirmą matematiškai korektišką bendrosios pusiausvyros modelį pasi ūlėA. Waldas29

1935 ir 1936 metais, paskelbęs du straipsnius su dviem skirtingais modeliais. Pusi-
iausvyra v̇elgi buvo nusakoma tam tikra netiesinių lygčių sistema. Padaręs papildomą
prielaidą, panašią į šiais laikais vadinamą atskleistosios preferencijos aksiomą,Waldas
įrodė tokios sistemos sprendinio egzistavimą.

Jei 1838 metus laikysime matemtinės ekonomikos gimimo data, tai jos šiuolaikinio
periodo simboline pradžia laikomi 1944 metai. Tais metais pasirodė Johno von Neu-
manno30 ir Oskaro Morgensterno31 knygosTheory of Games and Economic Behavior
[21] pirmasis leidimas.

Šiuolaikiṅe BP versija buvo suformuluota ir matematiškai pagrįsta apie 1950-uosius
metus. Jos k ūrėjais yraKennethasArrow, GerardasDebreuir Lionelis McKenzie32. Pir-
mą kartą BP teorija pilnai išḋestytaDebreuknygoje „Verṫes teorija“ [9]. Šioje knygoje
įrodyti dabar pagrindiniais laikomi BP teiginiai – BP egzistavimas ir optimalumas, vad-
inamasParetoefektyvumu.McKenzieo BP variantas aiškinamas jo knygoje [20].

Svarbus šiuolaikiṅes BP bruožas yra jos griežtai matematinis pagrįstumas. Kaip
yra įprasta taikomajai matematikos teorijai, matematikos objektams ir sąvokoms yra
suteikiama ekonomiṅe interpretacija. Pavyzdžiui, ekonomikos pusiausvyra iš esmės
yra ne kas kita, kaip matematinio objekto, vadinamo atitiktimi, nejudamasis taškas.
Nat ūralu, kad pusiausvyros ekonomikoje egzistavimo įrodymas tampa priklausomu nuo
atitikties nejudamojo taško egzistavimo įrodymo. Pasirodo, kad šis faktas yra visiškai
netrivialus matematikoje. Pakankamai bendrą pusiausvyros egzistavimo įrodymo reik-
mėms rezultatą pirmasis įrodėL. E. J. Brouweris.

Kitas pavyzdys – tai svarbiausio ekonomikos subjekto – žmogaus – interpretacija,
neretai vadinamahomo economicus. Jis BP teorijoje yra „atstovaujamas“ specialaus
tipo binariuoju sąryšiu ġerybių aiḃeje, atspindiňciu žmogaus pasirinkimo iš alternatyvų
savybes. Geriausiai žinomas tokio pasirinkimo atskiras atvejis, apibrėžiamas naudingu-
mo funkcija – sąvoka, plǎciai paplitusi už ekonomikos mokslo ribų ir susijusi su utilita-
rizmu – etine teorija, siejama suJ. Benthamu33.

Vadov̇elyje nagriṅejama BP teorija traktuojama kaip aksiomatinė sistema. Ekonom-
inė pusiausvyra įrodoma tariant, jog pasi ūlą formuoja ekonomikos subjektai, siekiantys
maksimalaus pelno, o paklausa priklauso nuo ekonomikos subjektų, siekiančių mak-
simizuoti savo naudą.

BP teorijos vystymasį XX amžiuje galima apib ūdinti dar vienu aspektu - matem-
atikos pob ūdžiu naudojamu teorijos formulavimui ir analizei. Galima išskirti mažiausi-
ai tris naudojamos matematikos tipus. Seniausias ir mažiausiai rafinuotas teorijos for-
mulavimas naudoja tik tiesinę algebrą ir kelių kintamųjų funkcijų matematinę analizę;
faktiškai pakanka žinoti dalines išvestines. Tokia matematika pirmą kartą pasirodė 1909

29Abraham Wald – Abrahamas Valdas (1902–1950), vengrų kilmės rumunų matematikas.
30John von Neumann – Džonas Noimanas (1903–1957), vengrų kilmės amerikiěcių matematikas.
31Oskar Morgenstern – Oskaras Morgenšternas (1902–1977), vokiečių kilmės austrų ekonomistas.
32Lionel W. McKenzie – Lajonelis Makenzis (1919), amerikiečių ekonomistas
33Jeremy Bentham – Džeremis Bentamas (1748-1832), anglų juristas ir filosofas.
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metais publikuotosParetoknygos [24] priede. Galutinę formą šios r ūšies BP teorijai
suteik̇eHicks[12] ir Samuelson[26].

Antrojo tipo matematikos paplitimą ekonomikoje motyvavo siekimas BP teorijoje
išvengti bereikalingų matematinių prielaidų. Pasirodė, kad svarbiausios problemos, pu-
siausvyros egzistavimo faktas ir gerovės ekonomikos charakterizavimas, yra išsprendži-
amos, nesinaudojant naudingumo funkcijos ir gamybos funkcijos diferencijuojamumu.
Šio pasiekimo kaina - BP teorija įgyjo abstraktesnę formą pagrįstą aibių teorija, iški-
la analize ir bendrąja topologija.Debreu[9] monografija tapo pripažintu šios teorijos
dėstymo etalonu. Labai naudingu papildymu naudojant matematiką be diferencijavimo
technikos yraArrow ir Hahn[2] knyga.

Trečiojo tipo matematiką tenka pasitelkti tiriant tokias BP savybes, kaip ekonomikos
pusiausvyros egzistavimo sprendinių skaičius. Pavyzdžiui, ar šis skaičius baigtinis ir
kokie ekonomikos modeliai turi šią savybę? Jei pusiausvyros atvejų yra tik baigtinis
skaǐcius, tai kiekviena iš jų yra izoliuota topologine prasme ir išskyrus nedaugelį atvejų,
pati pusiausvyra tolydžiai priklauso nuo jos pagrindinių charakteristikų. Todėl tokias
ekonomikas imta vadinti reguliariomis. Šios r ūšies analizė vėl pareikalavimo glodžių
funkcijų aparato, tik gerokai modernesnio - diferencialinės topologijos. Pirmieji tokius
rezultatus apžvalġeMas-Colell[18] ir Balasko[3].

Matematinis formalizmas ekonomikoje Ekonomikos kontekste frazė „matematinis
formalizmas“ dažnai reiškia tokį formalų matematikos metodų taikymą, kuris tampa sav-
itiksliu, ir pamirštama pradiṅe ekonomiṅe problema. Kitaip tariant, siekdamas panaudoti
egzistuojaňcius matematinius metodus, matematinis formalizmas pernelyg supaprastina
ekonominę realybę ir tuo pačiu ją iškreipia.

Kartais matematiniu formalizmu ekonomikoje vadinamas abstrakčios teorijos vysty-
mas atsietai nuo empirinio tikrinimo. Šia prasme matematinis formalizmas yra gana
paplitęs reiškinys – tai rodo įvairiuose ekonomikos žurnaluose publikuojami straipsniai.
Tačiau ši problema, jei to norima, nesunkiai įveikiama pasitelkus ekonometrinę analizę.

Gerokai suḋetingesnius matematinio formalizmo atvejus ir apskritai neoklasikinės
ekonomikos teorijos problemas, susijusias su matematika, aptariaKeenas knygoje [16,
12 skyrius], kur jis rašo:

„Kaltę dėl akivaizdžių ekonomikos tr ūkumų daugelis kritikų priskyrė
matematikai. Jie tvirtina, kad matematika yra kalta dėl perḋeto formalizmo
ekonomikoje, kuris nustelbė šiai srǐciai b ūdingą socialinę jos prigimtį.

Neneigiant to, kad pernelyg didelė meil̇e matematiniam formalizmui
prisidėjo prie tam tikro intelektualinio nesaikingumo ekonomikoje, apskri-
tai tokia reakcija yra tiek pat klaidinga, kiek kaltinti pianiną dėl atlikėjo
prastos muzikiṅes klausos. Jei ką dėl to reik̇etų nušauti, tai tik pianistą, bet
ne pianiną.

Nors matematika turi neabejotinų apribojimų, tačiau deramai naudoja-
mas loginis metodas turėtų skaidrinti, o ne temdyti. Taikydami matematiką
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ekonomistai aptemḋe realybę, kadangi naudojo ją netinkamai ir nesuvokė
matematikos ribotumo.“

Klausimas, kiek yra rimta matematinio formalizmo paplitimo ekonomikos teorijoje
problema, ṅera lengvas, nes jam aiškintis reikia labai gilaus tiek ekonomikos, tiek ir
matematikos išmanymo. Prieš bandant tai daryti verta suprasti ir tai, kas išdėstyta šiame
vadov̇elyje.

1.6 Pastabos ir papildoma literat ūra

1.1skyrelis Skyrelio pabaigoje yra išvardyta keletas klausimų, susijusių su BP tolesniu
tyrimu. Svarbiausias iš jų (po pusiausvyros egzistavimo klausimo) yra stabilumo klausi-
mas. Jis kyla bandant suvokti, ar egzistuoja1.1skyrelyje miṅetos rinkos „j̇egos“, stumi-
aňcios ekonominę sistemą pusiausvyros b ūsenos kryptimi. Klasikinė ekonomikos teori-
ja rinkos juḋejimą į pusiausvyrą nusako vadinamuojutâtonnement’o procesu. B ūtent
tariama, kad egzistuoja išorinis rinkos „subjektas“, vadinamas rinkos aukcionieriumi,
kurio vienintel̇e funkcija yra informuoti ir koordinuoti. Pirmas aukcionieriaus žingsnis
yra skelbti pradinę kainos sistemą, tarkimp(1) ∈ P . Rinkos subjektai – vartotojai ir
gamintojai – atsakydami į tai paskelbia savo pasirinkimų rezultatusD(p(1)) ir S(p(1)),
kaip apibṙežta (1.22) sąryšiu. Antru žingsniu aukcionierius suskaičiuoja atitinkamą vi-
sumiṅes pertekliṅes paklausos vektorių aibęζ(p(1)). Jei0 ∈ ζ(p(1)), tai pusiausvyra
pasiekta irtâtonnement’o procesas baigtas. Priešingu atveju aukcionierius skelbia naują
kainų sistemąp(2) ∈ P , ir tâtonnement’o procesas tęsiamas.

Rinkos aukcionieriaus kainos sistemos pasirinkimas remiasi anksčiau miṅetu pasi ū-
los ir paklausos ḋesniu, kurį naudojoWalrasas. Šio ḋesnio esṁe yra ta, kad jei vi-
sumiṅe pertekliṅe paklausa yra teigiama, t. y. paklausa didesnė už pasi ūlą, tai kaina
didinama. Atvirkš̌ciai, jei visumiṅe pertekliṅe paklausa neigiama, t. y. paklausa yra
mažesṅe už pasi ūlą, tai kaina mažinama. Besitęsiantistâtonnement’o procesas generuo-
ja kainų sistemų sekąp(1), p(2), . . . , p(k), . . . . Galima tarti, kad šią seką sudaro nuo
laiko priklausaňcios kainų sistemos – funkcijosp(t) = (p1(t), . . . , p`(t)) reikšṁes, t. y.

ph(tk) = p
(k)
h visiemsh kuriai nors laiko momentų sekait1, t2, . . . . Be to, galima tarti,

kad kainų sistema nuo laiko priklauso tolydžiai. Tada pasi ūlos ir paklausos dėsnį galima
išreikšti sąlyga 




p′1(t) = a1ζ1(p(t)),
· · ·

p′`(t) = a`ζ`(p(t));

čiaa1, . . . , a` yra teigiamos konstantos. Šios diferencialinių lygčių sistemos sprendinys,
jei jis egzistuoja, yra nuo laiko priklausantis kainų sistemos vektoriusp(t). Pusiausvyros
b ūseną atitinka pastovi kainų sistema. Stabilumo klausimas reiškia, ar pradėjus nuo
bet kurios kainų sistemos reikšmėsp(1) = p(t1) kainų sistemap(t) konverguos prie
pastovios kainos.
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Pusiausvyros stabilumo nagrinėjimas remiasi paprastųjų diferencialinių lygčių teori-
ja, ir šiame vadov̇elyje nenagriṅejamas. Trumpa šios srities apžvalga yraNicola knygos
[22] 17-as skyrius. Stabilumo problemų ir apskritai statinės bendrosios pusiausvyros
metodologinių prielaidų kritika yraKeenknygoje [16, 8 skyrius].

1.3skyrelis Šiame skyrelyje pateiktų formalių susitarimų apie prekės ir kainos sąvokas
visiškai pakanka vadovėlyje nagriṅejamam statiniam bendrosios pusiausvyros modeliui.
Siekdamas parodyti, kad šis modelis gali apimti didesnę matematikos taikymų įvairovę,
Debreu[9, 7 skyrius] pasi ūlė gerokai platesnę šių sąvokų taikymo sritį. Pavyzdžiui, yra
galimos tokios prek̇es ir kainos interpretacijos:

• ta pati ġeryḃe skirtingose vietose laikoma skirtingomis prekėmis;

• ta pati ġeryḃe skirtingais laiko momentais laikoma skirtingomis prekėmis;

• prekių gamyba ir vartojimas ateityje visiškai numatomi dabar.

Naudojantis šiomis interpretacijomis, galima b ūtų laikyti, kad prekės nepriklauso nuo
vietos bei laiko ir neatsižvelgti į ateities neapibrėžtumą. Iš tikro, ta pati ġeryḃe gali b ūti
skirtinga kaip prek̇e priklausomai nuo vietos, kurioje ji yra, ir nuo laiko, kada ji prieina-
ma. Pavyzdžiui, prek̇e yra tokia ekonomiṅe ġeryḃe, kaip grybai. Aišku, kad tos pačios
r ūšies grybai gali turėti skirtingas kainas skirtingose vietose ir skirtingu laiku. Todėl
grybai tampa preke, jei žinomas jų kiekis, r ūšis bei kur ir kada juos galima pirkti ar par-
duoti. Kita ekonominių ġerybių r ūšis yra paslauga, pavyzdžiui, matematikos mokymas.
Ši paslauga įvertinama žinių kiekiu, perduotu, sakysime, per dvi valandas. Matematikos
paskaitai priskyrę vietą ir laiką, gauname prekę. Be to, abiem atvejais reikia sutarti dėl
prek̇es matavimo vienetų. Pirmu atveju tokiu vienetu galėtų b ūti kilogramas, o antru –
vienos valandos ilgio paskaita.

Ateities neapibṙežtumas žmogaus veikloje yra bene sunkiausia problema bet kurioje
socialiṅeje teorijoje. Paprasčiausias šios problemos sprendimas (tiksliau vengimas ją
spręsti) yra prielaida, jog žmogus turi gebėjimą tiksliai prognozuoti savo pasirinkimų
pasekmes ir toḋel tarp daugyḃes ateities scenarijų sugeba rasti labiausiai jam palankų.
Priklausomai nuo ateities scenarijų gali skirtis prekių kiekiai ateityje. Šiuos aplinkybių
nulemiamus skirtumus laikydami skirtingomis prekėmis, galime tarti, jog prekių gamyba
ir vartojimas ateityje pilnai numatomi dabar.

Taigi nagriṅejamajame ekonomikos modelyje prekė yra tokia ġeryḃe, kuri apib ūd-
inama savo fiziṅemis savyḃemis, savo vietos laiku ir ta pasaulio b ūsena, kuriai esant
prek̇e pristatoma vartotojui. Kitaip tariant, preke gali b ūti kontraktas, pagal kurį įsi-
pareigojama to kontrakto savininkui pristatyti sutartą prekę sutartu laiku į sutartą vietą,
jei galios sutartos sąlygos dėl pasaulio b ūsenos. Pavyzdžiui, prekė yra „10 kiaušinių
pristatymas nurodytu adresu 2012 metais gegužės 15 dieną 10 valandą, jei tuo metu
šviěcia saul̇e“. Tai – nuo ateities b ūsenos priklausančios prek̇es (angl. state-contingent
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commodity) pavyzdys. Ḋel šių priežašcių Arrow–Debreuekonomikos modelis yra vad-
inamas tarplaikiniu (angl. intertemporal), su tobulu ateities numatymu ir su pilna nuo
ateities b ūsenų priklausančių prekių rinka, žinoma dabarties momentu.

Arrow–Debreuekonomikos modelyje greta kitų prielaidų tariama, kad prekių kieki-
ams galioja begalinio dalumo sąlyga ir nagrinėjamas tik baigtinis prekių kiekis. Abi
šios prielaidos ṅera esmiṅes ir jų paprastai nereikia, nagrinėjant ekonomikos modelius
su begaliniu ġerybių kiekiu ir naudojant suḋetingesnį matematikos aparatą. Tiksliau
kalbant, vartojimo aiḃe yra begalinio matavimo tiesinė erdv̇e, o kainų sistemos priklau-
so tokios erdv̇es jungtinei. Tokių matematinių modelių pavyzdžius galima rasti Mass-
Colell (1975), Bewley (1972), Aliprantis ir Brown (1983) ir daugelyje kitų darbų.

Kitos teorijos. Kitos prekių kainos kitimo mechanizmo aiškinimo teorijos: klasikinė ir
marksistiṅe gamybos kainų analizė,Leontiefo34 įėjimo–iṧejimo analiże,von Neumanno
tiesinio programavimo modelis.

Dinaminė pusiausvyra. Tarp XXI amžiaus matematikos problemų yra ir problemų,
susijusių su bendrąja ekonomine pusiausvyra (žr. 8 problemą Smale (1998)). Kaip buvo
minėta,čia aptariamas modelis yra statinis ta prasme, kad kainos nekinta laike.

1.4 problema. Praplėsti bendrosios pusiausvyros matematinį modelį, leidžiant kainoms
keistis laike.

Norėtusi, kad tokia teorija turėtų b ūti suderinama su dabar egzistuojančia statine
bendrosios ekonomikos pusiausvyros teorija. S. Smale nuomone, b ūtų labai gerai, jei
kainų kitimas priklausytų nuo rinkos subjektų elgesio. Detaliau apie šią problemą ir jos
matematinį formulavimą galima pasiskaityti Smale (1981).

1.5 skyrelis Kalbant apie ekonomikos teorijos ir realios ekonomikos atitikimą, klau-
siama, ar naudojamas formalus matematikos aparatas nesukuria papildomų reikalav-
imų ekonomikos subjektų pažintiniams (kognityviniams) gebėjimams greta jo elgesio
racionalumo ir kitų ankšciau miṅetų prielaidų. Jei taip, tai ar tie papildomi reikalavimai
yra real ūs? Pavyzdžiui,Campbell(1978) klausia ar pasirinkimas iš gėrybių aiḃes yra
realizuojamas apskaičiuojamumo prasme (angl. computable), t. y. ar galima rasti tokią
pasirinkimo reikšṁes apskaǐciavimo proced ūrą, kuri nėra per ilgai trunkanti ir lengvai
adaptuojama pasirodžius naujoms alternatyvoms?

Įdomu tai, kad šį klausimą galima susieti su matematikos pagrindais net keliomis
prasṁemis. Viena, matematikos teiginių konstruktyvumo prasme ir kita, aibių teori-
jos aksiomų sistemos pasirinkimo prasme. Kalbant apie pirmąjį atvejį, remsimės ap-
skaǐciuojamumu vadinamosiosChurch’io tezės kontekste (žr.Rogers, 1987, knygos $
1.7 skyrelį). Neformaliai kalbant, funkcijaf : X → N bus vadinama rekursine, jei

34Wassily Leontief – Vasilijus Leontjevas (1906–1999), gimęs Sankt Peterburge ekonomistas, Nobelio
premijos laureatas.
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egzistuoja tokiaTuringo mašina, kuri bet kuriems(x, y) ∈ X × N, į klausimą „arf(x)
yra lygusy? “ atsako „taip“ jeif(x) = y ir atsako „ne“ priešingu atveju.Turingo maši-
na yra idealizuotas skaitmeninis kompiuteris su neribota atmintimi, įk ūnyjantis tai, kas
vadinama efektyvia apskaičiavimo proced ūra. VadinamojiChurchio–Turingo teże (žr.
Turing, 1950) teigia, kadTuringo mašinos pagalba apskaičiuojamos funkcijos yra kaip
tik tos, kurias gali įveikti žmogaus protas.

Tarkime, kadX yra alternatyvų aiḃe, B yra X poaibių klaṡe ir C(B) ∈ B yra
vienintelis „geriausias“ elementas išB kiekvienamB ∈ B. Tokiu atveju turime funkciją
C : B 7→ C(B), B ∈ B, kurią vadinsimepasirinkimo funkcija. Be to, tarkime, kad aiḃes
X binarusis sąryšisº yra pilnas ir tranzityvus, t. y.º yra aiḃesX racionali preferencija.
Sakysime, kad pasirinkimo funkcijaC yra realizuojama, jei egzistuoja tokia rekursinė
funkcijaf : X → N, kad

• bet kuriemsx, y ∈ X, x º y tada ir tik tada, kaif(x) ≥ f(y);

• kiekvienamB ∈ B, C(B) = {x ∈ B : f(x) ≥ f(y), ∀y ∈ B}.

Taip pat sakysime, kad pasirinkimo funkcijaC yra rekursiškai realizuojama, jei aiḃeje
B ×X egzistuoja rekursiṅe funkcijaϕ su reikšṁemis

ϕ((B, x)) =
{

1 jei x = C(B),
0 priešingu atveju.

Jei pasirinkimo funkcijaC yra realizuojama, tai su kiekviena duota aibeB ∈ B galima
apskaǐciuoti pasirinkimąC(B). Tuo tarpu, jeiC yra rekursiškai realizuojama, tai žinome
pasirinkimusC(B) su kiekviena aibeB ∈ B. Lewis (1985) įroḋe, kad pasirinkimo
funkcijanėrarekursiškai realizuojama, jei alterantyvų aibei galioja tam tikros sąlygos.

PastarąjįLewiso rezultatą galima vertinti, kaip įrodymą, kadArrow–Debreumodelis
reikalauja iš ekonomikos subjektų nerealių skaičiavimo geḃejimų, nesWalraso paklau-
sos funkcija apibṙežiama žemiau (5.4) sąryšiu iš esṁes yra ką tik apibṙežta pasirinkimo
funkcija.

Antra vertus, pasirinkimo funkcijayra rekursiškai realizuojama, jei keičiama matem-
atikoje priimta aibių teorijosZermelo–Fraenkelio aksiomų sistema, kurios formulavimu
pradedamas2.1skyrelis.Tohmé(2006) įroḋe šį faktą, išrinkimo aksiomą (2.8aksiomą)
pakeitęs keliomis naujomis aksiomomis.

Post–autizmas ekonomikoje Tai, kadčia aptariamos ekonomikos teorijos problemos
svarbios ne tik akademiniam mokslui, rodo studentų judėjimas prasiḋejęs 2000 metų
birželio mėnesį Pranc ūzijoje. Interneto svetainėje gruṗe ekonomikos studentų paskelbė
peticiją prieš:

• realizmo tr ūkumą ekonomikos mokyme;
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• matematikos traktavimą kaip „tikslas dėl tikslo“ ir matematikos „neribotą naudo-
jimą“ ekonomikoje, pavertusiais ją „autistiniu mokslu“ pasimetusiu „įsivaizduo-
jamuose pasauliuose“;

• neoklasikiṅes ekonomikos ir su ją susijusių sričių prievartinį dominavimą univer-
sitetiniuose ekonomikos kursuose; ir

• dogmatinį ekonomikos ḋestymo stilių, nepaliekantį vietos kritiniam ir reflektyvi-
am mąstymui.

Pranc ūzų studentų peticija agitavo už:

• sąsają su empirine ir konkrečia ekonomine realybe;

• mokslo prioritetą prieš scientizmą (angl. science over scientism);

• pliuralizmą poži ūrių, prisitaikiusių prie ekonomikos objektų įvairovės ir svarbiau-
sius ekonomikos klausimus gaubiančią nežinomybę; ir

• jų profesorių inicijuojamą reformą, siekiančią išgelḃeti ekonomiką nuo autizmo ir
socialinio neatsakingumo b ūsenos.

Šios peticijos sukeltą kontroversiją ne tik Pranc ūzijoje, bet ir likusiame pasaulyje atspin-
di Fullbrook (2003) surinktos apžvalgos ir interneto svetainė

http://www.paecon.net .
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2 Skyrius

Matematika I

Matematinis mąstymas grindžiamas mokėjimu skaityti ir vartoti kalbą, mok̇ejimu pati-
kimai ir sąryšingai išreikšti tiesas bei gerai apmąstytas idėjas, skaǐciavimo nulemtos tvarkos,
sąryšio ir kilṁes matymu.

Janas Sniadeckis, 1818.

Šiame skyriuje pateikiama matematinės analiżes sutelkta apžvalga.̌Cia apsiriboja-
ma tik ta jos dalimi ir tokiu jos gilumo lygiu, kuris yra b ūtinas ir pakankamas suprasti
vadov̇elyje ḋestomus bendrosios pusiausvyros matematinius pagrindus. Svarbiausias
šios apžvalgos privalumas yra vieninga visų rezultatų dėstymo forma, kuri dažniausi-
ai yra labai įvairi skirtinguose vadovėliuose. Neįprastas universitetiniams matematikos
kursams yra tik2.2 skyrelis apie daugiareikšmes funkcijas, vadinamas atitiktimis. Ki-
ta neįprasta matematikams analizės dalis yraBrouwerio ir Kakutanio nejudamojo taško
teoremos, kurių detalus nagrinėjimas atidedamas iki4 skyriaus, pavadinto matematika
II.

Pirmasis skyrelis apie aibes ir skaičius naudojamas3 skyriuje, kuriame ḋestoma in-
dividualaus pasirinkimo teorija. Renkamasi tarp alternatyvų, kurios matematiškai for-
muluojamas kaip abstrakčios aiḃes elementai.

2.1 Aibės ir skaǐciai

Svarbiausi matematinės analiżes objektai yra euklidiṅes erdv̇es ir funkcijos. Euklidiṅe
ervė yra iš realiųjų skaičių rinkinių sudaryta aiḃe, turinti įprastą tiesiṅes ir metriṅes erd-
vės strukt ūrą, panašią į tą, kurią turime realiųjų skaičių aiḃeje. Viena iš svarbiausių
tokios strukt ūros savybių yra erdvės pilnumas, reiškiantis, kad kiekviena šios erdvės
elementųCauchyseka konverguoja. Tiesiausias pilnumo savybės įrodymas yra šiame
skyrelyje aprašoma realiųjų skaičių aiḃes konstrukcija, naudojantis racionaliųjų skaičių
Cauchysekomis.
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Pradedame nuo aibės sąvokos toḋel, kad visi matematikos objektai yra apibrėžia-
mi naudojantis aiḃemis. Savo ruožtu, aibė yra pirmiṅe matematikos sąvoka ir nėra
apibṙežiama naudojantis kitais matematikos objektais. Aibė apibṙežiama matematiko-
je įprastu b ūdu naudojant aksiomas, t. y. išvardijant objektus jų savybėmis. Tai reiškia,
jog apibṙežiamos aibių konstravimo taisyklės remiantis paprasčiausiomis aiḃemis, kurių
egzistavimas yra postuluojamas.

Aibės ir jų konstravimas Neformaliai kalbant, aiḃe yra rinkinys objektų, paprastai
turinčių kurią nors bendrą, juos jungiančią savybę. Sąvokos „objektas“, „rinkinys“ ir
„savyḃe“ čia vartojamos įprastine bendrinės kalbos prasme. Objektai, sudarantys aibę,
vadinamaiaibės elementais. Toliau, kaip ir bet kurioje matematikos teorijoje, aibės
elementai yra tik aiḃes. Matematikos taikymuose gali atsirasti ir kitokio tipo aibės ele-
mentų.

Vienos aiḃes buvimas kitos aiḃes elementu yra pirmiṅe matematikos sąvoka, api-
brėžiama toliau aptariama aksiomų sistema. JeiX yra aiḃe, ox yra jos elementas, tai šis
sąryšis žymimas „x ∈ X“. Žodžiais šis sąryšis išreiškiamas „x yra aiḃesX elementas“
arba „aiḃe X turi elementąx“. Jei x nėra aiḃesX elementas, tai rašomax 6∈ X. Aibę
visiškai apibṙežia jos elementai. Tiksliau šią savybę formuluoja pirmoji aibių teorijos
aksioma:

2.1 aksioma.Jei dvi aiḃes turi tuos pǎcius elementus, tai jos yra lygios.

Šia aksioma nusakoma aibės savyḃe vadinamaekstensija. Remiantis ekstensijos
savybe, toliau aksiomomis apibrėžiamos aiḃes yra vienintel̇es. Lygyḃe tarp aibiųx ir y
žymimax = y.

Kita aksioma postuluoja tuščiosios aiḃes egzistavimą:

2.2 aksioma.Egzistuoja elementų neturinti aibė, vadinamatuščiąja aibeir žymima∅.

Tolesṅes aksiomos nurodo metodus, kuriais remiantis iš jau turimų aibių sudaromos
naujos aiḃes. Pirmoji iš jų vadinamaporavimo aksioma.

2.3 aksioma.Su bet kuriomis dviem aiḃemisx ir y, egzistuoja aiḃeX := {x, y}, kurios
elementai yra tik tos dvi aiḃes.

Tuo atveju, kai poravimo aksiomoje aibėsx ir y yra lygios, gauname egzistavimą
aibės, kurios vienintelis elementas yra bet kuri duota aibė, t. y. egzistuojavieninė aibė
{x} := {x, x} (angl. singleton).

Dėl aibių ekstensijos savybės, bet kokia papildoma aibės elementų strukt ūra yra nes-
varbi apib ūdinant aibes. Pavyzdžiui, aibės{x, y} ir {y, x} yra lygios nepriklausomai
nuo jų elementų išḋestymo tvarkos, ir šia prasme bet kuri dviejų elementų aibė yrane-
sutvarkytoji pora.
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Tačiau tenka naudotis du ir daugiau elementų turinčiomis aiḃemis, kuriose vis ḋelto
norime nurodyti aiḃes elementų tvarką. Tvarkos strukt ūra aibėje apibṙežiama tokiu b ūdu:
bet kurių dviejų aibiųx ir y sutvarkytoji porayra aiḃe

(x, y) := {{x}, {x, y}}. (2.1)

Tokio apibṙežimo motyvas yra svarbus, bet nesunkiai įrodomas faktas (2.1.1 pratimas):
bet kuriemsx, y, u, v

(x, y) = (u, v) tada ir tik tada, kaix = u ir y = v. (2.2)

Toliau, remdamiesi sutvarkytąja pora, apibrėžiame sutvarkytąjį trejetą

(x, y, z) := ((x, y), z).

Šią proced ūrą apibendriname apibrėždami bet kurio baigtinio ilgio sutvarkytąjį rink-
inį (x1, . . . , xn), naudodamiesi matematine indukcija, kuri apibrėžiama toliau kartu su
nat ūraliųjų skaičių aibe.

Kita aibių konstravimo aksioma vadinamajungimo aksioma.

2.4 aksioma.Bet kuriai aibeiX egzistuoja tokia aiḃe, žymima
⋃

X ir vadinamajung-
timi (angl. union), kurios vieninteliai elementai yra aibės, priklausaňcios kuriam norsX
elementui.

Kitaip kalbant, aiḃesX jungties
⋃

X elementasx ∈ ⋃
X, jei x ∈ y su kuriuo nors

y ∈ X.
Tegulx ir X yra tokios dvi aiḃes, kad kiekvienasx elementas yra irX elementas.

Tada sakysime, kadx yra aiḃesX poaibis, o X yra aiḃesx viršaibis. Sąryšiui tarp
poaibio ir viršaibio žyṁeti naudojamas simbolis⊂; pavyzdžiui, šiuo atvejux ⊂ X.

2.5 aksioma. Bet kuriai aibeiX egzistuoja tokia aiḃe, vadinamalaipsnine aibe(angl.
power set) ir žymimaP(X), kurios vieninteliai elementai yra visiX poaibiai ir tuš̌cioji
aibė∅.

Dar viena naujų aibių konstravimo aksioma apibrėžiama naudojantis aibių savybės
apib ūdinimu. Aibių savyḃe formuluojama teiginiu apie aibes ir priklausomumą aibėms,
naudojant logikos jungtukus∧ (ir), ∨ (arba),¬ (neigimas),⇒ (išplaukia),( ), [ ] (skli-
austai), taip pat vadinamuosius kvantorius:∀ (kiekvienam) ir∃ (egzistuoja). Tokie teig-
iniai matematiṅeje logikoje vadinami taisyklingai formuluojama formule.

2.6 aksioma. Bet kuriai aibeiX ir taisyklingai formuluojamai formuleiΦ(·), priklau-
saňciai nuoX elementų, egzistuoja aibė, sudaryta iš tųX elementųx, kuriems teisinga
formulėΦ(x), ir ši aiḃe žymima

{x ∈ X : Φ(x)}. (2.3)
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Kadangi (2.3) aibė yraX poaibis ir priklauso nuoΦ(·) savyḃes, toks aibių apibrėži-
mo b ūdas vadinamaspoaibio aksiomų schema. Vietoje (2.3) kartais rašoma{x : Φ(x)},
jei iš konteksto aišku, kokios aibėsX elementai yra aiḃesx. Neatsižvelgiant į šį apri-
bojimą galima gauti objektų rinkinius, kurie sukelia prieštaravimų. Pavyzdžiui, taip at-
sitinka bandant atsakyti į klausimą ar pati „aibė“ {x : x 6∈ x} yra jos pǎcios elementas.

Naudojantis miṅetomis aibių konstravimo taisyklėmis, apibṙežiamos kitos standart-
inės operacijos su aibėmis: dviejų aibiųx ir y sąjunga

x ∪ y :=
⋃
{x, y};

aibiųx ir y skirtumas
x \ y := {z ∈ x : z 6∈ y};

bet kurios aiḃesX sankirta
⋂

X :=
{

y ∈
⋃

X : ∀Y ∈ X, [y ∈ Y ]
}

;

ir dviejų aibiųx ir y sankirta
x ∩ y =

⋂
{x, y}.

Dabar galime apibrėžti aibę, kurios elementai yra sutvarkytosios poros(x, y), kaix ∈ X
ir y ∈ Y . Remiantis (2.1) apibṙežimu,(x, y) ∈ P(P(X ∪ Y )). Tada aiḃe

X × Y := {z ∈ P(P(X ∪ Y )) : ∃x ∈ X ∃y ∈ Y [z = (x, y)]}
vadinamaDekarto sandauga. Naudojant indukciją, kiekvienamn ≥ 2 apibṙežiama aibių
X1, . . . , Xn Dekarto sandauga

X1 × · · · ×Xn := (X1 × · · · ×Xn−1)×Xn (2.4)

= {(x1, . . . , xn) : x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn}.
Dekarto sandaugosX1 × · · · × Xn elementasx := (x1, . . . , xn) vadinamasvektori-
umi, o aiḃesx1, . . . , xn vadinamosx elementokoordinatėmis. Taigi sutvarkytoji pora
yra vektorius, turintis tik dvi koordinates. Prie Dekarto sandaugos grįšime apibrėždami
euklidinę erdvę2.3 ir 2.4skyreliuose.

Begalybės aksiomavadinamai didelių aibių egzistavimo prielaidai formuluoti nau-
dosime jau turimas aksiomas. Kiekvienai aibeix iš pradžių galime sukonstruoti vieninę
aibę{x}, po to porinę aibę{x, {x}}, kurios jungtis yra aiḃe

S(x) := x ∪ {x} =
⋃
{x, {x}},

vadinamatęsiniu(angl. successor), t. y.x aibės tęsinys yra aiḃe, kurios vieninteliai ele-
mentai yra visix elementai ir pati aiḃe x. Kaip matysime netrukus, ši aibė naudojama
apibṙežti nat ūraliesiems skaičiams

0 := ∅, 1 := S(0) = {0}, 2 := S(1) = {0, 1}, . . . . (2.5)

Aibės, kurios elementai yra visos šios aibės, egzistavimą garantuoja begalybės aksioma:
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2.7 aksioma. Egzistuoja aiḃe, vadinamaindukcine,kuriai priklauso tuš̌cioji aibė ∅ ir
kiekvieno jos elementox tęsinysS(x).

Tegul X ir Y yra aiḃes. Funkcija iš X į Y vadinamas toks Dekarto sandaugos
poaibisf ⊂ X × Y , kad kiekvienamx ∈ X, (x, y) ∈ f su ne daugiau kaip vienu
elementuy ∈ Y . Paprastai vienintelis toks elementasy vadinamas funkcijosf reikšme
ir žymimasf(x). Daugiau apie funkcijas kalbama kitame skyrelyje.

Paskutiṅe šio sąrašo aksioma, vadinamarinkimo aksioma, teigia egzistuojant spe-
cialaus tipo funkcijai:

2.8 aksioma. Bet kuriai aibeiX, neturiňciai tuš̌cios aiḃes kaip elemento, egzistuoja
tokia funkcijaf iš X į

⋃
X, kadf(x) ∈ x kiekvienamx ∈ X.

Kitaip kalbant, tuṙedami bet kurį netuš̌ciųjų aibių rinkinį (aibęX), mes galime
išrinkti po vieną elementą iš kiekvienos aibės. Taip formuluojama rinkimo aksioma
atrodo akivaizdi. Bet ja naudojantis galima įrodyti tokį faktą. Vienetinio spindulio rutulį
galima padalyti į penkias dalis taip, kad sujungę dvi iš tų dalių gauname vieną vienetinio
spindulio rutulį, o sujungę kitas tris dalis gauname kitą vienetinio spindulio rutulį. Jei tai
b ūtų galima atliktikonstruktyviub ūdu, tai visos m ūsų ekonomikos problemos senai b ūtų
išspręstos ir nebereikėtų šio vadov̇elio. Deja, vadov̇elis reikalingas, nes minėtas rutulio
dalijimas į penkis gabalus yra galimas tik naudojantis nekonstruktyvia rinkimo aksioma;
pats egzistavimo faktas dar nenurodo b ūdo, kaip konstruoti tokią funkciją.

Čia išḋestytas aibių aksiomų sąrašas vadinamas Cermelio1-Frenkelio2 aksiomų sis-
tema. Ši sistema yra labiausiai paplitusi, nors yra ir kitų aibes apibrėžiaňcių aksiomų
sistemų.

Nat ūralieji skaičiai Nat ūralieji skaǐciai matematikoje apibrėžiami arba juos konstruo-
jant, arba aksiomiškai. Norėdami iliustruoti ankstesnį teiginį, kad visi matematikos ob-
jektai apibṙežiami naudojantis tik aiḃemis, pasirinkome pirmąjį b ūdą apibrėžti skaǐci-
ams, juos konstruojant iš aibių. Prisiminę indukcinės aiḃes apibṙežimą begalyḃes ak-
sioma2.7, turime tokį skaǐciaus apibṙežimą.

2.9 apibrėžtis. Nat ūraliuoju skaičiumi vadinama aibė, priklausanti kiekvienai indukcinei
aibei.

Kadangi tuš̌cioji aibė ∅ priklauso kiekvienai indukcinei aibei, tai kiekvienai in-
dukcinei aibei priklauso ir visos (2.5) išnašoje išvardytos aibės. Toḋel pagal apibṙežimą
kiekviena iš (2.5) aibių yra nat ūralusis skaičius. Visos jos sudaro naują aibę, vadinamą
nat ūraliųjų skaičių aibe:

2.10 teorema.Egzistuoja aibė, žymimaN, kurios elementai yra tik nat ūralieji skaičiai.

1Ernst Zermelo – Ernstas Cermelas (1871–1953), vokiečių matematikas.
2Adolf Abraham Halevi Fraenkel – Adolfas Frenkelis (1891–1965), vokiečių kilmės Izraelio matem-

atikas.
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Įrodymas.TegulX yra indukciṅe aiḃe; begalyḃes aksiomos ḋeka ji egzistuoja. Remi-
antis poaibio aksiomų schema, egzistuoja aibė

N := {x ∈ X : x priklauso kiekvienai kitai indukcinei aibei}.

Tai įrodo teoremą, kadangix ∈ N tada ir tik tada, kaix priklauso kiekvienai indukcinei
aibei.

Nesunku patikrinti, kadN yra indukciṅe aiḃe. Toḋel jai priklauso visos (2.5) aibės,
t. y. 0, 1, 2, . . . yra nat ūralieji skaičiai. Kitų elementųN aibė neturi pagal apibrėžimą.
Kartais nat ūraliaisiais vadinami tik skaičiai 1, 2, . . . . Tai yra tik susitarimo reikalas; mes
toliau šią aibę žyṁesimeN+ := N \ {0} = {1, 2, . . . }.

Tai, kadN yra indukciṅe aiḃe naudojama pagrindžiant labai svarbų matematikoje
principą:

2.11 Indukcijos principas. Jei A ⊂ N, 0 ∈ A ir S(n) ∈ A kiekvienamn ∈ A, tai
A = N.

Iš šio indukcijos principo gauname tokią dažnai naudojamą jo versiją: tegulP yra
nat ūraliųjų skaičių savyḃe; jei 0 turi P ir jei S(n) turi P kiekvienamn ∈ N, kuris turi
P , tai P galioja visiems nat ūraliesiems skaičiams.

Nat ūraliųjų skaičių aiḃeje sumos ir daugybos operacijos apibrėžiamos, naudojant
indukciją, atitinkamai, taip: visiemsk, n ∈ N,

k + 0 := k ir k + S(n) := S(k + n); (2.6)

k · 0 := 0 ir k · S(n) := k + k · n. (2.7)

Vėlgi remiantis indukcija, nesunkiai patikrinama, jog šios operacijos turi įprastines ko-
mutatyvumo, asociatyvumo ir distributyvumo savybes.

M ūsų pasirinkta nat ūraliųjų skaičių konstrukcija (2.5) leidžia nat ūraliai įvesti tvarką
aibėjeN. Visiemsk, n ∈ N, sakysime, kadk yramažesnis užn, t. y.

k < n, jei k ∈ n. (2.8)

Nesunku patikrinti (2.1.4 pratimas), kad sąryšis< tarp nat ūraliųjų skaičių yra tranzi-
tyvus, t. y. bet kuriemsk, n,m ∈ N, jei k < n ir n < m, tai k < m. Tǎciau vadinamoji
trichotomijos savyḃe patikrinama ne visai tiesiogiai. Pradėsime nuo pagalbinio teiginio.

2.12 lema. (a) Bet kuriemsk, n ∈ N, k ∈ n tada ir tik tada, kaiS(k) ∈ S(n);

(b) Nėra nat ūraliųjų skaičių, kurie b ūtų patys savo elementais.
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Įrodymas. Įrodydami(a) tarkime, kadk, n ∈ N. Iš pradžių tegulS(k) ∈ S(n). Pagal
S(n) apibṙežimą turime arbaS(k) ∈ n, arbaS(k) = n. Abiem atvejaisk ∈ n. Šio
teiginio įrodymui priešinga kryptimi, naudodamiesi indukcija parodysime, kad aibė

A := {n ∈ N : (∀ k ∈ n)[S(k) ∈ S(n)]}

sutampa su visaN. Iš tikrųjų, 0 = ∅ ∈ A, nes∅ ∈ N pagalN apibṙežimą, ir aibęA
apibṙežianti savyḃe galioja tuš̌ciajai aibei, nes ji neturi elementų. Tarkime, kadn ∈ A.
Reikia įrodyti, kad jeik ∈ S(n), tai S(k) ∈ S(S(n)). Tegulk ∈ S(n). Tada pagal
S(n) apibṙežimą arbak = n, arbak ∈ n. Pirmu atvejuS(k) = S(n) ∈ S(S(n)).
Antru atveju, kadangin ∈ A, tai S(k) ∈ S(n) ⊂ S(S(n)). Taigi abiem atvejais
S(k) ∈ S(S(n)). Remiantis indukcijos principuA = N, ir tuo pǎciu teiginys(a)
įrodytas.

Įrodant(b) tegulA := {n ∈ N : n 6∈ n}. Visų pirma,0 ∈ A, kadangi tuš̌cioji aibė
elementų neturi. Jein 6∈ n, tai S(n) 6∈ S(n) pagal ką tik įrodytą teiginį(a). Taigi A yra
indukciṅe aiḃe, ir toḋel sutampa suN.

Dabar galime įrodyti nat ūraliųjų skaičių trichotomijossavybę:

2.13 teorema.Bet kuriemsk, n ∈ N, galioja tik viena iš trijų alternatyvų: arbak < n,
arbak = n, arban < k.

Įrodymas.Pirmiausia įrodysime, kad visos trys alternatyvos yra nesuderinamos. Jei
k ∈ n ir k = n, tai k ∈ k, kas yra neįmanoma dėka2.12(b) lemos. Jeik ∈ n ir n ∈ k,
tai pagal tranzityvumą gauname tą patį prieštaravimąk ∈ k. Taigi pakanka įrodyti, kad
galioja bent viena iš trijų alternatyvų. Tam parodysime, kad aibė

A := {n ∈ N : (∀k ∈ N) [k ∈ n arba k = n arba n ∈ k]}

sutampa suN. Kiekvienamk ∈ N pagal indukciją turime arba0 = k, arba0 ∈ k. Toḋel
0 ∈ A. Teguln ∈ A ir k ∈ N. Jeik ∈ n arbak = n, tai k ∈ S(n). Jein ∈ k, tai ḋeka
2.12(a) lemosS(n) ∈ S(k), ir todėl arbaS(n) ∈ k, arbaS(n) = k. Taigi S(n) ∈ A, ir
A = N pagal indukciją.

Kita dažnai reikalinga nat ūraliųjų skaičių tvarka apibṙežiama taip: visiemsk, n ∈ N,
sakysime, kadk yrane didesnis užn, t. y.

k ≤ n, jei arba k ∈ n, arba k = n.

2.14 teorema.Bet kuriemsn,m, k ∈ N, galioja

m ∈ n tada ir tik tada, kai m + k ∈ n + k. (2.9)

Jei be to,k 6= 0, tai

m ∈ n tada ir tik tada, kai m·k ∈ n·k. (2.10)
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Įrodymas.Teiginių (2.9) ir (2.10) įrodymai panaš ūs. Todėl įrodysime tik antrąjį teiginį,
o pirmąjį paliekame kaip pratimą skaitytojui. Taigi tegulk 6= 0 ir m ∈ n. Parodysime,
kad aiḃe

A := {i ∈ N : m·S(i) ∈ n·S(i)}
sutampa su visaN. Kadangi kiekvienam nat ūraliam skaičiui k 6= 0 egzistuoja toksi ∈ N,
kadk = S(i) (2.1.3 pratimas), tai bus įrodyta (2.10) teiginio implikacija „⇒“. Pirma,
0 ∈ A, nesm·S(0) = m ir n·S(0) = n atsižvelgiant į (2.7). Tarkime, kadj ∈ A. Du
kartus remdamiesi (2.7) ir (2.9), gauname

m·S(S(j)) = m·S(j) + m ∈ n·S(j) + m ∈ n·S(j) + n = n·S(S(j)).

Taigi S(j) ∈ A. Remiantis indukcija,A = N, kas įrodo (2.10) teiginio „⇒“ implikaciją.
(2.10) teiginio priešingos implikacijos įrodymui remsimės trichotomijos savybe ir

jau įrodyta „⇒“ implikacija. Tegulm·k ∈ n·k. Tadam = n nėra galima, nes tada b ūtų
m·k = n·k. Taip patn ∈ m nėra galima, nes tadan·k ∈ m·k. Toḋel m ∈ n; tai ir
reikėjo įrodyti.

Kitas teiginys vadinamas nat ūraliųjų skaičių aiḃesArchimedo savybe.

2.15 teorema.Bet kuriemsn,m ∈ N+ egzistuoja toksk ∈ N, kadn < mk.

Įrodymas.Nesunku rasti norimąk ∈ N, kai arban ∈ m, arban = m. Tarkime, kad
teiginys ṅera teisingas, kaim ∈ n. Tada remiantis trichotomijos savybe egzistuoja tokie
n,m ∈ N+, kadm ∈ n ir mk ≤ n kiekvienamk ∈ N. Naudojantis tuo, kad1 ≤ m,
galioja (2.10) ir tranzityvumu, turimek ≤ n kiekvienamk ∈ N. Tǎciau atveju, kai
k = S(n) ∈ N, turime arbaS(n) = n, arbaS(n) ∈ n ∈ S(n). Tęsinio apibṙežimo ir
2.12(b) lemos ḋeka abiem atvejais gauname prieštarą, kuri įrodo teoremą.

Rekursija aibėjeN Tarkime, kadX yra aiḃe ir f yra funkcija išN į X. Kaip nusakyti
tokios funkcijos reikšmes? Jei žinome reikšmęf(0) ir tokią funkcijąF iš X į X, kad
f(n + 1) = F (f(n)) kiekvienamn ∈ N, tai nuosekliai gauname reikšmes

f(0), f(1) = F (f(0)), f(2) = F (f(1)), . . . ir t. t.

Tačiau nežinant, jog funkcijaf egzistuoja, tai ar galima įrodyti jos egzistavimą žinant
pradinę reikšmęf(0), o kitoms jos reikšṁems galioja funkcijosF nusakoma nuosekli
taisykl̇e, vadinama rekursija. Toks teiginys vadinamasrekursijos teoremanat ūraliųjų
skaǐcių aibeiN:

2.16 teorema.Tarkime, kadX yra aibė,x ∈ X ir F yra funkcija išX į X. Egzistuoja
vienintelė tokia funkcijaf iš N į X, kad (a) f(0) = x ir (b) f(n + 1) = F (f(n))
kiekvienamn ∈ N.

Įrodymas.Šiame įrodyme sakysime, kad funkcijau yragalima, jei jos apibṙežimo sritis
A(u) ⊂ N, kitimo sritisR(u) ⊂ X (arbau ⊂ N×X) ir galioja kitos dvi savyḃes:



48 2 Skyrius. Matematika I

(i) jei 0 ∈ A(u), tai u(0) = x;

(ii) jei S(n) ∈ A(u) (čian ∈ N), tai n ∈ A(u) ir u(S(n)) = F (u(n)).

TegulF yra galimų funkcijų aiḃe, ir tegulf :=
⋃F . Pagal apibṙežimą galioja

(n, y) ∈ f tada ir tik tada, kai(n, y) priklauso kuriai nors galimaiu

tada ir tik tada, kaiu(n) = y su kuria nors galimau. (2.11)

Įrodysime, kad funkcijaif galioja teoremos tvirtinimas. Tai padarysime įrodymą padal-
inę keturiais žingsniais:(1) f yra funkcija,(2) f yra galima,(3) jos apibṙežimo sritis
A(f) = N ir (4) f yra vienintel̇e.

1. Parodysime, kadf yra funkcija. Pagal apibrėžimąf ⊂ N×X. Tegul

A := {n ∈ N : (n, y) ∈ f galioja ne daugiau, kaip su vienuy}.

Reikia įrodyti, kadA = N. Remiantis indukcijos principu pakanka parodyti, kadA yra
indukciṅe aiḃe. Tegul(0, y1) ∈ f ir (0, y2) ∈ f . Dėka (2.11), egzistuoja dvi galimos
funkcijosu1 ir u2 su reikšṁemisu1(0) = y1 ir u2(0) = y2. Tǎciau remiantis(i) savybe
y1 = x = y2, ir todėl 0 ∈ A.

Tarkime, kadn ∈ A; parodysime, kadS(n) = n + 1 ∈ A. Tam tikslui tarkime, kad
(S(n), y1) ∈ f ir (S(n), y2) ∈ f . Dar kartą ḋeka (2.11), egzistuoja tokios dvi galimos
funkcijosu1 ir u2, kurių reikšṁesu1(S(n)) = y1 ir u2(S(n)) = y2. Tǎciau remiantis
(ii) savybe, galioja

y1 = u1(S(n)) = F (u1(n)) ir y2 = u2(S(n)) = F (u2(n)).

Be to,u1(n) = u2(n) kadangi pagal prielaidąn ∈ A. Toḋel y1 = y2, t. y. S(n) ∈ A.
Remiantis indukcijos principuA = N, ir todėl f yra funkcija.

2. Parodysime, kad funkcijaf ⊂ N×X yra galima. Tam pakanka patikrinti savybes
(i) ir (ii). Atsižvelgiant į(i) tegul 0 ∈ A(f). Pagalf apibṙežimą privalo egzistuoti
tokia galima funkcijau, kadu(0) = f(0). Kadangiu(0) = x, tai f(0) = x.

Atsižvelgiant į(ii) tegulS(n) ∈ A(f). Vėl pagalf apibṙežimą privalo egzistuoti
tokia galima funkcijau, kadu(S(n)) = f(S(n)). Kadangiu yra galima,n ∈ A(u)
(taigi u(n) = f(n)) ir

f(S(n)) = u(S(n)) = F (u(n)) = F (f(n)).

Gavome, kad(ii) savyḃe galioja funkcijaif , ir todėl ji yra galima funkcija.
3. Lygybė A(f) = N bus įrodyta, jei parodysime, kadA(f) yra indukciṅe aiḃe.

Funkcija{(0, x)} yra galima, ir toḋel 0 ∈ A(f). Tarkime, kadn ∈ A(f); parodysime,
kadS(n) ∈ A(f). TegulS(n) 6∈ A(f) ir

u := f ∪ {(S(n), F (f(n)))}.
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Tadau yra funkcija,A(u) ⊂ N ir R(u) ⊂ X. Parodysime, kadu yra galima, t. y. jai
galioja(i) ir (ii) savyḃes. Kadangiu(0) = f(0) = x, galioja(i). TegulS(k) ∈ A(u)
su kuriuo norsk ∈ N. JeiS(k) 6= S(n), tai S(k) ∈ A(f) ir u(S(k)) = f(S(k)) =
F (f(k)) = F (u(k)). Jei S(k) = S(n), tai k = n remiantis nat ūraliųjų skaičių tri-
chotomija ir2.12(a) lema. Pagal prielaidąn ∈ A(f). Gauname, kad

u(S(k)) = F (f(k)) = F (u(n)),

ir todėl galioja (ii) savyḃe. Vadinasiu yra galima funkcija. Atsižvelgiant į jos api-
brėžimąu ⊂ f ir S(n) ∈ A(f). Ši prieštara rodo, kad prielaidaS(n) 6∈ A(f) negalima.
Todėl S(n) ∈ A(f) ir A(f) yra indukciṅe aiḃe, taigiA(f) = N.

4. Liko įrodyti, kadf yra vienintel̇e. Tarkime, kadf1 ir f2 yra dvi tokios funkcijos,
kurioms galioja teoremos išvada ir

A := {n ∈ N : f1(n) = f2(n)}.

Pakanka, įrodyti, kadA yra indukciṅe aiḃe. Tai paliekama atlikti skaitytojui, kaip2.1.5
pratimas.

Binarieji sąryšiai Realiesiems skaičiams apibṙežti naudosiṁes matematikoje dažnai
taikomu naujų aibių formavimo b ūdu, kuris remiasi vadinamosiomis ekvivalentumo
klaṡemis. Tai reiškia, kad aiḃe padalijama į nesikertančias klases, kurios tampa nau-
jos aiḃes elementais. Šią matematinę konstrukciją apibrėžia specialios r ūšies binarieji
sąryšiai, kuriuos taip pat naudosime kalbėdami apie alternatyvų pasirinktį ekonomikoje.

TegulX yra aiḃe, oX×X yra Dekarto sandauga. AibėsX binariuoju sąryšiuvadi-
namas bet kuris poaibisR ⊂ X ×X. Binariajam sąryšiui apibrėžti naudojamas žyṁeji-
masxRy, reiškiantis, kad(x, y) ∈ R. Pavyzdžiui, atvejuX = N sąryšiu (2.8) apibṙežta
tvarka taip pat yra nat ūraliųjų skaičių aiḃes binarusis sąryšis, apibrėžtas poaibiu

<= {(k, n) ∈ N× N : k < n} ⊂ N× N.

2.17 apibrėžtis. Sakoma, kad aiḃesX binarusis sąryšis yra

(a) trichotomija, jei bet kuriemsx, y ∈ X galioja tik viena iš trijų alternatyvų: arba
(x, y) ∈ R, arba(y, x) ∈ R, arbax = y;

(b) pilnas, jei bet kuriemsx, y ∈ X yra arba(x, y) ∈ R, arba(y, x) ∈ R ( arba ir
vienas, ir kitas);

(c) tranzityvus,jei bet kuriemsx, y, z ∈ X, iš to, kad(x, y) ∈ R ir (y, z) ∈ R
išplaukia(x, z) ∈ R;

(d) simetriškas,jei bet kuriemsx, y ∈ X, (x, y) ∈ R tada ir tik tada, kai(y, x) ∈ R;

(e) antisimetriškas,jei visiemsx, y ∈ X, iš (x, y) ∈ R ir (y, x) ∈ R išplaukiax = y;
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(f) refleksyvus,jei (x, x) ∈ R kiekvienamx ∈ X.

Pilnumo savyḃeje atvejux = y gauname išvadą, kad sąryšis(x, x) ∈ R galioja
visiemsx ∈ X, t. y. pilnasis sąryšis yra ir refleksyvus. Jei aibėsX binarusis sąryšis
R yra pilnas ir antisimetriškas, tai bet kuriemsx, y ∈ X galioja bent vienaiš trijų
alternatyvų: arba(x, y) ∈ R, arba(y, x) ∈ R, arbax = y. Verta palyginti pastarąją
savybę su trichotomija.

AibėsX binarusis sąryšisR vadinamastiesiniu tvarkiniu, jei R yra tranzityvus ir
turi trichotomijos savybę. Tokiu b ūdu nat ūraliųjų skaičių aiḃesN binarusis sąryšis<
yra tiesinis tvarkinys. Tuo tarpu nat ūraliųjų skaičių aiḃesN binarusis sąryšis≤ yra
tranzityvus, pilnas ir antisimetriškas. Tokį bet kurios aibės binarujį sąryšį vadinsime
tiesiniu pustvarkiniu3.

Toliau dažnai bus kalbama apie aibę ir binarujį sąryšį joje. Pora(X,R), kurią sudaro
aibė X ir šios aiḃes binarusis sąryšisR, vadinamastrukt ūra. Taigi, (N, <) yra tiesiṅes
tvarkos strukt ūra, o(N,≤) yra tiesinio pustvarkinio strukt ūra.

Nagriṅekime kitą pavyzdį, ir tarkime, kadX yra bet kuri aiḃe, of : X → N yra
funkcija. Bet kuriemsx, y ∈ X tegul

x ºf y tada ir tik tada, kai f(x) ≥ f(y).

Tada aiḃesX binarusis sąryšisºf yra tranzityvus ir pilnas. Jei kiekvienai poraix, y ∈ X
iš to, kadf(x) = f(y) turime x = y, tai (X,ºf ) yra tiesinio pustvarkinio strukt ūra.
Tokią savybę turinti funkcija vadinamainjekcija. Prie šio ir kitų panašių pavyzdžių
grįšime kalḃedami apie alternatyvų pasirinkimą3 skyriuje.

Dabar galime pereiti prie miṅeto ekvivalentumo sąryšio.

2.18 apibrėžtis. AibėsX binarusis sąryšisR vadinamasekvivalentumo sąryšiu,jei jis
yra refleksyvus, simetrinis ir tranzityvus. Tada bet kuriamx ∈ X aibė

[x]R := {y ∈ X : (x, y) ∈ R}

vadinama, ekvivalentumo klase.

2.19 teiginys.JeiR yra X aibės ekvivalentumo sąryšis, tai

(a) kiekvienamx ∈ X ekvivalentumo klasė[x]R yra netuščiasX poaibis;

(b) kiekvienasX elementas yra ir kurios nors ekvivalentumo klasės elementas;

(c) bet kuriemsx, y ∈ X ekvivalentumo klasės[x]R ir [y]R arba nesikerta, arba yra
lygios.

3Apskritai šiuo atveju ṅera visiems priimtinos terminologijos, ir ji gali skirtis skirtingose knygose.
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Įrodymas. (a) ir (b) galioja toḋel, kad kiekvienamx ∈ X bus x ∈ [x]R remiantis
binariojo sąryšio refleksyvumu ir[x]R ⊂ X remiantis apibṙežimu. Įrodant(c) tegul
x, y ∈ X ir x 6= y. Pakanka įrodyti, kad[x]R = [y]R jei [x]R ∩ [y]R = ∅. Iš tikro, tegul
z ∈ [x]R ∩ [y]R. Tada(x, z) ∈ R ir (y, z) ∈ R. Taigi (x, y) ∈ R ir (y, x) ∈ R remiantis
binariojo sąryšio simetriškumu ir tranzityvumu. Taigi jeiu ∈ [x]R, tai (x, u) ∈ R, ir
todėl (y, u) ∈ R remiantis tranzityvumu, t. y.u ∈ [y]R. Simetriškas argumentas rodo,
kad[y]R ⊂ [x]R, o tai įrodo norimą lygybę[x]R = [y]R.

2.19 teiginio prasme ekvivalentumo klasės [x]R, x ∈ X, suskaido visąX aibę
į netuš̌cius ir nesikertaňcius X poaibius. Toḋel ekvivalentumo klasių aiḃe [X]R :=
{[x]R : x ∈ X} vadinamafaktoraibebinariojo sąryšioR atžvilgiu.

Sveikieji skaičiai Tolesnį skaǐcių konstravimą tęsime greta nat ūraliojo skaičiaus (taip
pat vadinamo neneigiamuoju sveikuoju skaičiumi) apibṙeždami neigiamuosius sveikuo-
sius skaǐcius. Apibṙežimą apsprendžia tokia savybė:

−1 = 0− 1 = 1− 2 = 2− 3 = · · · .

Ji rodo, kad kiekvienas neigiamas sveikasis skaičius išreiškiamas tam tikromis dviejų
teigiamųjų sveikųjų skaičių poromis. Tuo ir remsiṁes apibṙeždami sveikuosius skaičius.
Kadangi atimties operacijos dar neturime, tai remsimės tuo, kadk − n = p − q tada ir
tik tada, kaik + q = n + p.

Remdamiesi šiais samprotavimais, Dekarto sandaugojeX := N × N apibṙežkime
binarųjį sąryšį∼⊂ X ×X, sakydami, kad(k, n) ∼ (p, q) tada ir tik tada, kaik + q =
n+ p bet kuriems(k, n), (p, q) ∈ N×N. Nesunku patikrinti (2.1.6 pratimas), kad∼ yra
ekvivalentumo binarusis sąryšis aibėjeN× N.

2.20 apibrėžtis. Faktoraiḃe [N× N]∼ vadinamasveikųjų skaičiųaibe ir žymimaZ.

Sveikųjų skaǐcių aiḃejeZ apibṙešime sumos ir daugybos operacijas, remdamiesi jau
apibṙežtomis atitinkamomis operacijomis nat ūraliųjų skaičių aiḃeje (žr. (2.6) ir (2.7)).
Jeia := [(k, n)]∼ ∈ Z ir b := [(p, q)]∼ ∈ Z, tai

a + b := [(k + p, n + q)]∼ ∈ Z,

a · b := [(k·p + n·q, k·q + n·p)]∼ ∈ Z.

Nesunku patikrinti (2.1.7 pratimas), kad toks operacijų apibrėžimas yra korektiškas. Be
to, abi operacijosZ aibėje turi įprastas komutatyvumo, asociatyvumo ir distributyvu-
mo savybes, o jų įrodymas remiasi analogiškomis nat ūraliųjų skaičių savyḃemis. Tegul
0Z := [(0, 0)]∼, 0 ∈ N. Tada kiekvienama ∈ Z busa + 0Z = a ir egzistuos toks
vienintelisb ∈ Z, kada + b = 0Z. Toksb vadinamas (adiciniu) atvirkštiniu skaičiui a ir
žymimas−a. Atvirkštinis skaǐcius leidžia apibṙežti atimties operaciją:b−a := b+(−a)
bet kuriemsa, b ∈ Z.
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Tvarka sveikųjų skaičių aiḃejeZ apibṙežiama remiantis (2.8) sąryšiu nusakyta tvarka
nat ūraliųjų skaičių aiḃeje. Bet kuriemsa := [(k, n)]∼ ∈ Z ir b := [(p, q)]∼ ∈ Z,
sakysime, kada mažiau užb, arba

a < b, jei k + q ∈ p + n. (2.12)

Nesunku patikrinti (2.1.8 pratimas), kad toks binariojo sąryšio aibėjeZ apibṙežimas yra
korektiškas. Taip pat remiantis analogiškomis nat ūraliųjų skaičių savyḃemis, nesunkiai
patikrinama, kad strukt ūra(Z, <) yra tiesiṅe tvarka, t. y. binarusis sąryšis< turi tranzi-
tyvumo ir trichotomijos savybes.

Nors nat ūraliųjų skaičių aiḃe N nėraZ poaibis, tǎciau tarpZ poaibių yra aiḃesN
kopija Ñ := {[(n, 0)]∼ : n ∈ N}, turinti tas pǎcias nat ūraliųjų skaičių aiḃes savybes.
Tiksliau kalbant, reikšṁesI(n) := [(n, 0)]∼ ∈ Ñ apibṙežia funkcijąI : N → Ñ, kuri
yra injekcija, išsauganti sumos, daugybos ir tvarkos operacijas. Bet kuri tokia funkcija
vadinamaizomorfizmu. Be to, bet kuriems(k, n) ∈ N × N bus [(k, n)]∼ = I(k) −
I(n). AibėN ir jos kopijaÑ toliau yra sutapatinamos. TadaZ yra aiḃe{0,±1,±2, . . . }.
Sveikųjų skaǐcių be nulio aibę žyṁesimeZ+ := Z \ {0} = {±1,±2, . . . }.

Racionalieji skaičiai Sveikuosius skaičius konstravome apibrėždami lygtiesn+x = 0
sprendinįx, kai n ∈ N. Analogiškai konstruosime racionaliuosius skaičius kaip lygties
z · x = 1 sprendinįx, kai z ∈ Z. Binarujį sąryšį tarp sveikųjų skaičių apibṙešime
remdamiesi faktu, kad trupmenosa/b = c/d tada ir tik tada, kaiad = bc bet kuriems
a, b, c, d ∈ Z, jei b 6= 0 ir d 6= 0. Dekarto sandaugojeX := Z × Z+ apibṙežkime bina-
rujį sąryšį∼⊂ X × X, sakydami, kad(a, b) ∼ (c, d) tada ir tik tada, kaiad = bc bet
kuriems(a, b), (c, d) ∈ X. Nesunku patikrinti (2.1.9 pratimas), kad∼ yra ekvivalentu-
mo binarusis sąryšis aibėjeZ× Z+.

2.21 apibrėžtis. Faktoraiḃe [Z×Z+]∼ vadinamaracionaliųjų skaičiųaibe ir žymimaQ.

Racionaliųjų skaǐcių aiḃejeQ apibṙešime sumos ir daugybos operacijas. Jeiq :=
[(a, b)]∼ ∈ Q ir r := [(c, d)]∼ ∈ Q, tai

q + r := [(ad + cb, bd)]∼ ∈ Q,

q · r := [(ac, bd)]∼ ∈ Q.

Nesunku patikrinti (2.1.10pratimas), kad toks operacijų apibrėžimas yra korektiškas. Be
to, abi operacijosQ aibėje turi įprastas komutatyvumo, asociatyvumo ir distributyvumo
savybes, o jų įrodymas remiasi analogiškomis sveikųjų skaičių savyḃemis. Tegul0Q :=
[(0, 1)]∼. Tada kiekvienamr ∈ Qbusr + 0Q = r ir egzistuos toks vieninteliss ∈ Q,
kad r + s = 0Q. Toks s vadinamas (adiciniu) atvirkštiniu skaičiui r ir žymimas−r.
Be to, nesunku patikrinti, kad−[(a, b)]∼ = [(−a, b)]∼. Tegul1Q := [(1, 1)]∼. Tada
kiekvienamr ∈ Q+ := Q \ {0} busr · 1Q = r ir egzistuos vieninteliss ∈ Q, kad
r · s = 1Q. Tokss vadinamas (multiplikaciniu) atvirkštiniu skaičiui r ir žymimasr−1.
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Be to, nesunku patikrinti, kad[(a, b)]−1∼ = [(b, a)]∼. Bet kuriam nelygiam nuliuir ∈ Q
ir bet kuriams ∈ Q apibṙešime dalybos operacijąs/r := s·r−1.

Tvarka racionaliųjų skaičių aiḃejeQ apibṙežiama remiantis tvarka sveikųjų skaičių
aibėje ir tokiais pasteḃejimais. Jeia, b, c, d ∈ Z, b > 0 ir d > 0, tai a/b < c/d tada ir tik
tada, kaiad < cb. Kadangi[(a, b)]∼ = [(−a,−b)]∼, tai kiekvienas racionalusis skaičius
išreiškiamas sveikųjų skaičių pora, kurioje antrasis skaičius yra teigiamas. Tokiu b ūdu,
bet kuriemsq := [(a, b)]∼ ∈ Q, r := [(c, d)]∼ ∈ Q, b > 0 ir d > 0, sakysime, kadq yra
mažiau užr, arba

q < r, jei ad < cb. (2.13)

Nesunku patikrinti (2.1.11pratimas), kad toks binariojo sąryšio aibėjeQ apibṙežimas yra
korektiškas. Taip pat, remiantis analogiškomis sveikųjų skaičių savyḃemis, nesunkiai
patikrinama, kad strukt ūra(Q, <) yra tiesiṅe tvarka, t. y. binarusis sąryšis< aibėjeQ
turi tranzityvumo ir trichotomijos savybes.

Sakysime, kadq ∈ Q yra teigiamas, jei 0Q < q. Remiantis racionaliųjų skaičių
trichotomija, galioja lygiai viena iš alternatyvų:

q yra teigiamas, q = 0, −q yra teigiamas.

Racionaliojo skaǐciausq ∈ Q moduliu(arba absoliǔciuoju didumu) vadinamas skaičius

|q| :=
{ −q, jei −q yra teigiamas,

q, priešingu atveju.

Toliau išvardytų modulio savybių įrodymas si ūlomas kaip pratimas skaitytojui.

2.22 teiginys.Bet kuriemsq, s ∈ Q galioja

(a) |q| ≥ 0 (neneigiamumas);

(b) |q| = 0 tada ir tik tada, kaiq = 0 (teigiamas apibṙežtumas);

(c) |q·p| = |q|·|p| (multiplikatyvumas);

(d) |q + p| ≤ |q|+ |p| (subadityvumas).

Kaip ir nat ūraliųjų skaičių atveju, sveikųjų skaičių aiḃeZ nėraQ poaibis, tǎciau tarp
Q poaibių yraZ aibės kopija{I(a) := [(a, 1)]∼ : a ∈ Z}, turinti tas pǎcias sveikųjų
skaǐcių aiḃes savybes ir izomorfiškaZ. Bet kuriemsa ∈ Z ir b ∈ Z+ bus [(a, b)]∼ =
I(a)/I(b). AibėZ ir jos kopija toliau yra tapatinamos. TaigiQ yra aiḃe {a/b : (a, b) ∈
Z× Z+}.
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Realieji skaičiai Racionaliųjų skaǐcių seka yra funkcijaN 3 n 7→ qn ∈ Q, kurią
žymėsime

(qn) = (qn)n∈N = (q0, q1, q2, . . . ).

Racionaliųjų skaǐcių seka(qn) vadinamaCauchy4 seka, jei bet kuriam teigiamamω ∈ Q,
egzistuoja toksN = N(ω) ∈ N, kad visiemsn,m > N , |qn − qm| < ω.

Tegul(qn) yra racionaliųjų skaǐcių seka. Sakysime, kad(qn) konverguoja, jei egzis-
tuoja toksq ∈ Q, jog bet kuriam teigiamamω ∈ Q, galima rasti tokįN = N(ω) ∈ N,
kad visiemsn > N |qn − q| < ω. Simboliškai sekos(qn) konvergavimo įq faktą
žymėsimeqn → q. Naudojantis modulio subadityvumu, galima įrodyti, kad kiekviena
konverguojanti racionaliųjų skaičių seka yraCauchyseka. Tǎciau atvirkš̌ciai – neb ūti-
nai. Racionaliųjų skaičių aiḃeje gali ir neegzistuoti elemento, į kurį konverguojaCauchy
seka. Tǎciau visasCauchysekas galima suskirstyti į nesikertančias klases taip, kad
vienos klaṡes elementai b ūtų artimi ir ta prasme ekvivalent ūs. Tokioje klasių aibėje
yra racionaliųjų skaǐcių aibę atitinkantis poaibis ir kiekviena tos klasių aibės elementų
Cauchyseka konverguoja. Toliau aprašomaCauchysekų ekvivalentumo klasių aibė bus
realiųjų skaǐcių aiḃe, o jos konstrukcija vadinama racionaliųjų skaičių aiḃespapildymu
arbaCauchykonstrukcija.

Tegul C yra visų racionaliųjų skaičių Cauchysekų aiḃe. Šioje aiḃeje apibṙešime
binarųjį sąryšįR sakydami, kad bet kurios dvi sekos(qn) ir (pn) iš C yra ekvivaleňcios,
jei qn − pn → 0. Taip apibṙežtas binarusis sąryšis aibėjeC yra ekvivalentumo sąryšis
(įrodyti).

2.23 apibrėžtis. Faktoraiḃe [C]R vadinamarealiųjų skaičiųaibe ir žymimaR.

Taigi realusis skaičius yra ekvivalentumo klasė [(qn)]R, kurią sudaro tarpusavyje
artimos racionaliųjų skaičių Cauchysekos. Jeiq yra racionalusis skaičius, tai ekvivalen-
tumo klaṡe, kuriai priklauso racionaliųjų skaičių seka(q, q, q, . . . ) = (q), tapatinama su
q, ir tokiu b ūdu realiųjų skaičių aiḃejeR apibṙežiamas poaibis izomorfiškas racionaliųjų
skaǐcių aibei ir taip pat žymimasQ.

Apibrėšime aritmetines operacijas realiųjų skaičių aiḃeje. Bet kuriemst = [(qn)]R ∈
R ir s = [(pn)]R ∈ R tegul

t + s := [(qn + pn)]R ir t·s := [(qn·pn)]R. (2.14)

Šis sumos ir daugybos operacijų apibrėžimas yra korektiškas (2.1.13 pratimas). Taip
pat korektiškos yra skirtumo ir dalybos operacijos, apibrėžiant jas, kaip ir racionaliųjų
skaǐcių atveju, naudojant adicinį atvirkštinį−t := [(−qn)]R ir multiplikacinį atvirkštinį
t−1 := [(q−1

n )]R (kai t 6= 0).
Toliau įvedamai tvarkai realiųjų skaičių aiḃeje pagrįsti patogu pradėti nuo tokio fak-

to:

2.24 lema.Jei (qn) ∈ C ir [(qn)]R 6= 0, tai galioja tik viena iš dviejų alternatyvų:

4Augustin Louis Cauchy – Augustinas Koši (1789–1857), pranc ūzų matematikas.
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(a) egzistuoja toksN ∈ N, kadqn > 0 visiemsn > N ;

(b) egzistuoja toksN ∈ N, kadqn < 0 visiemsn > N .

Įrodymas.Kadangi abi alternatyvos yra galimos ir skirtingos, pakanka parodyti, kad
kitų alternatyvų ṅera. Tarkime, kad(a) ir (b) teiginiai ṅera teisingi. Tada kiekvienam
N ∈ N egzistuoja tokie nat ūralieji skaičiai i > N ir j > N , kad qi ≤ 0 ir qj ≥ 0.
Parodysime, kad tadaqn → 0. Tegulω ∈ Q ir ω > 0. Kadangi(qn) ∈ C, tai galime
rasti tokį N(ω) ∈ N, kad |qn − qm| < ω visiemsn, m > N(ω). Tegulk > N(ω).
Remiantis racionaliųjų skaičių trichotomija galioja arbaqk > 0, arbaqk ≤ 0. Pirmu
atveju galime rasti tokįi > N(ω), kadqi ≤ 0 ir

|qk| = qk ≤ qk − qi = |qk − qi| < ω.

Antru atveju galime rasti tokįj > N(ω), kadqj ≥ 0 ir

|qk| = −qk ≤ qj − qk = |qj − qk| < ω.

Kadangik > N(ω) ir ω yra laisvai pasirinkti, taiqn → 0. Taigi [(qn)]R = 0. Ši prieštara
įrodo lemą.

TegulC0 yra į nulį konverguojaňcių racionaliųjų skaǐcių Cauchysekų aiḃe, t. y. aiḃe
visų tųC elementų, kurie yraR-ekvivalent ūs nulių sekai. TegulC+ ir C− yra aiḃes tų
C \ C0 elementų, kuriems atitinkamai galioja2.24 lemos(a) ir (b) teiginiai. Tvarka
realiųjų skaǐcių aiḃeje įvedama tokiu b ūdu:

2.25 apibrėžtis. Tarkime, kadt ∈ R. Sakysime, kadt yra teigiamas,arbat > 0, jei
egzistuoja tokia racionaliųjų skaičių Cauchyseka(qn) ∈ C+, kad t = [(qn)]R. Bet
kuriems dviems realiesiemst ir s sakysime, kads yramažesnis užt, arbas < t, jei t− s
yra teigiamas.

Šis apibṙežimas yra korektiškas (2.1.13pratimas). Remiantis2.24lema,C yra sąjun-
ga nesikertaňcių aibiųC+, C0 ir C−. Toḋel binarusis sąryšis< realiųjų skaǐcių aiḃeje
R turi trichotomijos savybę. Be to, šiam sąryšiui nesunkiai patikrinama tranzityvumo
savyḃe. Taigi strukt ūra(R, <) yra tiesiṅe tvarka.

Kaip ir racionaliųjų skaǐcių atveju, pasitelkus trichotomijos savybę, realiojo skaiči-
aust ∈ R moduliuvadinamas skaičius:

|t| :=
{ −t, jei −t yra teigiamas,

t, priešingu atveju.
(2.15)

Realiųjų skaǐcių modulis turi tas pǎcias savybes, kaip ir racionaliųjų skaičių modulis
(2.22teiginys).

Greta tiesiṅes tvarkos, realiųjų skaičių aiḃeje turime ir tiesinę pustvarkę, apibrėžiamą
binariuoju sąryšiu: bet kuriemss, t ∈ R

s ≤ t tada ir tik tada, kai s < t arba s = t. (2.16)
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Šis binarusis sąryšis nebeturi trichotomijos savybės, tǎciau yra pilnas, tranzityvus ir an-
tisimetriškas (žr.2.17apibṙežimą), t. y.(R,≤) strukt ūra yra tiesiṅe pustvark̇e.

Parodysime, kad racionaliųjų skaičių aiḃe yra tiršta realiųjų skaičių aiḃeje tokia
prasme:

2.26 lema.Bet kuriamt ∈ R ir teigiamamω ∈ Q egzistuoja toksq ∈ Q, kad|t−q| < ω.

Įrodymas.Pagal2.23apibṙežimą,t = [(qn)]R ir (qn) yra racionaliųjų skaǐcių Cauchy
seka. Toḋel egzistuoja toksN ∈ N, kad visiems nat ūraliesiemsm,n > N yra |qm −
qn| < ω. Tegulk ∈ N, k > N ir q := [(qk, qk, . . . )]R. Tada|t− q| = |[(qn − qk)]|R <
ω.

Realiųjų skaǐcių seka, realiųjų skaičių Cauchyseka ir realiųjų skaičių sekos konver-
gavimas apibṙežiami lygiai taip pat, kaip ir racionaliųjų skaičių atveju.

2.27 teorema.Kiekviena realiųjų skaičiųCauchyseka konverguoja.

Įrodymas.Tegul(tn) yra realiųjų skaǐcių Cauchyseka. Remiantis2.26lema, kiekvien-
amn ∈ N, egzistuoja toks racionalusisqn, kad|tn − qn| < 1/n. Parodysime, kad(qn)
yra racionaliųjų skaǐcių Cauchyseka. Tegulω ∈ Q ir ω > 0. Remiantis Archimedo
savybe nat ūraliesiems skaičiams (2.15 teorema) egzistuoja toksN ∈ N, kad 1/N <
ω/3. Kadangi(tn) yra Cauchyseka, egzistuoja toksM ∈ N, kad su visaisn,m > M ,
|tn − tm| < ω/3. Tada visiemsn,m > max{N, M}, naudodamiesi modulio subadi-
tyvumu, gauname

|qn − qm| ≤ |qn − tn|+ |tn − tm|+ |tm − qm| < ω/3 + ω/3 + ω/3 = ω,

t. y. racionaliųjų skaǐcių seka(qn) yra Cauchyseka. Tegult := [(qn)]R ∈ R. Kiekvien-
amn ∈ N tegul q̃n := [(qn, qn, . . . )]R ∈ R. Tadaq̃n → t ir |tn − q̃n| < 1/n. Iš čia
gauname, kadtn → t; tai ir reikėjo įrodyti.

Taigi racionaliųjų skaǐcių aibę papilḋeme taip, kad naujoje, realiųjų skaičių aiḃeje,
konverguoja ne tik racionaliųjų skaičių Cauchysekos, bet ir realiųjų skaičių Cauchy
sekos. Aiḃe, kurioje apibṙežtosCauchysekos ir konvergavimo sąvokos, vadinamapilna,
jei šioje aiḃeje konverguoja kiekvienaCauchyseka. Taigi realiųjų skaičių aiḃe yra pilna.

Mažiausio viršutinio r ėžio savyḃe Naudodamiesi realiųjų skaičių aiḃes pilnumu toli-
au įrodysime jos kitą svarbią savybę.

2.28 apibrėžtis. Tarkime, kadA yra netuš̌cia realiųjų skaǐcių aiḃe. Jei egzistuoja toks
realusis skaǐciusR, kadx ≤ R kiekvienamx ∈ A, tai sakoma, kad aiḃe A yra aprėžta
ir viršaus, o R yra aiḃesA viršutinis rėžis.Apatinius ṙežius apibṙežiame analogiškai.
Jei aiḃe yra apṙežta iš viršaus ir iš apačios, tai ji vadinamaaprėžta.

Toliau formuluojama svarbiausia sąvoka:
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2.29 apibrėžtis. Tarkime, kad netuš̌cia realiųjų skaǐcių aiḃe A yra apṙežta iš viršaus.
Skaǐcius M = MV RA vadinamas aiḃesA mažiausiu viršutiniu rėžiu,jei (a) M yra
aibėsA viršutinis ṙežis ir(b) jei x < M , tai x nėra aiḃesA viršutinis ṙežis.

Jei mažiausias viršutinis rėžis egzistuoja, tai atsižvelgiant į(b) savybę toks skaičius
yra vienintelis. Didžiausias apatinis rėžis apibṙežiamas analogiškai.

Toliau formuluojama realiųjų skaičių aiḃes savyḃe vadinamamažiausio viršutinio
rėžio savybe. Dažniausiai ši savyḃe formuluojama prieš pilnumo savybės įrodymą, ir
tada ji vadinama aksioma.

2.30 teorema.Jei netuščia realiųjų skaičių aibė yra aprėžta, tai egzistuoja jos mažiau-
sias viršutinis rėžis.

Įrodymas.TegulA ⊂ R yra netuš̌cia apṙežta aiḃe ir tegulR yra aiḃesA viršutinis ṙežis.
Tegula ∈ A. Jeia = R, tai MV RA = a, ir įrodymas baigtas. Tarkime, kada < R.

Sukonstruosime dvi realiųjų skaičių sekas(xn) ir (yn), kurios konverguos įMV RA.
Tegul x0 := a ir y0 := R. Tarkime, kadxn ir yn jau apibṙežti, ir tegul mn :=
(xn + yn)/2. Jeimn yra aiḃesA viršutinis ṙežis, tegulyn+1 := mn ir xn+1 := xn.
Jei mn nėra aiḃes A viršutinis ṙežis, tegulyn+1 := yn ir xn+1 := mn. Remiantis
rekursijos teorema (2.16 teorema), egzistuoja dvi realiųjų skaičių sekos(xn) ir (yn).
Remiantis indukcija gaunama, kad(xn) yra nemaž̇ejanti (xn ≤ xn+1), o (yn) yra ne-
didėjanti (yn+1 ≤ yn). Tokios sekos vadinamos monotoninėmis. Kitą pagalbinį teiginį
si ūlome įrodyti skaitytojui:

2.31 lema.Kiekviena monotoninė ir aprėžta realiųjų skaičių seka yraCauchyseka.

Remiantis šiuo teiginiu,(xn) ir (yn) sekos yraCauchysekos. Kadangi realiųjų
skaǐcių aiḃe yra pilna (2.27 teorema), tai seka(yn) konverguoja. Teguly yra jos riba.
Parodysime, kadxn → y, kai n →∞. Pagal(xn) ir (yn) sekų apibṙežimą, kiekvienam
n ≥ 1,

yn+1 − xn+1 = (yn − xn)/2 = · · · = (M − a)2−n.

Remiantis Archimedo savybe, dešinioji pusė konverguoja į0, kai n →∞. Taigi galioja
xn → y, kai n →∞.

Galiausiai parodysime, kady = MV RA. Kadangi kiekvienamn ∈ N yn yra A
aibės viršutinis ṙežis pagal sekos(yn) apibṙežimą, gauname, kad ribay taip pat yra aiḃes
A viršutinis ṙežis (koḋel?). Tarkime, kad egzistuoja toksA aibės viršutinis ṙežisR, kad
R < y. Pagal sekos(xn) apibṙežimą, su kievienun, egzistuoja toksx ∈ A, kadxn ≤ x.
Kadangixn → y, gaunameR < xn < y pakankamai dideliamn. Ši prieštara įrodo, kad
y yraA aibės mažiausias viršutinis rėžis; tai ir reik̇ejo įrodyti.

Kaip ką tik įroḋeme, kad mažiausias viršutinis rėžis egzistuoja visada, kai aibė yra
netuš̌cia ir apṙežta. Tǎciau patogu praplėsti šio skaǐciaus apibṙežimą bet kurioms aiḃems.
Šiuo ir kitais tikslais naudojamas realiųjų skaičių aiḃesR plėtinys dviem simboliais:
plius begalybė, žymima+∞, ir minus begalybė, žymima−∞. Šie du elementai yra



58 2 Skyrius. Matematika I

suderinti suR aibės aritmetine ir tvarkos strukt ūromis tokiu b ūdu: kiekvienam realiajam
skaǐciui x,

−∞ < +∞, −∞ < x < +∞,

(±∞) + (±∞) = x + (±∞) = (±∞) + x = ±∞,

x

±∞ = 0, x(±∞) = (±∞)x =
{ ±∞ jei x > 0,
∓∞ jei x < 0,

(±∞)(±∞) = +∞, (±∞)(∓∞) = −∞.

Kitos galimos operacijos su begalybėmis yra paliktos neapibrėžtos. Taigi bet kurios
realiųjų skaǐcių aiḃesA supremumą, apibṙešime taip:

supA :=





−∞, jei A = ∅,
MV RA, jei A yra netuš̌cia ir apṙežta,

+∞, jei A yra netuš̌cia ir neapṙežta.
(2.17)

JeiMV RA ∈ A, tai šį faktą žymimemaxA = MV RA = supA. Jei aiḃe A baigtiṅe,
tai visada jos supremumas yra vienas iš aibės elementų.

Pratimai

1. Įrodyti (2.2).

2. Įrodyti, kad2 + 2 = 4.

3. Įrodyti, kad kiekvienas nelygus nuliui nat ūralusis skaičius yra kito nat ūraliojo
skaǐciaus tęsinys.

4. Įrodyti, jog visiemsk, n,m ∈ N, jei k < n ir n < m, tai k < m.

5. Baigti2.16teoremos įrodymą.

6. Bet kuriems(k, n), (p, q) ∈ N×N sakysime, kad(k, n) ∼ (p, q), jei k+q = n+p.
Įrodyti, kad∼ yra ekvivalentumo binarusis sąryšis aibėjeN× N.

7. Tegul∼ yra 6 pratime apibṙežtas binarusis sąryšis aibėje N × N. Įrodyti: jei
(k, n) ∼ (k′, n′) ir (p, q) ∼ (p′, q′), tai (k + p, n + q) ∼ (k′ + p′, n′ + q′).

8. Tegul∼ yra 6 pratime apibṙežtas binarusis sąryšis aibėjeN × N. Įrodyti (2.12)
korektiškumą: jei(k, n) ∼ (k′, n′) ir (p, q) ∼ (p′, q′), tai k + q ∈ n + p tada ir tik
tada, kaik′ + q′ ∈ n′ + p′.

9. Bet kuriems(k, n), (p, q) ∈ Z × Z+ sakysime, kad(k, n) ∼ (p, q), jei kq = np.
Įrodyti, kad∼ yra ekvivalentumo binarusis sąryšis aibėjeZ× Z+.
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10. Tegul∼ yra 9 pratime apibṙežtas binarusis sąryšis aibėje Z × Z+. Įrodyti: jei
(a, b) ∼ (a′, b′) ir (c, d) ∼ (c′, d′), tai (ad + cb, bd) ∼ (a′d′ + c′b′, b′d′).

11. Tegul∼ yra 9 pratime apibṙežtas binarusis sąryšis aibėjeZ × Z+. Įrodyti (2.13)
korektiškumą: jei(a, b) ∼ (a′, b′), (c, d) ∼ (c′, d′) ir b, b′, d, d′ yra teigiami, tai
ad < cb tada ir tik tada, kaia′d′ < c′b′.

12. Įrodyti2.22teiginį.

13. Ką reiškia, kad (2.14) operacijų ir2.25 apibṙežimas yra korektiški? Įrodyti jų
korektiškumą.

14. Įrodyti2.31lemą.

2.2 Atitiktis ir funkcija

Kaip jau buvo miṅeta, šiame skyrelyje supažindiname su daugiareikšmės funkcijos, vad-
inamos atitiktimi, samprata. Ja nuolat naudojamasi toliau kalbant apie bendrąją pusi-
ausvyrą.

Atitiktis TegulX ir Y yra aiḃes, oX×Y yra jų Dekarto sandauga. Bet kuris netuščias
X × Y poaibisf vadinamasatitiktimi iš X į Y . Pasteḃesime, kad atvejuX = Y
atitiktimi vadinamas tiesiog netuščias binarusis sąryšis.

Atitikties f ⊂ X × Y apibrėžimo sritisyra netuš̌cia aiḃe

A(f) := {x ∈ X : ∃ y ∈ Y, (x, y) ∈ f},
o joskitimo sritisyra netuš̌cia aiḃe

R(f) := {y ∈ Y : ∃x ∈ X, (x, y) ∈ f}.
Kiekvienam poaibiuiA ⊂ A(f) aibė

f [A] := {y ∈ Y : ∃x ∈ A, (x, y) ∈ f} (2.18)

yra vadinama aiḃes A vaizduf atitikties atžvilgiu. Nesunku suvokti, kadR(f) =
f [A(f)]. Apibrėždami vaizdą, naudojame laužtinius skliaustus[ ] vietoje lenktinių skli-
austų( ) todėl, kad poaibisA gali ir neb ūtiX aibės elementu. JeiA = {x}, x ∈ X,
tai šios vieno elemento aibės vaizdasf atžvilgiu žymimasf [x] := f [{x}]. Kiekvienam
atitikties apibṙežimo srities elementui priskiriama aibė, ir tai žymima taip:

f : x 7→ f [x] ⊂ Y, x ∈ A(f). (2.19)

Neretai vaizdumo sumetimais atitiktis apibrėžiama, kaip „taisykl̇e“, kuri vienos aiḃes
elementams priskiria kitos aibės poaibius. Tokiu atveju aibė

f =
{
(x, y) ∈ X × Y : x ∈ A(f), y ∈ f [x]

}
,
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kuri m ūsų atveju yra tik kitas atitikties užrašas, vadinama atitikties grafiku. Naudojant
m ūsų ką tik įvestą vieno elemento aibės vaizdo žyṁejimą, aiḃesA ⊂ A(f) vaizdas
atitiktiesf atžvilgiu išreiškiamas ir taip:

f [A] =
{
y ∈ Y : ∃x ∈ A, y ∈ f [x]

}
=

⋃

x∈A

f [x].

Daugiau apie šiuos susitarimus rašoma tuoj po funkcijos apibrėžimo (toliau2.36 api-
brėžimas).

Atitiktis f ⊂ X × Y vadinamavienareikšme, jei bet kuriemsx ∈ X ir y1, y2 ∈ Y ,
iš (x, y1) ∈ f ir (x, y2) ∈ f išplaukiay1 = y2. Kitaip tariant, atitiktisf ⊂ X × Y yra
vienareikšṁe, jei kiekvienamx ∈ A(f) vaizdasf [x] turi vienintelį elementą. Atitiktis
f ⊂ X × Y vadinamainjekcija, jei bet kuriemsx1, x2 ∈ X ir y ∈ Y iš (x1, y) ∈ f ir
(x2, y) ∈ f gaunamex1 = x2. Nesunku patikrinti (2.2.2 pratimas), kad atitiktisf yra
injekcija tada ir tik tada, kai skirtingif apibṙežimo srities elementai turi nesikertančius
vaizdus. Pavyzdžiui, bet kuriam netuščiam poaibiuiU ⊂ X, aiḃe

1U := {(x, x) ∈ X ×X : x ∈ U}
yra atitiktis išX į X, kuri yra ir vienareikšṁe, ir injekcija.

Jeif yra atitiktis išX į Y , tai aiḃe

f−1 := {(y, x) ∈ Y ×X : (x, y) ∈ f} (2.20)

yra atitiktis išY į X, vadinamaatvirkštine atitiktimi. Naudinga atkreipti ḋemesį į tai,
kad atvirkštiṅe atitiktisf−1 yra visada apibṙežta, jei yra apibṙežta atitiktisf .

2.32 teiginys. Atitiktis f iš X į Y yra injekcija (vienareikšmė) tada ir tik tada, kai
atvirkštinė atitiktisf−1 iš Y į X yra vienareikšmė (injekcija).

Įrodymas.Bet kuriemsx1, x2 ∈ X ir y ∈ Y , remiantis (2.20) apibṙežimu,
{

(y, x1) ∈ f−1

(y, x2) ∈ f−1

}
⇐⇒

{
(x1, y) ∈ f
(x2, y) ∈ f

}
.

Taigi f yra injekcija tada ir tik tada, kai bet kuriemsx1, x2 ∈ X ir y ∈ Y , tada iš
(y, x1) ∈ f−1 ir (y, x2) ∈ f−1 gaunamex1 = x2, o tai yra tada ir tik tada, kaif−1 yra
vienareikšṁe atitiktis.

Įrodymas, kadf yra vienareikšṁe tada ir tik tada, kaif−1 yra injekcija – simetriškas.

2.33 teiginys.Su bet kuria atitiktimif ,A(f−1) = R(f) ir A(f) = R(f−1).

Įrodymas. Įrodysime tik pirmą lygybę, kadangi antros įrodymas panašus. Tegulf ⊂
X × Y . Tada, remiantis (2.20) apibṙežimu,

A(f−1) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X, (y, x) ∈ f−1}
= {y ∈ Y : ∃x ∈ X, (x, y) ∈ f} = R(f).

Tai ir reikėjo įrodyti.
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Tarkime, kadX, Y ir Z yra aiḃes. Jeif ⊂ X×Y ir g ⊂ Y ×Z yra atitiktys, o aiḃe

g◦f := {(x, z) ∈ X × Z : ∃ y ∈ Y, (x, y) ∈ f ir (y, z) ∈ g} (2.21)

yra netuš̌cia, tai ji yra atitiktis išX į Z, vadinamakompozicijos atitiktimi. Pavyzdžiui,
jei R(f) = A(g), tai aiḃeg◦f yra netuš̌cia, t. y. ji yra atitiktis.

Su bet kuria atitiktimif iš X į Y ir atitiktimi f−1 iš Y į X, kompozicijosf−1◦f ir
f◦f−1 yra visada apibṙežtos, remiantis2.33teiginiu. Be to,1A(f) ⊂ f−1◦f ir 1R(f) ⊂
f◦f−1. Nesunku pastebėti, jog lygybių gali ir neb ūti, jeif nėra injekcija arba ṅera
vienareikšṁe.

2.34 teiginys. Jei atitiktisf yra injekcija, taif−1◦f = 1A(f). Jei atitiktisf yra vien-
areikšmė, taif◦f−1 = 1R(f).

Įrodymas. Įrodysime tik pirmą teiginį, kadangi antro įrodymas panašus. Atsižvelgiant į
ankšciau miṅetas priežastis, pakanka įrodyti, kadf−1◦f ⊂ 1A(f). Tarkime, kadf yra
atitiktis iš X į Y . Jei (x, z) ∈ f−1◦f , tai egzistuoja toksy ∈ Y , kad (x, y) ∈ f ir
(y, z) ∈ f−1. Remiantis (2.20) apibṙežimu, gauname(x, y) ∈ f ir (z, y) ∈ f . Kadangi
f yra injekcija,x = z ∈ A(f), ir todėl (x, z) ∈ 1A(f). Tai ir reikėjo įrodyti.

2.35 teiginys.Tegulf ⊂ X × Y ir g ⊂ Y ×X yra tokios atitiktys, kadR(f) = A(g)
ir g◦f = 1A(f). Tadag = f−1.

Įrodymas.Tegul (y, z) ∈ g. KadangiA(g) = R(f), tai y ∈ R(f). Toḋel egzistuoja
toksx ∈ A(f), kad(x, y) ∈ f . Remiantis (2.21) apibṙežimu,(x, z) ∈ g◦f . Kadangi
g◦f = 1A(f), z = x ∈ A(f) ir todėl (z, y) ∈ f . Remiantis (2.20) apibṙežimu,(y, z) ∈
f−1.

Atvirkščiai, tegul(y, x) ∈ f−1. Remiantis (2.20) apibṙežimu,(x, y) ∈ f . Kadangi
R(f) = A(g), y ∈ A(g). Toḋel egzistuoja toksz ∈ X, kad(y, z) ∈ g. Remiantis (2.21)
apibṙežimu,(x, z) ∈ g◦f . Kadangig◦f = 1A(f), z = x ∈ A(f), ir todėl (y, x) ∈ g.
Taigi g = f−1.

Funkcija Funkcija yra vienas iš svarbiausių matematikos objektų. Neformalus funkci-
jos iš aiḃesX į aibęY apib ūdinimas sako, jog tai yra taisyklė, kuri kievienam aiḃesX
elementui priskiria lygiai vieną aiḃesY elementą. Šis apib ūdinimas nėra pakankamas,
kadangi jame naudojamas, paprastai neapibrėžiamas, žodis „taisyklė“. Toḋel matem-
atikoje įprasta funkciją apibrėžti kaip tam tikrą aibiųX ir Y Dekarto sandaugos poaibį,
t. y. kaip atitiktį išX į Y su papildomomis savybėmis.

2.36 apibrėžtis. Atitiktis f iš X į Y vadinamafunkcija, jei A(f) = X ir f yra vien-
areikšṁe. Funkcijąf iš X į Y žymėsimef : X → Y , o vienareikšmiškai poros
(x, y) ∈ f apibṙežiamą elementąy vadinsime argumentąx atitinkaňcia funkcijosf
reikšmeir žymėsimef(x).
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Taigi, funkcija f : X → Y , b ūdama atitiktimi, kiekvienamx ∈ X greta vaizdo
f [x] ⊂ Y turi reikšmęf(x) ∈ Y ir f [x] = {f(x)}5. Reikšṁef(x) apibṙežtatik f esant
funkcijai. Funkcijos reikšṁes priskyrimas argumento reikšmei, žymimas

f : x 7→ f(x) ∈ Y, x ∈ X = A(f),

(palygink su (2.19)), visiškai apib ūdina funkciją

f = {(x, f(x)) : x ∈ X} : X → Y.

Beje tuose vadov̇eliuose, kuriuose funkcija vadinama „taisykle“,f vadinamagrafiku.
Šios pastabos ypač svarbios4.3skyrelyje, kalbant apie atitikties ir funkcijos nejudamu-
osius taškus.

Tegul f : X → Y . JeiR(f) = Y , tai sakoma, kad funkcijaf yra siurjekcija.
Funkcija f : X → Y vadinamainjekcija, jei ji yra injekcija kaip atitiktis, t. y. bet
kuriemsx, y ∈ X iš f(x) = f(y) išplaukiax = y. Funkcija vadinamabijekcija,
jei ji yra injekcija ir siurjekcija.

Jeif : X → Y ir g : Y → Z yra funkcijos, tai egzistuoja kompozicijos atitiktisg◦f
iš X į Z, apibṙežta aibe (2.21). Be to, tai yra funkcija, kaip teigia teorema:

2.37 teorema.Jei f : X → Y ir g : Y → Z yra funkcijos, tai kompozicijos atitiktis
g◦f yra funkcijag◦f : X → Z su reikšmėmisg◦f(x) = g(f(x)), x ∈ X.

Įrodymas.Kompozicijos atitikties vienareikšmiškumui patikrinti, tarkime, kad(x, z1) ∈
g◦f ir (x, z2) ∈ g◦f . Pagal (2.21) apibṙežimą, egzistuoja tokiey1, y2 ∈ Y , kad
(x, y1) ∈ f , (x, y2) ∈ f , (y1, z1) ∈ g ir (y2, z2) ∈ g. Kadangif yra vienareikšṁe,
iš pirmų dviejų savybių gaunamey1 = y2. Tada, naudodamig vienareikšmiškumą ir
kitas dvi savybes, gauname, kadz1 = z2, t. y. g◦f yra vienareikšmiška atitiktis.

Tegul x ∈ X. KadangiA(f) = X, tai f(x) ∈ Y ir (x, f(x)) ∈ f . Kadangi
A(g) = Y , tai g(f(x)) ∈ Z ir (f(x), g(f(x)) ∈ g. Taigi kiekvienamx ∈ X, yra
(x, g(f(x)) ∈ g◦f ; tai ir reikėjo įrodyti.

Remiantis pastarąja teorema, funkcijųf : X → Y ir g : Y → Z kompozicijos
atitiktis visada yra funkcijag◦f : X → Z, toliau vadinama kompozicijos funkcija, arba
tiesiogkompozicija.

Kaip maṫeme, atvirkštiṅe atitiktis apibṙežta kiekvienai atitiǩciai. Tǎciau taip ṅera
funkcijoms, kaip rodo toks pavyzdys. Tarkime, kad funkcijaf : R → R+ apibṙežta
reikšṁemisf(x) = x2, x ∈ R, t. y. f = {(x, x2) ∈ R × R+ : x ∈ R}. Šios funkci-
jos atvirkštiṅe atitiktis yraf−1 = {(x2, x) ∈ R+ × R : x ∈ R}. Tǎciau f−1 nėra
vienareikšṁe. Pavyzdžiui,f−1[4] = {−2, 2}. Šiame pavyzdyjef nėra injekcija.

2.38 teorema.Tarkime, kadf : X → Y . Atitiktis f−1 yra funkcija tada ir tik tada, kai
f yra bijekcija.

5Neretai vaizdas atitikties atžvilgiu žymimas kaip ir funkcijos reikšmė teigiant, kad dviprasmiškumo
išvengiama atsižvelgiant į kontekstą, arba neskiriant aibės{y} nuo jos elementoy [13, 187 p.]
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Įrodymas.Remiantis2.36apibṙežimu, atitiktisf−1 ⊂ X × Y yra funkcija tada ir tik
tada, kaiA(f−1) = Y ir f−1 yra vienareikšṁe. Remiantis2.32ir 2.33teiginiais, taip
yra tada ir tik tada, kaiR(f) = Y ir f yra injekcija, kas reiškia, jogf yra bijekcija. Tai
ir reikėjo įrodyti.

2.39 apibrėžtis. Tarkime, kad funkcijaf : X → Y yra bijekcija. Tada funkcijaf−1

vadinamaatvirkštinefunkcijai f .

2.40 teorema.Tegulf : X → Y yra bijekcija ir g : Y → X. Tadag = f−1 tada ir tik
tada, kaig◦f = 1X .

Įrodymas.Kadangif yra injekcija irA(f) = X, tai remiantis2.34 teiginiu, jei g =
f−1, tai g◦f = 1X . Kadangi, be toR(f) = Y = A(g), tai remiantis2.35teiginiu, jei
g◦f = 1X , tai g = f−1.

Toliau formuluojamo fakto įrodymas paliekamas skaitytojui.

2.41 išvada.Tegulf : X → Y , g : Y → Z, o f−1 ir g−1 yra jų atvirkštinės funkcijos.
Tada kompozicijosg◦f : X → Z atvirkštinė funkcija yraf−1◦g−1 : Z → X.

2.42 teorema.Tarkime, kadf : X → Y ir g : Y → X. Teiginiai (a) ir (b) ekvivalen-
t ūs; čia

(a) f yra bijekcija ir g = f−1;

(b) f◦g = 1Y ir g◦f = 1X .

Įrodymas.Tarkime, kad galioja(a). Teguly ∈ Y . Kadangif yra siurjekcija, egzistuoja
toksx ∈ X, kady = f(x). Kadangig = f−1, tai g(y) = x. Tokiu b ūduf(g(y)) =
y bet kuriamy ∈ Y , t. y. 1Y ⊂ f◦g. Tegul (y1, y2) ∈ f◦g, t. y. egzistuoja toks
x ∈ X, kad g(y1) = x ir f(x) = y2. Kadangig = f−1, f(x) = y1. Remiantisf
vienareikšmiškumu,y1 = y2, t. y. f◦g ⊂ 1Y . Įrodėme, kadf◦g = 1Y , jei galioja(a).
Likusius teiginius si ūlome įrodyti skaitytojui.

Pratimai

1. Tegulf = {(0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3)}. Rastif◦f , f [1] ir f−1[3].

2. Atitiktis f iš X į Y yra injekcija tada ir tik tada, kai su bet kuriaisx1, x2 ∈ A(f),
jei x1 6= x2, tai f [x1] ∩ f [x2] = ∅.

3. Jeif yra atitiktis, tai(f−1)−1 = f .

4. Jei apibṙežta atitiǩcių f ir g kompozicijos atitiktisg◦f , tai apibṙežta kompozicijos
atitiktis f−1◦g−1 ir galioja lygyḃe (g◦f)−1 = f−1◦g−1.

5. Jei apibṙežta atitiǩcių f ir g kompozicijos atitiktisg◦f , taiA(g◦f) = f−1[A(g)].
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6. Tegulf ir g yra tokios funkcijos, kadA(f) = A(g) ir f(x) = g(x) visiemsx iš
bendros apibṙežimo srities. Įrodyti, kadf = g.

7. Jeif yra funkcija, taif−1[A] = {x ∈ A(f) : f(x) ∈ A}.

8. Tarkime, kad funkcijaf : X → Y yra bijekcija, og yra funkcija, apibṙežta
reikšṁemisg(B) := f [B] kiekvienai aibeiB ∈ P(X) (žr. 2.5aksiomą). Įrodyti,
kadg : P(X) → P(Y ) yra bijekcija.

9. Baigti2.42teoremos įrodymą.

2.3 Tiesiṅes erdv̇es ir funkcijos

Šiame skyrelyje primename kai kuriuos toliau naudojamus tiesinės algebros faktus.

Matricos ir determinantai Tarkime, kadm,n ∈ N+ = {1, 2, . . . }. Realiųjų skaǐcių
stǎciakamṗe lentel̇e

A := [aji] :=




a11 · · · a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 · · · amn


 ,

sudaryta išm eilučių ir n stulpelių, vadinamaeilėsm × n matrica. Realieji skaǐciai
aji vadinami matricosA elementais. Jeim = n, tai A vadinaman-toseilės kvadratine
matrica. Matrica, gauta išA, sukeitus jos eilutes su stulpeliais, vadinamatransponuotąja
matrica ir žymimaAt. MatricaA vadinamasimetrine, jei A = At, t. y. jei visiems jos
elementamsaji = aij .

Priminsime įprastas veiksmų su matricomis taisykles: bet kuriemsm,n, k ∈ N+,

1. dvi vienodos eil̇esm × n matricasA = [aji] ir B = [bji] vadinamelygiomis ir
rašomeA = B, jei aji = bji visiemsj, i;

2. dviejų eil̇esm×n matricųA = [aji] ir B = [bji] sumavadinama tokia eil̇esm×n
matricaC = [cji], žymimaC := A + B, kurios elementai yracji = aji + bji

visiemsj, i;

3. eilėsm × k matricosA = [aji] ir k × n matricosB = [bji] sandaugavadinama
tokia eil̇esm × n matricaC = [cji], žymimaC := AB, kurios elementai yra
cji = aj1b1i + aj2b2i + · · ·+ ajkbki visiemsj, i.

4. matricosA = [aji] ir realaus skaičiausλ sandaugayra tos pǎcios eil̇es matrica
C = [cji], žymimaC = λA, kurios elementai yracji = λaji visiemsj, i.

Visų eilėsm×n matricų aibę žyṁesimeMm×n. Galima įsitikinti, kadMm×n yra tiesiṅe
erdv̇e atžvilgiu matricų sumos ir matricos daugybos iš realiojo skaičiaus. Tai reiškia, kad
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matricų sumai galioja asociatyvumo savybė (A+B)+C = A+(B +C), komutatyvu-
mo savyḃe A + B = B + A, nulinės matricos egzistavimasA + 0 = A, priešingos
matricos egzistavimasA + (−A) = 0, sandaugos iš realiojo skaičiaus asociatyvumo
savyḃe (λµ)A = λ(µA) ir distributyvumo savyḃe (λ + µ)A = λA + µA.

Norėdami apibṙežti atvirkštinę matricą, priminsime, jogvienetinė matricayra bet
kuri kvadratiṅe n-tosios eil̇es matricaE = [eji], kurios elementaseji = 1, kai i = j ir
eji = 0, kai i 6= j. Tarkime, kadA = [aji] yra n-tosios eil̇es kvadratiṅe matrica.n-
tosios eil̇es kvadratinę matricąB vadinsime matricaiA atvirkštine matricair žymėsime
B := A−1, jei AB = BA = E.

Dar kartą, tegulA yra n-tosios eil̇es kvadratiṅe matrica. Iš kiekvienos eilutės ir
kiekvieno stulpelio imdami lygiai po vieną matricosA elementą, sudarykime sandaugą
a1k1a2k2 · · · ankn . Kitaip tariant, antrųjų indeksų sudarytas vektorius

σ ≡ (σ(1), . . . , σ(n)) := (k1, k2, . . . , kn)

yra gaunamas iš vektoriaus(1, 2, . . . , n) jo elementų perstatymo b ūdu ir vadinamaskei-
tiniu σ. Nesunku patikrinti, kad yran! skirtingų keitinių. Sakysime, kad du indeksai
σ(k) ir σ(l) sudaronetvarką, jei σ(k) < σ(l), kaik > l. TegulIσ yra keitinioσ padary-
tų netvarkų skaǐcius. Tadan-tos eil̇es kvadratiṅes matricosA determinantuvadinamas
skaǐcius

detA :=
∑

σ

(−1)Iσa1σ(1) · · · anσ(n),

kur sumuojama pagal visusn! skirtingus keitiniusσ. Kvadratiṅe matrica vadinama
neišsigimusia, jei jos determinantas nelygus nuliui.

2.43 teorema.Kvadratinė matricaA turi atvirkštinę matricąA−1 tada ir tik tada, kai
matricaA yra neišsigimusi.

Įrodymas.TegulA yra neišsigimusin-tos eil̇es kvadratiṅe matrica. Su kiekviena indek-
sų porai, j ∈ {1, . . . , n}, tegulAji yra matricos, gautos išA išbraukusj-tąją eilutę iri-
tąjį stulpelį, determinato ir(−1)i+j skaǐciaus sandauga. Tada matricaA−1 := [Aji]/|A|
yra atvirkštiṅe matricaiA.

Atvirkščiai, tarkime, kadn-tos eil̇es kvadratiṅe matricaA turi atvirkštinę matricą
A−1. Tada1 = |E| = |AA−1| = |A||A−1| ir |A| negali b ūti lygus nuliui.

Aritmetin ė tiesiṅe erdvė Rd Tegul d ∈ N+ = {1, 2, . . . }. (2.4) lygybe apibṙežta,
realiųjų skaǐcių aibiųR Dekarto sandauga yra

Rd :=
d︷ ︸︸ ︷

R× · · · × R = {(x1, . . . , xd) : xi ∈ R, i = 1, . . . , d}.
Realiųjų skaǐcių sutvarkytąjį rinkinįx := (x1, . . . , xd) ∈ Rd vadiname vektoriumi, o
skaǐciai x1, . . . , xd vadinami vektoriausx koordinaṫemis. Bet kuriemsn,m ∈ N Dekar-
to sandaugąRn × Rm tapatinsime su sandaugaRn+m, nedarydami skirtumo tarp sut-
varkytosios poros((x1, . . . , xn), (y1, . . . , ym)) ir vektoriaus(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).
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Taigi jei A ⊂ Rn ir B ⊂ Rm, tai Dekarto sandaugąA × B laikysime aiḃesRn+m

poaibiu.
AibėsRd vektorių suma ir vektoriaus daugyba iš realiojo skaičiaus (skaliaro) api-

brėžiama taip: jeix = (x1, . . . , xd) ir y = (y1, . . . , yd) yra vektoriai, oλ yra realusis
skaǐcius, taix + y ir λx yra vektoriai

x + y := (x1 + y1, . . . , xd + yd) ir λx := (λx1, . . . , λxd).

AibėsRd su taip apibṙežtomis suma ir sandauga iš skaliaro yratiesinė erdvė. Tai reiškia,
kad vektorių sumai galioja asociatyvumo savybė(x+y)+z = x+(y+z), komutatyvumo
savyḃex+y = y+x, nulinio vektoriaus egzistavimasx+0 = x, atvirkštinio vektoriaus
egzistavimasx+(−x) = 0, sandaugos iš skaliaro asociatyvumo savybė(λµ)x = λ(µx)
ir distributyvumo savyḃe (λ + µ)x = λx + µx.

AibėRd su tiesiṅes erdv̇es strukt ūra vadinamad-matearitmetine tiesine erdve. Erd-
vėsRd elementai vadinami šios erdvės taškais, arba vektoriais. Tiesinėje algebroje erd-
vėsRd elementai rašomi dvejopai; vektoriai taip pat reiškiamid× 1 matrica:

x = (x1, . . . , xd) =




x1

. .
xd


 ∈ Rd. (2.22)

Kuri iš formų, vektorius ar matrica, yra naudojama, visada aišku iš konteksto. Verta
atkreipti ḋemesį į tai, kad1 × d matrica[x1 · · ·xd] yra transponuota matricaxt, taigi
nesutampa su vektoriumix.

Aritmetinės tiesiṅes erdv̇esRd poaibisV vadinamastiesiškai priklausomu, jei egzis-
tuoja toks baigtinis rinkinys{v1, . . . , vn} ⊂ V ir tokie real ūs skaičiai a1, . . . , an, ne visi
jų lyg ūs nuliui, kad

a1v1 + · · ·+ anvn = 0. (2.23)

Jei tokių skaǐcių a1, . . . , an nėra, tai vektoriaiv1, . . . , vn vadinamaitiesiškai neprik-
lausomais. Kitaip kalbant, vektoriaiv1, . . . , xv yra tiesiškai nepriklausomi, jei lygybė
(2.23) galioja tik tuo atveju, kaiai = 0 kiekvienami.

2.44 teiginys.Bet kurisn vektorių rinkinys aritmetinėje tiesinėje erdvėjeRd yra tiesiškai
priklausomas jein > d.

Įrodymas.Tarkime, kadv1 = (v11, . . . , v1d), . . . , vn = (vn1, . . . , vnd) yra n vek-
torių rinkinys ir n > d. Reikia rasti tokius realius skaičius a1, . . . , an, kad ne visi jų
lyg ūs nuliui ir galioja (2.23) lygybė. Šią lygybę perrašę vektorių koordinatėms, gau-
name lyǧcių sistemą

a1v11 + · · ·+ anvn1 = 0,

. . .

a1v1d + · · ·+ anvnd = 0,
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atžvilgiu nežinomųjųa1, . . . , an. Gavomed lygčių turinčių n nežinomųjų. Kadangi
d < n, sistema turi nenulinį sprendinįa1, . . . , an, kuriam galioja (2.23) lygybė. Teiginys
įrodytas.

ErdvėsRd poerdviuvadinamas bet kuris jos poaibis, tų pačių operacijų atžvilgiu
esantis tiesine erdve. ErdvėsRd vektoriųv1, . . . , vk tiesiniu dariniuvadinamas vektorius
λ1v1 + · · · + λkvk; čia λ1, . . . , λk yra realieji skaǐciai. Vektorių v1, . . . , vk tiesiniu
apvalkuvadinama visų tiesinių darinių aibė. Erdv̇esRd vektoriai

e1 := (1, 0, 0, . . . , 0, 0), e2 := (0, 1, 0, . . . , 0, 0), · · · , ed := (0, 0, 0, . . . , 0, 1)

vadinamistandartine baze, nes lygyḃex = (x1, x2, . . . , xd) = x1e1 +x2e2 + · · ·+xded

galioja bet kuriamx ∈ Rd. Kitaip tariant, aritmetiṅe tiesiṅe erdv̇eRd yra savo standart-
inės bażes tiesinis apvalkas. Be to, vektoriaie1, . . . , ed yra tiesiškai nepriklausomi.

Bet kuri funkcija veikianti tarpRd erdvių turi toliau apibṙežiamą vektorinę strukt ūrą.

2.45 apibrėžtis. Tarkime, kadX ⊂ Rn, f : X → Rm ir {e′j}m
j=1 yra standartiṅe baże

erdv̇ejeRm. Kiekvienamx ∈ X egzistuojam tokių realiųjų skaǐcių {fj(x)}m
j=1, kad

f(x) =
m∑

j=1

fj(x)e′j(x) ∈ Rm.

Kiekvienamj ∈ {1, . . . ,m} funkcija fj : X → R su reikšṁemisfj(x), x ∈ X, vadi-
namaf komponente.Jeiπ : Rd → Rd yra tapǎcioji funkcija, t. y.π(x) = x, x ∈ Rd, tai
kiekvienaπ komponenṫeπj , j ∈ {1, . . . , d}, vadinamaprojekcija.

Jei turimem funkcijų gj : X → R, j ∈ {1, . . . , m}, tai funkcijaf su reikšṁemis
f(x) := (g1(x), . . . , gm(x)) x ∈ X, veikia išX į Rm, o jos komponentės yrafj := gj .
Todėl funkcija vieninteliu b ūdu apibrėžiama savo komponentėmis. Kadangi funkcijos
f : X → Rm ir jos komponeňcių fj : X → R reikšṁems galioja lygyḃe f(x) =
(f1(x), . . . , fm(x)), x ∈ X, tai naudojamas funkcijos žyṁejimas

f = (f1, . . . , fm) : X → Rm.

Nesunku pasteḃeti, kad kiekvienamj ∈ {1, . . . ,m} galioja lygyḃefj = πj◦f .

Tiesinės funkcijos FunkcijaL iš Rn į Rm vadinamatiesinejei visiemsx, y ∈ Rn ir
λ, µ ∈ R galioja lygyḃe

L(λx + µy) = λL(x) + µL(y).

Visų tiesinių funkcijų išRn į Rm aibę žyṁesimeL(Rn,Rm). TegulL1, L2 ∈ L(Rn,Rm)
ir λ1, λ2 ∈ R. Lygybė

(λ1L1 + λ2L2)(x) := λ1L1(x) + λ2L2(x)
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kiekvienamx ∈ Rn, apibṙežia funkcijąλ1L1 + λ2L2 : Rn → Rm. Nesunku įstikinti,
kad λ1L1 + λ2L2 ∈ L(Rn,Rm). Be to, galima patikrinti, kadL(Rn,Rm) yra tiesiṅe
erdv̇e.

Kiekviena tiesiṅe funkcija tarp aritmetinių tiesinių erdviųRn yra išreiškiama matri-
ca vieninteliu b ūdu, jei naudojama tik standartinė baże. Tegul{ei}n

i=1 ir {e′j}m
j=1 yra

atitinkamai erdv̇esRn ir Rm standartiṅes bażes. Tada tiesiṅe funkcijaL : Rn → Rm

išreiškiama eil̇es m × n matrica [L] := [aji], kur L(ei) =
∑m

j=1 ajie
′
j kiekvienam

i ∈ {1, . . . , n}. TadaL(y) = [L]y bet kuriamy ∈ Rn, o [L] vadinsime tiesiṅes funkci-
josL matricine išraiška. Remiantis vektoriaus matricine forma (2.22), čia ir toliau eil̇es
m× n matricosA = [aji] ir vektoriausy = (y1, . . . , yn) sandauga yra

Ay =




a11 · · · a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 · · · amn







y1

. . .
yn


 =




a11y1 + · · ·+ a1nyn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1y1 + · · ·+ amnyn


 .

Galima įsitikinti, kad funkcija

L(Rn,Rm) 3 L 7→ [L] ∈ Mm×n (2.24)

yra tiesiṅe, o funkcija[ · ] := {(L, [L]) : L ∈ L(Rn,Rm)} yra bijekcija.
Bet kuri tiesiṅe bijekcija tarp tiesinių erdvių vadinamatiesiniu izomorfizmu, o tokios

erdv̇es vadinamostiesiškai izomorfiškos. Toḋel teisinga teorema:

2.46 teorema.Funkcija[ · ] yra erdviųL(Rn,Rm) ir Mm×n tiesinis izomorfizmas.

Tiesinio izomorfizmo prasme galima sutapatinti matricų erdvęMm×n su aritmetine
tiesine erdveRmn naudojant funkciją

Mm×n 3 A = [aji] 7→ c(A) := (a11, . . . , am1, a12, . . . , am2, . . . , amn) ∈ Rmn.

Gautų tiesinių bijekcijų kompozicija nustato tiesinį izomorfizmą:

L(Rn,Rm) 3 L 7→ c([L]) ∈ Rnm. (2.25)

Jein = 1 ir m ≥ 1, tai tiesiṅe funkcijaL : R→ Rm išreiškiamam× 1 matrica arba
vektoriumi

[L] =




a1

. . .
am


 = (a1, . . . , am) = L(1) ∈ Rm, (2.26)

remiantisRm erdv̇es elementų tapatinimu su atitinkamomis matricomis (2.22). Kadangi
tiesiṅe funkcijaL išR į Rm yra vektoriausL(1) daugyba iš erdv̇esR elemento (skaliaro),
tai L tapatinama su vektoriumiL(1) = [L].

Jei m = 1 ir n ≥ 1, tai tiesiṅe funkcijaL : Rn → R išreiškiama1 × m matrica,
kurios transponuota matrica yra vektorius:

[L] = [a1 · · · an] ir [L]t = (a1, . . . , an) ∈ Rn. (2.27)
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Funkcija tarpL(Rn,R) ir Rn, apibṙežta taisykleL 7→ [L]t, yra tiesiṅe bijekcija, t. y.
tiesinis izomorfizmas. Šią funkciją toliau naudojame apibrėžti gradiento ir Hesse’s ma-
tricas.

Sąryšis tarp tiesiṅes funkcijos ir ją išreiškiaňcios matricos yra suderintas su funkcijų
kompozicija tokia prasme:

2.47 teorema.Tarkime, kadL : Rn → Rm ir K : Rm → Rk yra tiesinės funkcijos,
o A = [L] ir B = [K] yra šių funkcijų matricinės išraiškos standartinių bazių atžvil-
giu. Tada kompozicijaK◦L yra tiesinė funkcija, ir jos matricinė išraiška yra matricų
sandaugaBA.

Šios teoremos įrodymas nėra suḋetingas ir paliekamas skaitytojui. Panašios teore-
mos, apie tiesiṅes funkcijos atvirktinę ir ją atitinkaňcią matricą, įrodymas taip pat si ūlo-
mas kaip pratimas skaitytojui.

2.48 teorema.Tarkime, kadL : Rn → Rn yra tiesinė funkcija ir[L] yra jos matricinė
išraiška standartinės bazės atžvilgiu. FunkcijaL yra bijekcija tada ir tik tada, kai matri-
ca [L] yra neišsigimusi. Jei bent vienas iš šių teiginių teisingas, tai atvirkštinė funkcija
L−1 yra tiesinė ir jos matricinė išraiška[L−1] = [L]−1.

2.49 apibrėžtis. Tarkime, kadA = [aji] ∈ Md×d ir Z ⊂ Rd. MatricaA ir ją atitinkanti
kvadratiṅe forma

qA(x) := xtAx =
d∑

i,j=1

aijxixj , x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd,

vadinami

(a) teigiamai apibrėžtomis(angl. positive definite) aiḃejeZ, jei qA(x) > 0 kiekvien-
amx ∈ Z \ {0};

(b) teigiamai pusapibrėžtomis(angl. positive semidefinite) aibėjeZ, jei qA(x) ≥ 0
kiekvienamx ∈ Z \ {0};

(c) neigiamai apibrėžtomis(angl. negative definite) aibėjeZ, jei qA(x) < 0 kiekvien-
amx ∈ Z \ {0};

(d) neigiamai pusapibrėžtomis(angl. negative semidefinite) aibėjeZ, jei qA(x) ≤ 0
kiekvienamx ∈ Z \ {0};

(e) neapibrėžtomis aibėjeZ, jei skaǐciai qA(x), x ∈ Z \{0}, gali įgyti tiek teigiamas,
tiek ir neigiamas reikšmes.

Kai nurodytos sąlygos išpildytos suZ = Rd, tai A ir qA vadinamos, atitinkamai, teigia-
mai apibṙežtomis, teigiamai pusapibrėžṫemis, neigiamai apibrėžtomis, neigiamai pusapi-
brėžṫemis, arba neapibrėžtomis.
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Pratimai

1. Tegulj ∈ {1, . . . , d} ir πj(x) := xj kiekvienamx = (x1, . . . , xd) ∈ Rd. Taip
apibṙežta funkcijaπj : Rd → R yra tiesiṅe (patikrinti) ir vadinamaprojekcija j-
tosios koordinaṫes kryptimi. Rasti jos matricinę išraišką[πj ].

2. Įrodyti 2.46teoremą.

3. Įrodyti 2.47teoremą.

4. Įrodyti 2.48teoremą.

2.4 Euklidinės erdv̇es

Tarkime, kadd ∈ N+ = {1, 2, . . . } ir Rd yra aritmetiṅe tiesiṅe erdv̇e, apibṙežta praeita-
me skyrelyje. Bet kuriai šios erdvės elementų poraix = (x1, . . . , xd) ir y = (y1, . . . , yd)
priskirsime skaǐcių

x·y := x1y1 + · · ·+ xdyd = xty;

čia dešiṅeje lygyḃes puṡeje naudojamaRd erdv̇es elementų išraiška vektoriais stulpeliais
(2.22) ir matricų daugyba. Šis priskyrimas(x, y) 7→ x·y apibṙežia funkciją išRd × Rd

į R, vadinamą standartineskaliarine daugybaerdv̇ejeRd. Nesunku patikrinti, kad bet
kuriemsx, y, z ∈ Rd ir λ, µ ∈ R, galioja savyḃes

x·x > 0, jei x 6= 0,

x·y = y·x, (2.28)

x·(λ y + µz) = λ(x·y) + µ(x·z).

Pastaroji savyḃe reiškia, kad fiksuotamx funkcijay 7→ x·y yra tiesiṅe. Tas pats galioja ir
funkcijai x 7→ x·y, kai fiksuotasy, remiantis antrąja, argumentų simetriškumo, savybe.
Kitaip tariant, skaliariṅe daugyba yra tiesiṅe pagal kiekvieną iš dviejų argumentų, kas
vadinamabitiesiškumu. Taigi skaliariṅe daugyba yra simetrinė ir bitiesiṅe funkcija.

2.50 apibrėžtis. Aritmetinė tiesiṅe erdv̇eRd su joje apibṙežta standartine skaliarine vek-
torių daugyba vadinamaeuklidine erdve.

Binarusis sąryšis> realiųjų skaǐcių aiḃeje yra tiesiṅe tvarka, t. y. bet kurie du realieji
skaǐciai yra palyginami, jiems galioja trichotomijos savybė bei tranzityvumas. Bet kurie
du realieji skaǐciai yra palyginami ir tiesiṅes pustvark̇es atveju, apibṙežiamos binariuoju
sąryšiu≤ (žr. (2.16)). Šiuos binariuosius sąryšius galima perkelti ir į euklidinę erdvę
tokiu b ūdu. Tegulx = (x1, . . . , xd) ir y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd. Sakysime, kadx > y
arbay < x, jei xi > yi kiekvienami = 1, . . . , d. Taip pat sakysime, kad

x ≥ y arbay ≤ x, jei xi ≥ yi kiekvienami = 1, . . . , d. (2.29)
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Atveju, kai d > 1, abu binarieji sąryšiai> ir ≥ nėra pilni, pavyzdžiui, vektoriaix =
(1, 0) ir y = (0, 1) nėra palyginami. Tǎciau šiais binariaisiais sąryšiais apibrėžiama
tvarka yra svarbi ir toliau naudojama. Jeix ∈ Rd ir x ≥ 0, tai sakome, kad vektoriusx
yraneneigiamas, o jei x > 0, tai sakome, kad vektoriusx yra teigiamas. Tokių vektorių
aibes atitinkamai žyṁesime

Rd
+ := {x ∈ Rd : x ≥ 0} ir Rd

++ := {x ∈ Rd : x > 0}.

Skaliariṅe daugyba euklidiṅeje erdv̇eje leidžia apibṙežti atstumą tarp vektorių. Bet
kuriamx = (x1, . . . , xd) ∈ Rd tegul

x 7→ |x| := √
x·x =

√
x2

1 + · · ·+ x2
d. (2.30)

Kai d = 1, |x| yra realiojo skaǐciausx modulis (žr. (2.15)). (2.30) reikšmių priskyrimas
apibṙežia funkciją| · | = {(x, |x|) : x ∈ Rd} : Rd → R su tokiomis savyḃemis:

(1) kiekvienamx ∈ Rd, |x| ≥ 0 (neneigiamumas);

(2) kiekvienamx ∈ Rd, |x| = 0 tada ir tik tada, kaix = 0 (teigiamas apibṙežtumas);

(3) visiemsx ∈ Rd ir λ ∈ R, |λx| = |λ||x| (homogeniškumas);

(4) visiemsx, y ∈ Rd, |x + y| ≤ |x|+ |y| (subadityvumas).

Nesunku patikrinti pirmą, antrą ir trečią savybes. Ketvirtoji gaunama naudojantis toliau
įrodomaCauchynelygybe6:

2.51 teiginys.Bet kuriemsx, y ∈ Rd, |x·y| ≤ |x|·|y|.

Įrodymas.Bet kuriamλ ∈ R

|λx + y|2 = (λx + y)·(λx + y) = λ2|x|2 + 2λ(x·y) + |y|2.

Šis kvadratinis trinarisλ atžvilgiu yra neneigiamas. Todėl jo diskriminantas (negriežtai)
neigiamas, t. y.(x·y)2 − |x|2|y|2 ≤ 0, kas ir įrodo norimą nelygybę.

Savyḃes(1), (2), (3) ir (4) reiškia, kad funkcija| · | yra normaerdv̇ejeRd. Toḋel
euklidinė erdv̇eRd yranormuotoji erdvė, o jos norma (2.30) vadinamaeuklidine norma.
Kaip ir bet kuri norma, euklidiṅe norma apibṙežia atstumą|x−y| tarp bet kurių vektorių
x, y ∈ Rd, vadinamą metrika. Tokiu b ūdu euklidinė erdv̇e greta tiesiṅes strukt ūros turi ir
metrinę strukt ūrą. Abi šios strukt ūros yra suderintos ta prasme, kad tiesinės operacijos
ir skaliariṅe daugyba yra tolydžios metrinės strukt ūros atžvilgiu (2.4.7 pratimas).

6Šią nelygybę Augustin Louis Cauchy įrodė 1821 m.
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Be to, skaliariṅe daugyba ir euklidiṅe norma naudojamos interpretuoti vektoriaus
x ∈ Rd ilgį , juo vadinant normą|x|, o kampąϕ tarp nenulinių vektoriųx, y ∈ Rd

apibṙežiant taip:

cosϕ :=
x·y
|x| |y| . (2.31)

Du vektoriai vadinamiortogonaliais, jei jų skaliariṅe sandauga lygi nuliui.
Tegulx ∈ Rd ir r > 0 yra realusis skaičius. Euklidiṅes erdv̇esRd atviruoju rutuliu

su centru taškex ir spinduliur vadinama aiḃe B(x, r) := {y ∈ Rd : |x − y|}. Tǎciau
ekonominiame kontekste dažniausiai kalbama ne apie visą euklidinę erdvę, bet apie jos
poaibį. TegulX yra bet kuris euklidiṅes erdv̇esRd poaibis irx ∈ X ir r > 0. Tokiu
atvejuatviruoju rutuliu aibėjeX vadinama aiḃeB(x, r)∩X = {y ∈ X : |x− y| < r}.
Pavyzdžiui, atviruoju rutuliu neneigiamųjų vektorių aibėjeRd

+ yra tokia aiḃe:

G := {x ∈ Rd : x ≥ 0 ir |x| < 1} = B(0, 1) ∩ Rd
+. (2.32)

Tiesinių funkcijų tarp euklidinių erdviųRn ir Rm aibėL(Rn,Rm) taip pat yra tiesiṅe
erdv̇e. Be to, remiantis (2.25), ji yra tiesiškai izomorfiška euklidinei erdveiRmn. Toliau
L(Rn,Rm) erdv̇eje naudosime euklidinę normą:

|L| := |c([L])| =
√ ∑

1≤i≤n

|Lei|2 =
√ ∑

1≤i≤n,1≤j≤m

a2
ji. (2.33)

RemdamiesiCauchynelygybe (2.51teiginys), gauname tokį tiesinės funkcijos reikšṁes
įvertį:

|L(x)| ≤ |L| |x|, visiemsx ∈ Rn. (2.34)

2.27teorema teigia, kad realiųjų skaičių aiḃe yra pilna. Ši savyḃe išlieka ir euklid-
inėje erdv̇eje. Sakysime, kad euklidinės erdv̇esRd elementų seka(xn) = (xn)n∈N =
(x0, x1, x2, . . . ) vadinamaCauchy seka, jei kiekvienamε > 0 egzistuoja toksN ∈ N,
kad|xn − xm| < ε, kai n > N ir m > N .

2.52 teorema.Kiekviena euklidinės erdvėsRd Cauchyseka konverguoja.

Įrodymas.Tegul (xn) yra Cauchyseka irxn = (xn1, . . . , xnd) ∈ Rd kiekvienamn.
Kadangi |xni − xmi| ≤ |xn − xm|, kai n,m ∈ N ir i ∈ {1, . . . , d}, tai (xni)n∈N
yra Cauchyseka kiekvienami. Remiantis2.27teorema, kiekvienami seka(xni) kon-
verguoja, t. y. egzistuoja toksyi ∈ R, kad |xni − yi| → 0, kai n → ∞. Tada
y := (y1, . . . , yd) ∈ Rd ir |xn − y| → 0, kai n → ∞, t. y. Cauchyseka(xn) kon-
verguoja; tai ir reik̇ejo įrodyti.

Atvirosios ir uždarosios aibės TegulX yra bet kuri euklidiṅes erdv̇esRd aibė. Aibės
X poaibisG vadinamasatviru aibėsX atžvilgiu, arbaatviru aibėjeX, jei kiekvienam
x ∈ G egzistuoja toks atvirasis rutulysBx su centrux, kadBx∩X ⊂ G. Aibė vadinama
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atvira, jei ji yra atvira euklidiṅes erdv̇es atžvilgiu. Taigi (2.4.2 pratimas) poaibisG ⊂ X
yra atviras aiḃesX atžvilgiu tada ir tik tada, kai egzistuoja tokia atviroji aibė G′, kad
G = G′ ∩ X. Pavyzdžiui, (2.32) aibė yra atvira atžvilgiu aiḃesRd

+, bet ṅera atvira
atžvilgiu aiḃesRd (kodėl?).

2.53 teiginys. Tarkime, kadX yra euklidinės erdvės aibė irOX yra atvirų X aibės
atžvilgiu poaibių klasė.

(a) Tuščioji aibė∅ ir X priklausoOX ;

(b) JeiA yra bet kokia aibė irGα ∈ OX kiekvienamα ∈ A, tai sąjunga∪α∈AGα ∈
OX ;

(c) Jei A yra baigtinė aibė irGα ∈ OX kiekvienamα ∈ A, tai sankirta∩α∈AGα ∈
OX .

Tegul X yra bet kuri euklidiṅes erdv̇esRd aibė ir A ⊂ X. AibėsA elementasx
vadinamasvidiniu X atžvilgiu tašku, jei egzistuoja toks atvirasX aibėje rutulysBx su
centru taškex, kadBx ⊂ A. Taigi A yra atvira aiḃejeX tada ir tik tada, kai kiekvienas
A elementas yra jos vidinisX atžvilgiu taškas.

TegulX yra bet kuri euklidiṅes erdv̇esRd aibė. AibėsX ⊆ Rd poaibisC vadinamas
uždaru aibėsX atžvilgiu, jei jo papildinysX \C = {x ∈ X : x 6∈ C} yra atviras aiḃeje
X.

2.54 teiginys. Tarkime, kadX yra euklidinės erdvės aibė irCX yra uždarųX aibės
atžvilgiu poaibių klasė.

(a) Tuščioji aibė∅ ir X priklausoCX ;

(b) Jei A yra bet kokia aibė irFα ∈ CX kiekvienamα ∈ A, tai sankirta∩α∈AFα ∈
CX ;

(c) JeiA yra baigtinė aibė irFα ∈ CX kiekvienamα ∈ A, tai sąjunga∪α∈AFα ∈ CX .

Tarkime, kadF yra euklidiṅes erdv̇esRd aibė. Vektoriusa ∈ Rd vadinamas aiḃes
F ribiniu tašku, jei kiekvienas atvirasis euklidinės erdv̇es rutulys su centru taškea turi
F aibės elementų, skirtingų nuoa. Kitaip tariant,F aibėje yra elementų kiek norint arti
vektoriausa.

2.55 teiginys.Tarkime, kadX yra euklidinės erdvės aibė irF ⊂ X. F uždaraX aibės
atžvilgiu tada ir tik tada, kaiF priklauso visi tie jos ribiniai taškai, kurie priklausoX.

Įrodymas.TegulF uždara aiḃejeX, a yra aiḃesF ribinis taškas ira ∈ X. TadaX \ F
yra atvirasisX poaibis ir kiekvienas rutulys su centrua turi aibėsF elementų. Remiantis
šiomis priežastimisa negali priklausytiX \ F , ir todėl a ∈ F .

Atvirkščiai, tegulF priklauso visi tie jos ribiniai taškai, kurie priklausoX. Jeia ∈
X\F , tai egzistuoja toks atvirasis rutulys su centrua, kuris neturi bendrų elementų suF .
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Atsižvelgianį į šią priežastįX \F yra atvirasX aibės atžvilgiu, ir toḋel F = X \(X \F )
yra uždarasX poaibis.

Iliustruodami pastarąjį teiginį pastebėsime, kad (2.32) lygybe apibṙežtos aiḃesG,
kuri yra atvira aiḃeje Rd

+, ribiniai taškai, priklausantysRd
+ \ G, sudaro aibę{x ∈

Rd : x ≥ 0 ir |x| = 1}.
2.56 apibrėžtis. TegulA yra euklidiṅes erdv̇es aiḃesX poaibis ir tegulA′ yra visi tieA
ribiniai taškai, kurie priklausoX. AibėA := A∪A′ vadinamaA aibėsuždariniu aibėje
X, o aiḃeA′ vadinamaA aibėskraštu.

Kitas teiginys formuluojamas naudojant aprėžtumo ir mažiausio viršutinio rėžio są-
vokas iš2.28ir 2.29apibṙežimų.

2.57 teiginys.Jei netuščioji realiųjų skaičių aibė yra uždara ir aprėžta iš viršaus, tai jai
priklauso jos mažiausias viršutinis rėžis.

Įrodymas.Tegul A ⊂ R yra netuš̌cia, uždara ir apṙežta iš viršaus. Remiantis realiųjų
skaǐcių aiḃes mažiausio viršutinio rėžio savybe (2.30teorema), egzistuoja skaičiusa :=
MV RA. Tarkime, kada 6∈ A. Remiantis2.29apibṙežimu, kiekvienamε > 0 egzistuoja
toksx ∈ A, kada− ε < x < a. Toḋel a yra ribinis taškas, nepriklausantis uždarai aibei
A. Ši prieštara įrodo teiginį.

Kompaktin ės aiḃes Tarkime, kadK yra euklidiṅes erdv̇es aiḃe. Šios erdv̇es aibių
šeima{Gi}i∈I yra aiḃesK denginys, jei K ⊂ ∪i∈IGi. Čia ir toliau indeksų aiḃe I gali
turėti neskaitų elementų kiekį. Jei denginį sudaro baigtinis aibių kiekis, tai jis vadinamas
baigtiniu denginiu. Aibė K vadinamakompaktine, jei iš bet kurio jos denginio atvirųjų
aibių šeima galima išrinkti baigtinį denginį.

Šiame aiḃes apibṙežime naudojome atviras (euklidinės erdv̇es atžvilgiu) aibes. Atve-
ju, kai K ⊂ X ⊂ Rd, galima kalḃeti apie aiḃesX atžvilgiu kompaktišką aibę. Tiksliau,
aibėK vadinamakompaktineX atžvilgiu, jei iš bet kurio jos denginio atvirųX atžvilgiu
aibių šeima galima išrinkti baigtinį denginį. Tačiau toks apibṙežimas yra ekvivalentus
ankstesniajam, o šio fakto įrodymas si ūlomas skaitytojui:

2.58 teiginys. Sakykime, kadK ⊂ X ⊂ Rd. AibėK yra kompaktinė tada ir tik tada,
kai ji yra kompaktinėX atžvilgiu.

Kompaktiṅes aiḃes pavyzdys yra realiųjų skaičių aiḃes uždaras intervalas[a, b] =
{x ∈ R : a ≤ x ≤ b}, −∞ < a < b < +∞. Faktas, kad ši aiḃe yra kompaktiṅe,
vadinamasHeine7– Borelio8 teorema. Šis faktas, taip pat ir tai, kad bet kuris uždara-
sis euklidiṅes erdv̇es rutulys yra kompaktiṅe aiḃe, lengvai išplaukia iš toliau įrodytos
2.60(c) teoremos. Pastebėsime, kad atviras intervalas(a, b) = {x ∈ R : a < x < b}

7Eduard Heine – Eduardas Heinė (1821–1881), vokiěcių matematikas.
8Émile Borel – Emilis Borelis (1871–1956), pranc ūzų matematikas.
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nėra kompaktiṅe aiḃe (koḋel?). Visa euklidiṅe erdv̇e taip pat ṅera kompaktiṅe aiḃe, nes
iš jos denginio atvirais ir be galo didėjaňcių spindulių rutuliais{B(0, n) : n ∈ N} neį-
manoma išrinkti baigtinio denginio.

Iš pradžių įrodysime vieną naudingą kompaktinės aiḃes apib ūdinimą. Sakoma, kad
aibių šeima turibaigtinės sankirtos savybę, jei bet kuri baigtiṅe tos šeimos narių sankirta
yra netuš̌cia.

2.59 teorema.Euklidinės erdvės aibė yra kompaktinė tada ir tik tada, kai bet kurios
uždarų jos poaibių šeimos, turinčios baigtinės sankirtos savybę, visų elementų sankirta
yra netuščia.

Įrodymas.Tarkime, kad aiḃeK yra kompaktiṅe ir {Fi}i∈I yra uždarų jos poaibių šeima,
turinti baigtiṅes sankirtos savybę. Jei visų jos elementų sankirta∩i∈IFi = ∅, tai papil-
dinių šeima{F c

i }i∈I , sudaryta iš atvirųjų aibių, yra aibėsK denginys. Kadangi aiḃe K
yra kompaktiṅe, egzistuoja jos baigtinis denginys{F c

i1
, . . . , F c

in
}. Nesunku pastebėti,

kad∩n
k=1Fik = ∅, prieštara, įrodanti, kad∩iFi 6= ∅.

Atvirkščiai, tarkime, kad{Gi}i∈I yra atvirųjų aibių šeima, dengiantiK, ir Fi := Gc
i

kiekvienami ∈ I. Jei iš{Gi}i∈I negalima išrinkti aiḃes K baigtinio denginio, tai
{Fi}i∈I yra uždarųjųK poaibių šeima, turinti baigtiṅes sankirtos savybę. Todėl pagal
prielaidą∩iFi 6= ∅, prieštara tam, kad{Gi}i∈I yra K denginys atviromis aiḃemis,
įrodanti, kad aiḃeK yra kompaktiṅe.

Kitos teoremos formulavimui naudojamos keletas naujų sąvokų. Euklidinės erdv̇es
aibė A vadinamaaprėžta, jei galima rasti tokį rutulįB su centru nulyje, kadA ⊂ B.
Realiųjų skaǐcių aiḃes atveju aiḃes apṙežtumas ekvivalentus tam, kad aibė yra apṙežta iš
viršaus ir iš apǎcios (2.28apibṙežimas). Jei(xn) yra euklidiṅes erdv̇es elementų seka ir
(nk) = (nk)k∈N, n0 < n1 < · · · < nk < · · · yra begaliṅe diḋejanti nat ūraliųjų skaičių
seka, tai seka(xnk

), sudaryta iš funkcijosk 7→ xnk
, k ∈ N, reikšmių, vadinamaposekiu,

ir sakoma, kad(xn) turi posekį(xnk
).

Dalis toliau įrodomos teoremos teiginių turi aiškią prasmę tik tuo atveju, kai na-
grinėjama aiḃe turi be galo daug skirtingų elementų. Tokiu atveju sakysime, kad aibė
yra begalinė. Jei aiḃe turi tik baigtinį elementų skaičių, tai ji visada yra kompaktiṅe
(kodėl?) ir šiuo aspektu neįdomi.

2.60 teorema.Toliau išvardyti teiginiai apie begalinę euklidinės erdvės aibęK yra ek-
vivalent ūs:

(a) K yra kompaktinė;

(b) kiekvienas aibėsK begalinis poaibis turi ribinį tašką, priklausantįK;

(c) kiekviena aibėsK elementų seka turi posekį, konverguojantį į aibėsK elementą;

(d) K yra aprėžta ir uždara.
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Įrodymas. (a) ⇒ (b): TegulF yra begalinis aiḃesK poaibis, neturintis ribinio taško,
priklausaňcio K. Tada aiḃe F yra uždara aiḃeje K remiantis2.55 teiginiu. Be to,
kiekvienamx ∈ F egzistuoja toks atviras rutulysBx su centru taškex, kuris neturi
bendrų taškų suF \ {x}. Tokiu b ūdu atvirų aibių šeima{Bx : x ∈ F} ∪ (K \ F ) yra
aibėsK denginys, kuris neturi baigtinio denginio. Ši prieštara įrodo(b).

(b) ⇒ (c): Tegul (xn) yra seka, kurios elementai priklauso aibeiK. Jei tarp visų
sekos elementų yra tik baigtinis skaičius skirtingų, tai bent vienas iš jų sekoje pasirodo
be galo dažnai. Tokiu atveju posekis sudarytas iš vieno elemento konverguoja į save patį,
t. y. (c) teiginys galioja šiuo atveju. Tarkime, kad(xn) seka turi be galo daug skirtingų
elementų. Tada ji turi ribinį taškąx ∈ K, o kiekvienai šio taško aplinkai, atviram rutuliui
su centrux, priklauso be galo daug skirtingų sekos elementų. Posekis, konverguojantis į
x, išrenkamas remiantis indukcija, ir tuo įrodomas(c).

(c) ⇒ (d): Tegulx yra aiḃesK ribinis taškas. Remiantis ribinio taško apibrėžimu,
sukonstruojamaK elementų seka, konverguojanti įx. Tadax ∈ K pagal prielaidą(c),
o K uždara remiantis2.55teiginiu, kuriameX yra euklidiṅe erdv̇e. JeiK nėra apṙežta,
tai kiekvienamn ∈ N galime rasti tokįxn ∈ K, kad |xn| > n. Tokiu b ūdu gautaK
elementų seka(xn) nekonverguoja, ir ši prieštara įrodoK apṙežtumą ir(d) teiginį.

Paskutiṅes teoremos dalies įrodymui naudosime tokį pagalbinį teiginį.

2.61 lema. Jei K yra euklidinės erdvės kompaktinė aibė irF yra uždaras jos poaibis,
tai F irgi yra kompaktinė aibė.

Įrodymas.Tegul atvirųjų aibių sistemaG yra aiḃesF denginys. PapildinysF c yra atvi-
roji aibė, toḋel G′ := G ∪ {F c} yra aiḃesK denginys atvirosiomis aiḃemis. KadangiK
yra kompaktiṅe aiḃe, egzistuoja jos baigtinis denginys, iš kurio išbraukę aibęF c, jei ji
ten liko, gauname aiḃesF baigtinį denginį; tai ir reik̇ejo įrodyti.

Toliau tęsdami2.60 teoremos įrodymą, parodysime, kad(d) ⇒ (a): TegulK yra
apṙežta ir uždara. Apṙežtumo ḋeka galima rasti tokį stǎciakampįA := [a, b] × · · · ×
[a, b] ⊂ Rd, kadK ⊂ A. Remiantis lema, pakanka parodyti, kadA yra kompaktiṅe
aibė. Tarkime, kad taip ṅera. Tada egzistuoja toksA denginys atvirųjų aibių šeimaU ,
kuris neturi baigtinio denginio. StačiakampįA padalijame į2n mažesnių stǎciakampių.
Tarp jų turi egzistuoti bent vienas toks, kurio negalima padengti baigtiniuU denginio
elementų skaičiumi. Pažyṁekime tą stǎciakampįA1 ir tęskime toliau tą pǎcią dalijimo
ir išrinkimo į mažesnius stǎciakampius proced ūrą. Gausime seką įdėtų stǎciakampių
A1 ⊃ A2 ⊃ . . . , kurių kraštinių ilgiai arṫeja į nulį ir nei vienas iš jų nepadengiamas
baigtiniuU denginio elementų skaičiumi.

Parodysime, kad sankirta∩n≥1An yra aiḃe, sudaryta lygiai iš vieno vektoriaus.
Iš kiekvieno stǎciakampio paimkime po vieną vektorių. Gausime vektorių seką(xn).
Kadangi stǎciakampiai vienas į kitą įḋeti ir jų kraštinių ilgiai arṫeja į nulį, nesunku įsi-
tikinti, kad (xn) yra Cauchyseka. Kadangi euklidiṅe erdv̇e yra pilna (2.52 teorema),
seka(xn) konverguoja. Tarkime, kad ta riba yra vektoriusx. Tadax ∈ ∩n≥1An. Iš
tikro, bet kuriamn ≥ 1, x yra stǎciakampioAn ribinis taškas, oAn yra uždara aiḃe.
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Todėl x ∈ An. Kadangi stǎciakampių kraštinių ilgiai arṫeja į nulį, nesunku įsitikinti, kad
stǎciakampų sankirta negali turėti dviejų skirtingų elementų, t. y.{x} = ∩n≥1An.

Įrodymo pabaigai pastebėkime, kad denginyjeU privalo egzistuoti bent viena tokia
atvira aiḃe U , kuriai priklausox. remiantisU atvirumu, jai turi priklausyti ir pakanka-
mai mažas stǎciakampisAn, o tai prieštarauja tam, kad jos negalima padengti baigtiniu
denginiu. Toḋel prielaida, kadA nėra kompaktiṅe aiḃe ṅera teisinga, kas įrodo(a) teig-
inį.

Pastarosios teoremos(b) savyḃe galioja, jeiK yra kompaktiṅe aiḃe. Tǎciau šios
savyḃes pirmoji dalis galioja ir šiek tiek bendresniu atveju, kuris vadinamasBolzano9–
Weierstrasso10 savybe.

2.62 išvada.Bet kuri aprėžta ir begalinė euklidinės erdvės aibė turi ribinį tašką.

Įrodymas.TegulA yra apṙežta ir begaliṅe euklidiṅes erdv̇es aiḃe. remiantis apṙežtumu,
egzistuoja toks uždaras rutulysB su centru nulyje, kadA ⊂ B. Remiantis2.60(d)
teorema,B yra kompaktiṅe aiḃe, toḋel, remiantis tos pǎcios teorems(b) teiginiu, aiḃeA
turi ribinį tašką. Tai ir reik̇ejo įrodyti.

Funkcijos tolydumas TegulX yra bet kuriRn erdv̇es aiḃe,Y yra bet kuriRm erdv̇es
aibė ir f : X → Y yra funkcija. Funkcijaf vadinamatolydžia taškex0 ∈ X, jei
kiekvienamε > 0 egzistuoja toksδ > 0, kad |f(x) − f(x0)| < ε, kai tik x ∈ X ir
|x−x0| < δ. Funkcijaf vadinamatolydžia aibėjeX, jei ji yra tolydi kiekviename taške
x0 ∈ X. Atveju, kai X = Rn ir Y = Rm, funkcija f : Rn → Rm yra tolydi taške
x0 ∈ Rn, jei kiekvienamε > 0 egzistuoja toksδ > 0, kad rutulio vaizdasf [B(x0, δ)] ⊂
B(f(x0), ε).

Toliau įrodysime dažnai naudingą funkcijos tolydumo apib ūdinimą, naudodamiesi
atvirkštine atitiktimif−1, apibṙežta (2.20) lygybe, ir atitikties vaizdo sąvoka, apibrėžta
(2.18) lygybe. Priminsime (2.38teorema), jog atvirkštiṅe atitiktisf−1 yra funkcija tada
ir tik tada, kai funkcijaf yra bijekcija. Taigi toliau formuluojamoje teoremojef−1

neprivalo b ūti funkcija.

2.63 teiginys. TegulX ⊆ Rn, Y ⊆ Rm ir f : X → Y . Teiginiai (a), (b) ir (c) yra
ekvivalent ūs:

(a) f yra tolydi;

(b) kiekvienam atviram aibėjeY poaibiuiV aibėf−1[V ] yra atvira aibėjeX;

(c) kiekvienam uždaram aibėjeY poaibiuiC aibėf−1[C] yra uždara aibėjeX.

9Bernhard Bolzano – Bernardas Bolcano (1781–1848), matematikas.
10Karl Weierstraß – Karlas Vejerštrasas (1815–1897), vokiečių matematikas.
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Įrodymas. (a) ⇒ (b): Tegul aiḃeV yra atvira aiḃesY atžvilgiu ir u ∈ f−1[V ]. Kadangi
f−1[V ] ⊂ X, tai pakanka parodyti, kadu yra f−1[V ] aibės vidinis taškas. KadangiV
atvira aiḃejeY , tai egzistuoja toksε > 0, kadB(f(u), ε) ∩ Y ⊂ V . Kadangif tolydi ir

Uε := {x ∈ X : |f(x)− f(u)| < ε} = f−1[B(f(u), ε) ∩ Y ] ⊂ f−1[V ],

tai egzistuoja toksδ > 0, kadB(u, δ) ⊂ Uε. Taigi u yra f−1[V ] aibės vidinis taškas
ir galioja (b) teiginys. Atvirkš̌ciai, jei galioja(b), tai (a) teiginio įrodymas gaunamas
naudojantis atvirosios aibės apibṙežimu ir paliekamas skaitytojui.(b) ir (c) teiginių
ekvivalentumas įrodomas, naudojantis lygybe

X \ f−1[A] = f−1[Y \A],

galiojaňcia bet kuriai aibeiA ⊂ Y . Jos įrodymas ir panaudojimas taip pat paliekami
skaitytojui.

Toliau nagriṅejant tolydžiasias funkcijas tarp euklidinių erdvių, prisiminkime, kad
funkcijos vaizdas yra atitikties vaizdas, apibrėžtas (2.18) lygybe.

2.64 teorema.Kompaktinės aibės vaizdas tolydžios funkcijos atžvilgiu yra kompaktinė
aibė.

Įrodymas.TegulX ⊂ Rn yra kompaktiṅe aiḃe ir f : X → Rm yra tolydi. Parodysime,
kad vaizdasf [X] yra kompaktiṅe aiḃe. TegulT yra begalinis aiḃesf [X] poaibis. Ta-
da S := f−1[T ] yra begalinis aiḃesX poaibis. KadangiX yra kompaktiṅe aiḃe, tai
remiantis2.60 teoremaS turi ribinį taškąx, t. y. egzistuoja seka(xn), sudaryta išS
elementų ir konverguojanti į elementąx ∈ S. Remiantisf tolydumu (2.4.5 pratimas)
seka(f(xn)) yra sudaryta išT elementų ir konverguoja įf(x) ∈ T . Dar kartą remiantis
2.60teorema,f [X] yra kompaktiṅe aiḃe; tai ir reik̇ejo įrodyti.

Kaip išvadą iš pastarosios teoremos ir mažiausio viršutinio rėžio savyḃes gauname
svarbiąWeierstrasso teoremą: bet kuri tolydi su realiomis reikšṁemis funkcija apibṙež-
ta ant kompakto įgyja savo maksimalią ir minimalią reikšmes. Tiksliau, galioja toks
teiginys.

2.65 teorema.Tarkime, kadK ⊂ Rn yra netuščia kompaktinė aibė irf : K → R yra
tolydi funkcija. Tada egzistuoja tokiea, b ∈ K, kadf(a) ≤ f(x) ≤ f(b) su kievienu
x ∈ K.

Įrodymas.Remiantis2.64teorema, vaizdasf [K] yra kompaktiṅe realiųjų skaǐcių aiḃe.
Remiantis2.60teorema, ji yra netuš̌cia, uždara ir apṙežta aiḃe. Toḋel dėka2.57teiginio,
aibei f [K] priklauso jos mažiausias viršutinis rėžis, t. y. egzistuoja toksb ∈ K, kad
f(x) ≤ f(b) kiekvienamx ∈ K. Mažiausia reikšṁe įgyjama atsižvelgiant į didžiausio
apatinio ṙežio savybes ir naudojantis analogiškais argumentais; tai ir reikėjo įrodyti.
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Vėl tarkime, kadX ⊂ Rn ir f : X → Rm. Funkcijaf vadinamatolygiai tolydžiaX
aibėje, jei kiekvienamε > 0 egzistuoja toksδ > 0, kad|f(x)− f(y)| < ε, kai x, y ∈ X
ir |x− y| < δ.

2.66 teorema.Bet kuri tolydi kompaktinėje aibėje funkcija yra tolygiai tolydi.

Įrodymas.Tegul X ⊂ Rn yra kompaktiṅe aiḃe, f : X → Rm ir ε > 0. Kadangif
tolydi, tai kiekvienamu ∈ X egzistuoja toksδ(u) > 0, kad |f(x) − f(u)| < ε/2,
jei tik x ∈ B(u, δ(u)) ∩ X. Šeima{B(u, δ(u)/2) : u ∈ X} yra aiḃesX denginys
atviromis aiḃemis. KadangiX kompaktiṅe aiḃe, tai egzistuoja baigtinis skaičius vek-
torių u1, . . . , uk ∈ X ir rutulių B(ui, δ(ui)/2), i = 1, . . . , k, sąjunga dengiaX. Tegul
δ := (1/2)min{δ(u1), . . . , δ(uk)}. Nesunku įsitikinti, kad|f(x) − f(y)| < ε, jei tik
x, y ∈ X ir |x− y| < δ, t. y. f yra tolygiai tolydi aiḃejeX.

Pratimai

1. Tegula, b, c ∈ R ir bet kuriemsx = (x1, x2) ∈ R2, y = (y1, y2) ∈ R2 tegul

q(x, y) := ax1y1 + bx1y2 + bx2y1 + cx2y2.

Su kokiaisa, b, c ∈ R (2.28) savyḃes galioja funkcijaiq(·, ·) : R2 → R?

2. TegulX yra euklidiṅes erdv̇es aiḃe. Įrodyti, kad poaibisG ⊂ X yra atviras aiḃes
X atžvilgiu tada ir tik tada, kai egzistuoja tokia atvira aibėG′, kadG = G′ ∩X.

3. Įrodyti 2.53ir 2.54teiginius.

4. Įrodyti 2.58teiginį.

5. TegulX ⊂ Rn, x ∈ X ir g : X → Rm Įrodyti: g yra tolydi taškex tada ir tik tada,
kai limn→∞ g(xn) = g(x) su bet kuria seka(xn), konverguojaňcia į x. Nuoroda:
naudotis rinkimo aksioma (2.8aksioma).

6. Įrodyti, kad aiḃesA ⊂ X uždarinysA aibėje X (2.56apibṙežimas) yra uždara
aibė aiḃejeX. Be to, jeiA ⊂ B ⊂ X ir B yra uždara aiḃejeX, tai A ⊂ B.

7. Įrodyti, kad funkcijos(a), (b) ir (c) yra tolydžiosios:

(a) (x, y) 7→ x + y išRd × Rd į Rd;

(b) (λ, x) 7→ λx išR× Rd į Rd;

(c) (x, y) 7→ x · y išRd × Rd į R.

8. Baigti2.63teiginio įrodymą.

9. TegulX ⊂ Rn, Y ⊂ Rm ir f : X → Y . Įrodyti: f tolydi taškeu ∈ X tada
ir tik tada, kai kiekvienam atviram aibėsY poaibiui V , kuriam priklausof(u),
egzistuoja toks atviras aibėsX poaibisU , kadu ∈ U ir f [U ] ⊂ V .

10. Įrodyti, kad tolydžiųjų funkcijų kompozicija yra tolydi funkcija.
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2.5 Integravimas

Tarkime, kad[a, b], −∞ < a < b < +∞, yra realiųjų skaǐcių uždarasis intervalas,
kuriame apibṙežtos funkcijosϕ : [a, b] → Rd ir ψ : [a, b] → R. Sakoma, kad egzistuoja
funkcijosϕ Riemanno–Stieltjeso integralas atžvilgiu funkcijosψ

∫ b

a
ϕdψ ≡

∫ b

a
ϕ(t) dψ(t) := I ∈ Rd,

jei kiekvienamε > 0 galima rasti tokįδ > 0, kad nelygyḃe

∣∣∣I −
k∑

j=1

ϕ(sj)
[
ψ(tj)− ψ(tj−1)

]∣∣∣ < ε

galioja visiems tiems[a, b] skaidiniamsa = t0 < t1 < · · · < tk = b ir bet kuriemssj ∈
[tj−1, tj ], kuriemsmaxj [tj− tj−1] < δ. Pastarojoje nelygyḃeje sukeitę vietomisϕ suψ,
gauname realiosios funkcijosψ integralo atžvilgiu vektoriṅes funkcijosϕ apibṙežimą,
taip pat vadinamąRiemanno–Stieltjeso integralu∫ b

a ψ dϕ. Kai funkcijosϕ reikšṁes yra
erdv̇ejeL(Rn,Rm), integralai su reikšme toje erdvėje apibṙežiami taip pat.

2.67 teorema.Jei ϕ : [a, b] → Rd yra tolydi ir ψ : [a, b] → R yra monotoninė, tai
egzistuoja integralas∫ b

a ϕ dψ.

Įrodymas. Integralo egzistavimą įrodysime naudodamiesi euklidinės erdv̇esRd pilnu-
mu. Kiekvienamn ∈ N tegul

tni := min{a + i2−n, b}, i = 0, 1, . . . , in := db2ne;

čiadxe := min{k ∈ N : k ≥ x}, x ∈ R. Rinkinys{tni }in
i=0 yra intervalo[a, b] skaidinys.

Taip pat kiekvienamn ∈ N tegul

sn :=
in∑

i=1

ϕ(tni−1)
[
ψ(tni )− ψ(tni−1)

] ∈ Rd.

Kadangiϕ yra tolygiai tolydi intervale[a, b] (2.66teorema), tai duotamε > 0 egzistuoja
toksN ∈ N, kad

sup{|ϕ(s)− ϕ(t)| : t, s ∈ [a, b], |t− s| ≤ 2−N } < ε.

JeiN ≤ n < m < ∞, tai

|sn − sm| =
∣∣∣

in∑

i=1

∑

j : tmj ∈(tni−1,tni ]

[
ϕ(tni−1)− ϕ(tmj−1)

][
ψ(tmj )− ψ(tmj−1)

]∣∣∣

< ε|ψ(b)− ψ(a)|.
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Taigi {sn}n∈N ⊂ Rd yra Cauchyseka. Kadangi kiekviena euklidinės erdv̇esCauchy
seka konverguoja (2.52teorema), tai egzistuoja toks vektoriusI ∈ Rd, kad|I−sn| → 0,
kai n →∞.

Įrodysime, kadI = ∫ b
a ϕdψ. Tegulε > 0. Egzistuoja toksn ∈ N, kad|I − sn| < ε

ir |ϕ(s)− ϕ(t)| < ε, kai s, t ∈ [a, b] ir |t− s| < 2−n. Tegulδ := 2−n, {tj}k
j=0 yra toks

[a, b] skaidinys, kadmaxj [tj − tj−1] < δ ir tegul sj ∈ [tj−1, tj ] kiekvienamj. Tegul
{ul} yra toks[a, b] skaidinys, kurį sudaro visi skaidinių{tni }n

i=0 ir {tj}k
j=0 taškai. Tada

pridėję ir aṫemęsn bei
∑

l ϕ(ul−1)[ψ(ul)− ψ(ul−1)], gauname

∣∣∣I −
k∑

j=1

ϕ(sj)
[
ψ(tj)− ψ(tj−1)

]∣∣∣ ≤ ε

+
n∑

i=1

∑

l : ul∈(tni−1,tni ]

|ϕ(tni−1)− ϕ(ul−1)||ψ(ul)− ψ(ul−1)|

+
k∑

j=1

∑

l : ul∈(tj−1,tj ]

|ϕ(ul−1)− ϕ(sj)||ψ(ul)− ψ(ul−1)|

≤ ε + 2ε|ψ(b)− ψ(a)|.
Kadangiε > 0 yra laisvai pasirinktas, tai teorema įrodyta.

Toliau formuluojama savyḃe vadinamaintegravimo dalimis formule.

2.68 teiginys. Jei integralas∫ b
a ϕ dψ egzistuoja, tai egzistuoja integralas∫ b

a ψ dϕ ir
galioja lygybė ∫ b

a
ϕdψ +

∫ b

a
ψ dϕ = ϕ(b)ψ(b)− ϕ(a)ψ(a). (2.35)

Toliau formuluojama savyḃe vadinamakeitimo formule.

2.69 teiginys. ∫ b

a
ϕ(t) d

[ ∫ t

a
ψ(s) ds

]
=

∫ b

a
ϕ(t)ψ(t) dt. (2.36)

2.70 teiginys.Jei ϕ : [a, b] → Rd yra aprėžta,ψ : [a, b] → R yra monotoninė ir egzis-
tuoja integralas∫ b

a ϕdψ, tai
∣∣∣
∫ b

a
ϕdψ

∣∣∣ ≤ |ψ(b)− ψ(a)| sup
a≤t≤b

|ϕ(t)|. (2.37)

Įrodymas.Jei{tj}k
j=0 yra [a, b] skaidinys irsj ∈ [tj−1, tj ] kiekvienamj = 1, . . . , k, tai

∣∣∣
k∑

j=1

ϕ(sj)
[
ψ(tj)− ψ(tj−1)

]∣∣∣ ≤ |ψ(b)− ψ(a)| sup
a≤t≤b

|ϕ(t)|.

Kadangi integralas egzistuoja, tai galioja (2.37) nelygyḃe.
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2.6 Diferencijavimas

Išvestinės ir Jacobi’o matrica Tarkime, kad∆(y) ∈ Rm visiemsy ∈ U iš kurios
nors nulio aplinkosU ⊂ Rn, t. y. ∆: U → Rm yra funkcija. Žyṁejimas∆(y) = o(y),
kai y → 0, reiškia, kad

lim
y→0

|∆(y)|
|y| = 0.

Jei x ∈ U \ {0}, ∆(tx) = t∆(x) visiemst ∈ R ir ∆(y) = o(y), tai ∆(x) = 0. Ši
aplinkyḃe rodo, kad toliau si ūlomas išvestinės apibṙežimas yra korektiškas (2.6.1 prati-
mas).

2.71 apibrėžtis. TegulU ⊂ Rn yra atvira aiḃe ir f : U → Rm. Funkcijaf yra diferen-
cijuojama taškea ∈ U , jei egzistuoja tokia tiesiṅe funkcijaL : Rn → Rm, kad

∆f (x) := f(a + x)− f(a)− L(x) = o(x), kai x → 0. (2.38)

Vienintelę tiesinę funkcijąL, priklausaňcią tik nuoa, žymėsimeDf(a) := L ir vadin-
sime išvestine taškea. Sakysime, kadf yra diferencijuojama,jei ji yra diferencijuo-
jame kiekviename savo apibrėžimo aiḃes taške, šiuo atvejuU . Tuo atveju yra apibṙežta
funkcijaDf : U → L(Rn,Rm), vadinamaišvestinės funkcija.

Kai n = m = 1, tai Df(a) yra tiesiṅe funkcija veikianti išR į R. Nesunku patikrin-
ti, kad tokia funkcija yra daugyba iš skaičiaus. Pažyṁekime tą skaǐcių f ′(a). Tada
Df(a)(x) = f ′(a)x kiekvienamx ∈ R ir galioja sąryšis

f ′(a) = lim
x→a

[
f(a + x)− f(a)

]
/x. (2.39)

Tokį išvestiṅes žyṁejimą naudosime tik atvejun = m = 1. Bendru atveju, kain > 1
arbam > 1, tiesiṅe funkcija išreiškiama matrica, ir tai patikslinama kitame apibrėžime.

2.72 apibrėžtis. Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira aiḃe, o funkcijaf : U → Rm yra
diferencijuojama taškea ∈ U . Matrica, standartinių bazių atžvilgiu išreiškianti tiesinę
funkciją Df(a), vadinamafunkcijosf Jacobi’o11 matrica taškea (angl. Jacobian ma-
trix) ir žymimaJf(a) := [Df(a)].

Atveju, kai m = 1, t. y. kai f yra su realiomis reikšṁemis, Jacobi’o matrica yra
eilės1 × n matrica, o jos transponuotoji matrica yraRn erdv̇es vektorius, vadinamasf
gradientu taškea, t.y.

∇f(a) := Jf(a)t ∈ Rn

(ži ūṙek (2.27) ir (2.22)). Simbolis∇ skaitomasnabla; žodžio reikšṁe kildinama iš vieno
senovinio styginio instrumento, primenančio arfą, pavadinimo.

11Carl Gustav Jacob Jacobi – Karlas Gustavas Jakobis (1804-1851), pr ūsų matematikas.
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Šiame gradiento apibrėžime naudojame tiesinį izomorfizmą tarpL(Rn,R) ir Rn,
apibṙežtą (2.27) sąryšiu. Daugiau apie gradientą rašoma2.77išvadoje šiek tiek toliau.

Vienas svarbiausių ir naudingiausių diferencijavimo faktų yra dviejų diferencijuo-
jamų funkcijų kompozicijos diferencijuojamumas. Priminsime funkcijų kompozicijos
apibṙežimą. TegulX ⊂ Rn, Y ⊂ Rm, g : X → Y ir f : Y → Rk. Kiekvienamx ∈ X,
reikšṁesh(x) := f(g(x)) ∈ Rk apibṙežia funkcijąf◦g := h iš X į Rk, vadinamąg ir
f funkcijų kompozicija. Toliau suformuluosime kompozicijos diferencijavimo taisyklę,
sutrumpintai vadinamąkompozicijos taisykle(angl. chain rule).

2.73 teorema.Tegulf ir g yra aukščiau apibrėžtos funkcijos. Jeig yra diferencijuo-
jama taškea ∈ X ir f yra diferencijuojama taškeg(a) ∈ Y , tai kompozicijaf◦g yra
diferencijuojam taškea ir jos išvestinė yra

D(f◦g)(a) = Df(g(a))◦Dg(a). (2.40)

Įrodymas.Tegul b := g(a), I := Dg(a) ir L := Df(b). Kiekvienamx ∈ X tokiam,
kada + x ∈ X, tegulγ(x) := g(a + x)− g(a). Tada

∆f◦g(x) := (f◦g)(a + x)− (f◦g)(a)− (L◦I)(x)

=
[
f(b + γ(x))− f(b)− L(γ(x))

]
+ L(γ(x)− I(x)).

Kadangig yra diferencijuojama taškea, tai ∆g(x) := γ(x)− I(x) = o(x), kai x → 0.
Remiantis (2.34), galioja L(γ(x) − I(x)) = o(x), kai x → 0. Dar kartą naudojant
(2.34) tiesinei funkcijaiI, γ(x) → 0, kai x → 0, t. y. g yra tolydi taškea. Kadangif
yra diferencijuojama taškeb = g(a), tai

|f(b + γ(x))− f(b)− L(γ(x))|
|x| =

|∆f (γ(x))|
|γ(x)|

|∆g(x) + I(x)|
|x| → 0,

kai x → 0. Taigi ∆f◦g(x) = o(x), kai x → 0. Tai ir reikėjo įrodyti.

Remiantis2.47teorema, kompozicijos Jacobi’o matrica yra lygi atitinkamų funkcijų
Jacobi’o matricų sandaugai:

J(f◦g)(a) = Jf(g(a))Jg(a). (2.41)

Kitame teiginyje naudojamos funkcijos komponentės ir projekcijos sąvokas, kurios
apib ūdintos2.45apibṙežime.

2.74 teiginys.TegulU ⊂ Rn yra atvira ir f : U → Rm.

(a) Jeif yra tiesinė, tai ji yra diferencijuojama aibėjeU su išvestine funkcijaDf = f .
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(b) Funkcijaf yra diferencijuojama taškeu ∈ U tada ir tik tada, kai kiekviena kom-
ponentėfj yra diferencijuojama taškeu. Be to, galioja lygybės

Df(u) = (Df1(u), . . . , Dfm(u)) ir Jf(u) =




Jf1(u)
. . . . . . .
Jfm(u)


 . (2.42)

Įrodymas.Skaitytojui si ūlome pǎciam įrodyti teiginį(a). Teiginio(b) įrodymui tarkime,
kadf yra diferencijuojama taškeu ∈ U ir j ∈ {1, . . . , m}. Funkcijosf j-toji kompo-
nenṫe yra kompozicijafj = πj◦f , čia πj yra projekcija. Remiantis teiginiu(a), pro-
jekcija πj : Rm → R yra diferencijuojama kiekviename erdvėsRm taške irDπj = πj .
Tada remiantis kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.73 teorema) yra diferencijuo-
jama komponentė fj = πj◦f ir Dfj(u) = πj◦Df(u). Be kita ko,Dfj(u) : Rn → R
yra funkcijosDf(u) : Rn → Rm j-toji komponenṫe, t. y. galioja pirmoji (2.42) lygybė.
Antroji lygybė gaunama naudojantis2.47teorema ir tuo, kad[πj ] = et

j .
Atvirkščiai, tegulu ∈ U ir kiekviena komponentė fj yra diferencijuojama taškeu.

PažyṁekimeL := (Df1(u), . . . , Dfm(u)) ∈ L(Rn,Rm) ir ∆j(x) := fj(u + x) −
fj(u)−Dfj(u)(x) ∈ R, jei u + x ∈ U . Tada

|f(u + x)− f(u)− L(x)|
|x| =

√√√√
m∑

j=1

( |∆j(x)|
|x|

)2
→ 0, kai x → 0.

Teiginys(b) įrodytas.

Kryptin ės ir dalinės išvestiṅes Tarkime, kadf : U → Rm yra diferencijuojama taške
a ∈ U , ir u ∈ Rn yra bet kuris fiksuotas nenulinis vektorius. KadangiDf(a)(·) yra
tiesiṅe funkcija, tai tiesiṅe yra funkcijat 7→ Lu(t) := Df(a)(tu), t ∈ R. Sąryšyje
(2.38) pȧemusy = tu, visiemst ∈ R pakankamai arti nulio,a + tu ∈ U ir apibṙežtas
vektorius

δ(t) := ∆(tu) = f(a + tu)− f(a)− Lu(t) ∈ Rm.

Be to, galioja ribų lygyḃe

lim
t→0

|δ(t)|
|t| = |u| lim

tu→0

|∆(tu)|
|tu| = 0.

Todėl funkcijag : R→ Rm su reikšṁemisg(t) := f(a + tu), t ∈ R, yra diferencijuoja-
ma nulyje su išvestineDg(0) = Lu ∈ L(R,Rm).

Kaip minėta ankšciau (žr. (2.26)), tiesiṅe funkcija išR į Rm tapatinama su vektoriu-
mi. Toḋel toliau apibṙežiama kryptiṅe išvestiṅe yra vektorius išRm, o ne tiesiṅe funkcija
iš L(R,Rm).
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2.75 apibrėžtis. TegulU ⊂ Rn yra atvira aiḃe, a, u ∈ U ir f : U → Rm. Sakysime,
kad f turi kryptinę išvestinętaškea kryptimi u, jei nulio aplinkoje apibṙežta funkcija
t 7→ f(a + tu), t ∈ R, yra diferencijuojama nulyje. Tuo atveju kryptinė išvestiṅe yra
vektorius

Duf(a) := lim
t→0

f(a + tu)− f(a)
t

∈ Rm.

Atskiru atveju, kai kryptisu yra standartiṅes bażes vektoriusei, i ∈ {1, . . . , n}, tai
kryptinė išvestiṅeDif(a) := Deif(a) ∈ Rm vadinamai-tąja daline išvestine.

Naudojant klasikinius žyṁejimus, funkcijosf : R2 → R dalinė išvestiṅeD1f(x, y)
rašoma ir tokiu b ūdu:

∂f(x, y)
∂x

arba
∂f

∂x
(x, y) arba

∂

∂x
f(x, y).

Toks žyṁejimas yra patogus tais atvejais, kai vienos funkcijos nepriklausomu kinta-
muoju yra laikoma kita funkcija. Pavyzdžiui, taip atsitinka norint apibrėžti ekonominių
dydžių elastingumą (žr.5.3.4 pratimas).

Pirmoji kito teiginio dalis jau įrodyta prieš2.75apibṙežimą.

2.76 teiginys.Tarkime, kad funkcijaf : U → Rm yra diferencijuojama taškea ∈ U ⊂
Rn. Tada galioja teiginiai:

(a) f turi kryptinė išvestinę bet kuria kryptimiu = (ui)n
i=1 ∈ Rn, ir

Duf(a) = Df(a)(u) =
n∑

i=1

uiDif(a). (2.43)

(b) egzistuoja visųf komponenčiųfj dalinės išvestinėsDifj(a), i ∈ {1, . . . , n} bei
j ∈ {1, . . . , m}, ir

Jf(a) =




D1f1(a) · · · Dnf1(a)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D1fm(a) · · · Dnfm(a)


 .

Įrodymas.Kadangiu =
∑n

i=1 uiei, Df(a) tiesiškumo ḋeka gauname

Df(a)(u) =
n∑

i=1

uiDf(a)(ei) =
n∑

i=1

uiDif(a),

ir tai užbaigia(a) įrodymą. Tuo tarpu faktas(b) išplaukia iš teiginio2.74(b) ir to, kad

Jfj(a) = [Dfj(e1), . . . , Dfj(en)]

kiekvienamj ∈ {1, . . . , m}.
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Atskiru atveju, kaim = 1, pastarajame teiginyje funkcijos Jacobi’o matricą galima
pakeisti gradientu, ir gauname tokią išvadą.

2.77 išvada.Tarkime, kad funkcijaf : U → R yra diferencijuojama taškea ∈ U ⊂ Rn.
Tada yra apibrėžtasf gradientas taškea

∇f(a) = (D1f(a), . . . , Dnf(a)) =
n∑

i=1

Dif(a)ei ∈ Rn,

o išvestinė taškea kryptimiu ∈ Rn lygi Duf(a) = 〈∇f(a), u〉.
Pastaroji formul̇e leidžia pagrįsti tokią gradiento geometrinę interpretaciją:gradi-

ento vektorius yra funkcijos didžiausio kitimo kryptis, o norma|∇f(a)| yra šio kitimo
dydis. Tuo galima įsitikinti naudojantis formule (žr. (2.31))

Duf(a) = |∇f(a)| |u| cosϕ

ir tuo, kad kaiṙe šios formul̇es puṡe nusako funkcijosf kitimo taškea kryptimi u greitį.
Taigi Duf(a) yra nulis, jeiu yra statmenas∇f(a), ir yra didžiausias tarp visų vienetinių
krypčių, kaiu yra lygiagretus∇f(a).

2.78 teiginys. Tarkime, kadI ⊂ R ir U ⊂ Rm yra atviros aibės, og : I → U ir
f : U → R yra funkcijos. Jeig yra diferencijuojama taškea ∈ I ir f diferencijuojama
taškeg(a), tai kompozicijaf◦g diferencijuojama taškea ir jos išvestinė yra

(f◦g)′(a) =
(∇f(g(a))

)·Dg(a). (2.44)

Įrodymas.Kompozicijaf◦g yra diferencijuojama taškea teoremos2.73atvejun = k =
1 dėka. KadangiL(R,R) tapatiname suR, tai, remiantis (2.41),

(f◦g)′(a) = J(f◦g)(a) = Jf(g(a))Jg(a) ∈ R.

Remiantis teiginiu2.74(b), kiekviena funkcijosg komponenṫegj : R→ R yra diferenci-
juojama taškea, ir Jg(a) = (Dg1(a), . . . , Dgm(a)) = Dg(a), nes aibęL(R,Rm) tap-
atiname suRm. Remiantis2.77(b), egzistuoja visos daliṅes išvestiṅesDjf(g(a)) ∈ R
ir Jf(g(a)) = [D1f(g(a)) · · ·Dmf(g(a))]. Toḋel iš gradiento ir skaliariṅes daugybos
apibṙežimų gauname lygybę

Jf(g(a))Jg(a) =
m∑

j=1

Djf(g(a))Dgj(a) =
(∇f(g(a))

)·Dg(a),

iš kurios gauname norimą lygybę (2.44).

Jeiα ≥ 0, funkcijaf : Rm → R vadinamaα eilės teigiamai homogenine, jei

f(λx) = λαf(x) visiemsλ > 0 ir x ∈ Rm.

Tokioms funkcijoms teisingaEulerio teorema:
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2.79 išvada.Jeif : Rm → R yra diferencijuojama irα eilės teigiamai homogeninė, tai
kiekvienamx = (x1, . . . , xm) ∈ Rm

αf(x) =
m∑

j=1

xjDjf(x). (2.45)

Įrodymas.Tegul x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm ir g(λ) := λx, λ > 0. Diferencijuodami
lygybės

λαf(x) = f(λx) = (f◦g)(λ)

abi puses pagalλ ir naudodamiesi (2.44), gauname

αλα−1f(x) =
m∑

j=1

Djf(λx)xj .

Kai λ = 1, gauname (2.45).

Tarkime, kadM yra diferencijuojamos funkcijosf : Rn → R lygio aibė, t. y. su
kuria nors konstantac ∈ R

M ≡ M(c) := {x ∈ Rn : f(x) = c ir Df(x) 6= 0}.

Tegul I ⊂ R yra nulio aplinka irγ : I → Rn yra diferencijuojama. Reikšmių aibė
γ(I) ⊂ Rn vadinama diferencijuojama kreive. Vektoriusu ∈ Rn vadinamasliestiniu
lygio aibeiM jos taškea, jei egzistuoja tokia diferencijuojama kreivė γ(I) ⊂ M , kad
γ(0) = a ir u = Dγ(0). Lygio aiḃesM visi vektoriai, kurie yra liestiniaiM jos taške
a, sudaro aibę, vadinamąliestine erdveTaM .

2.80 išvada.Tarkime, kad funkcijaf : Rn → R yra diferencijuojama,M yra jos lygio
aibė ir a ∈ M . Tada gradientas∇f(a) yra ortogonalus liestinei erdveiTaM .

Įrodymas.Tegul u ∈ TaM . Tada egzistuoja tokia diferencijuojama kreivė γ(I), kad
γ(0) = a, f(γ(t)) = f(a) ir u = Dγ(0). Naudodamiesi (2.44) sug = γ, gauname

0 = D(f◦γ)(0) = 〈∇f(γ(0)), Dγ(0)〉 = 〈∇f(a), u〉,

t. y. u yra ortogonalus∇f(a); tai ir reikėjo įrodyti.

Jei kuriame nors taške egzistuoja funkcijos visos kryptinės išvestiṅes, tai neb ūtinai
funkcija yra diferencijuojama tame taške. Pavyzdžiui, tokia yra funkcija

f(x) =
x1x

2
2

x2
1 + x4

2

, x = (x1, x2) ∈ R2,

taške0 ∈ R2. Nurodysime pakankamas išvestinės egzistavimo sąlygas.
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2.81 teorema.Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira aibė,a ∈ U ir f : U → Rm. Funkcijaf
yra diferencijuojama taškea, jei to taško aplinkoje egzistuoja visosf dalinės išvestinės
ir jos yra tolydžios taškea.

Kita vertus, kaip rodo pavyzdžiai, dalinių išvestinių tolydumas nėra b ūtinas diferen-
cijuojamumui.

TegulU ⊂ Rn yra atvira aiḃe ir f : U → Rm. Sakoma, kad funkcijaf yra išC1

klasės, jei ji yra diferencijuojama savo apibrėžimo srityjeU ir jos išvestiṅes funkcija
Df : U → L(Rn,Rm) yra tolydi. Pasirodo, kad išvestinės funkcijos tolydumo sąlygą
galima pakeisti jos dalinių išvestinių tolydumu.

2.82 teorema.Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira aibė irf : U → Rm. Funkcijaf yra iš
C1 klasės tada ir tik tada, kaif visos dalinės išvestinės egzistuoja ir yra tolydžios aibėje
U .

Vidurinių reikšmių teorema Svarbus diferencijavimo faktas yra vidurinių reikšmių
teorema. Atveju, kaif : R → R yra diferencijuojama, šis faktas teigia, jog bet kuriems
dviem skaǐciaisx, y ∈ R egzistuoja toks trěcias skaǐciusξ ∈ R, esantis tarp jų, kad

f(y)− f(x) = f ′(ξ)(y − x). (2.46)

Teisinga ir šiek tiek bendresnė formul̇e, kurios įrodymui prireiks ir tokio ne mažiau
svarbaus fakto:

2.83 lema. Sakykime, kad funkcijag su realiomis reikšmėmis apibrėžta bei tolydi už-
darame intervale[a, b] ir įgyja maksimumą taškec ∈ (a, b). Jei g diferencijuojama
taškec, tai jos išvestinėg′(c) = 0.

Įrodymas.Tarkime, kadg′(c) > 0. Remiantis išvestiṅes apibṙežimu (2.39), galime rasti
tokį δ > 0, kad

g(c + x) ≥ g(c) + xg′(c)/2 > g(c)

visiems0 < x ≤ δ. Ši nelygyḃe prieštarauja tam, kadc yra maksimumo taškas.
Simetriškas samprotavimas rodo, kad atvejisg′(c) < 0 taip pat ṅera galimas. Toḋel
g′(c) = 0 remiantis realiųjų skaičių trichotomijos savybe.

Šios lemos teiginys toliau bus naudojamas optimizavimo uždaviniuose (žr.2.111
teiginį). Čia juo naudosiṁes įrodydami tokį vidurinių reikšmių teoremos variantą:

2.84 teorema.Sakykime, kad funkcijaf su realiosiomis reikšmėmis apibrėžta bei tolydi
uždarame intervale[x, y] ir diferencijuojama intervale(x, y). Tada egzistuoja toksξ ∈
(x, y), kad galioja(2.46).
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Įrodymas.Apibrėžkime funkcijąg : [x, y] → R su reikšṁemis

g(u) := f(u)−
[
f(x) +

f(y)− f(x)
y − x

(u− x)
]
, u ∈ [x, y].

Funkcijag yra tolydi intervale[x, y], diferencijuojama intervale(x, y) ir g(x) = 0 =
g(y). Be to, galioja lygyḃe

g′(u) = f ′(u)− f(y)− f(x)
y − x

, u ∈ (x, y). (2.47)

Jei g(u) = 0 kiekvienamu ∈ (x, y), tai g′(u) = 0 kiekvienamu ∈ (x, y), ir (2.46)
galioja bet kuriamξ ∈ (x, y). Priešingu atveju|g(u0)| > 0 su kuriuo norsu0 ∈ (x, y).
Jeig(u0) > 0, tai remiantisWeierstrasso teorema (2.65teorema)g įgyja teigiamą mak-
simumą kuriame nors taškeξ ∈ [x, y]. Bet kadangig(x) = g(y) = 0, tai ξ ∈ (x, y)
ir g′(ξ) = 0 remiantis2.83 lema. Ḋeka (2.47), su šiuoξ ∈ (x, y) galioja (2.46). Jei
g(u0) < 0, tai−g(u0) > 0 ir galioja ta pati išvada; ją ir reik̇ejo įrodyti.

Atveju, kai f funkcija reikšmes įgyja euklidiṅeje erdv̇ejeRd su d > 1, šis faktas
nėra teisingas, kaip rodo toks pavyzdys. Tegulf(x) := (cosx, sinx), x ∈ R. Tada
Df(x) = (− sinx, cosx) ir formulė

f(y)− f(x) = Df(ξ)(y − x)

nėra teisinga, kaix = 0 ir y = 2π.
Tačiau daugeliu atveju pakanka toliau formuluojamo silpnesnio fakto, taip pat vadi-

namo vidurinių reikšmių teorema. Tiesės atkarpa euklidiṅeje erdv̇eje, jungianti jos vek-
toriusx ir y, yra aiḃe

[x, y] := {xλ := λy + (1− λ)x : 0 ≤ λ ≤ 1}.

Nesunku pasteḃeti, kad euklidiṅes erdv̇es aiḃe U yra iškila tada ir tik tada, kai jai prik-
lauso tieṡes atkarpa, jungianti bet kuriuos duU aibės vektorius.

2.85 lema.Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira aibė irf : U → Rm yra diferencijuojama.
Taip pat tarkime, kad tiesės atkarpa[x, y] ⊂ U . Tada bet kuriam vektoriuiu ∈ Rm

egzistuoja toks vektoriusξ = ξ(u) ∈ [x, y], kad

u·(f(y)− f(x)
)

= u·(Df(ξ)(y − x)
)
. (2.48)

Įrodymas.Kadangi aiḃe U atvira, tai egzistuoja toksδ > 0, kadxλ ∈ U kiekvienam
λ ∈ I := (−δ, 1 + δ). Tegul u ∈ Rm ir g(λ) := u·f(xλ), λ ∈ I. Šios reikšṁes
apibṙežia funkcijąg : I → R, kurią galima išreikšti kompozicija(u·f)◦η, kur η(λ) :=
xλ ∈ Rn, λ ∈ I, ir (u·f)(x) := u·f(x), x ∈ Rn. Nesunku patikrinti, kad funkcijau·f
yra diferencijuojama su gradientu∇(u·f)(x) = (u·Dif(x)), o funkcijosη išvestiṅe
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Dη(λ) = y − x. Tada, naudodamiesi kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.44) ir
teiginiu2.76(a), gauname

g′(λ) =
(∇(u·f)(xλ)

)·Dη(λ) = u·
( n∑

i=1

Dif(xλ)(yi − xi)
)

= u·(Df(xλ)(y − x)
)
, λ ∈ I.

Kita vertus, remiantis įprastine vidurinių reikšmių teorema (2.46) funkcijai g, egzistuoja
toksλ ∈ [0, 1], kad

u·(f(y)− f(x)
)

= g(1)− g(0) = g′(λ).

Pažyṁeję vektoriųξ(u) := xλ su šiuoλ, gauname norimą formulę (2.48).

2.86 teorema.Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira iškila aibė irf : U → Rm yra diferen-
cijuojama. Jeia, a + x ∈ U , tai

|f(a + x)− f(a)−Df(a)(x)| ≤ |x| sup
y∈[a,a+x]

∣∣Df(y)−Df(a)
∣∣. (2.49)

Įrodymas.Tegula, a+x ∈ U ir u := f(a+x)−f(a)−Df(a)(x) ∈ Rm. Galime tarti,
kadu 6= 0. Naudodamiesi vidurinių reikšmių teorema (2.48) suξ = ξ(u) ∈ [a, a + x],
Cauchynelygybe (2.51teiginys) ir (2.34), kai L = Df(ξ)−Df(a), gauname

|u|2 =
∣∣∣u·

((
Df(ξ)−Df(a)

)
(x)

)∣∣∣ ≤ |u|
∣∣∣
(
Df(ξ)−Df(a)

)
(x)

∣∣∣
≤ |u| ∣∣Df(ξ)−Df(a)

∣∣|x|.

Padaliję abi nelygybių puses iš|u| gauname (2.49).

Pasteḃesime, kad kalḃedami apie išvestiṅes funkcijosDf : U → L(Rn,Rm) toly-
dumą, erdv̇ejeL(Rn,Rm) naudojaṁes euklidine norma (2.33), gauta remiantis tiesiniu
izomorfizmu (2.25).

2.87 apibrėžtis. Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira aiḃe ir f : U → Rm. Sakoma, kadf
yra tolydžiai diferencijuojama arbaf yra C1 funkcija, jei f yra diferencijuojama ir jos
išvestiṅeDf : U → L(Rn,Rm) yra tolydi.

2.88 teiginys.Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira iškila aibė irf : U → Rm yra funkcija
iš C1 klasės. Jeia, a + x ∈ U , tai

f(a + x)− f(a) =
∫ 1

0
Df(a + tx)(x) dt. (2.50)
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Įrodymas.Tegulϕ(t) := a + tx ∈ U visiemst iš atviro intervaloJ ⊂ R, kurio poaibis
yra intervalas[0, 1], ir tegulh := f◦ϕ yra funkcijų kompozicija. Funkcijaϕ yra difer-
encijuojama intervaleJ su išvestineDϕ(t) = Lx ∈ L(R,Rn), kur Lx(r) = rx, r ∈ R.
Remiantis kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.73teorema), funkcijah yra diferen-
cijuojama intervaleJ ir Dh(t) = Df(a + tx)◦Lx ∈ L(R,Rm), kai t ∈ J . Kiekvienam
t ∈ J tegul

g(t) :=
(
Dh(t)

)
(1) = Df(a + tx)(x) ∈ Rm.

Kadangif yra funkcija išC1 klaṡes, oϕ yra tolydi, tai, remiantis2.4.10pratimu, tolydi
yra funkcijaJ 3 t 7→ Df(a + tx) ∈ L(Rn,Rm). Toḋel remiantis (2.34) funkcija g
yra tolydi intervaleJ . Taigi integralas dešiṅeje (2.50) lygybės puṡeje egzistuoja2.67
teoremos ḋeka.

Įrodysime (2.50) lygybę. Remiantis viduriniųjų reikšmių teorema (2.49) funkcijai
h : J → Rm, nelygyḃe

∣∣h(v)− h(u)−Dh(u)(v − u)
∣∣ ≤ (v − u) sup

u≤t≤v
|Dh(t)−Dh(u)|

galioja bet kuriemsu, v ∈ J , u ≤ v. Pagal tiesiṅes funkcijos normos apibrėžimą (2.33),
|Dh(t) − Dh(s)| = |g(t) − g(s)|, t, s ∈ J . Taigi išvestiṅe funkcijaDh yra tolydi
intervaleJ . Tegul ε > 0. RemiantisDh tolygiuoju tolydumu intervale[0, 1] (2.66
teorema), egzistuoja toksδ > 0, kad |Dh(t) − Dh(u)| < ε, kai u, t ∈ [0, 1] ir 0 ≤
t − u < δ. Toḋel jei intervalo[0, 1] skaidinys{tj}m

j=0 yra toks, kadtj − tj−1 < δ,
j = 1, . . . , k, tai |R({tj})| ≤ ε, kur

R({tj}) :=
m∑

j=1

[
h(tj)− h(tj−1)−Dh(tj−1)(tj − tj−1)

]
.

Be to, bet kuriam intervalo[0, 1] skaidiniui{tj}m
j=0 turime lygybes

f(a + x)− f(a)−
m∑

j=1

g(tj−1)(tj − tj−1)

=
m∑

j=1

[
h(tj)− h(tj−1)− g(tj−1)(tj − tj−1)

]
= R({tj}).

To pakanka (2.50) lygybės įrodymui, kadangi integralas dešinėje puṡeje egzistuoja.

Antrosios eilės išvestiṅe Tarkime, kadU ⊂ Rn – atvira aiḃe, ir f : U → Rm. Pir-
moji f išvestiṅe, jei egzistuoja, yra išvestinės funkcijaDf : U → L(Rn,Rm). Kadangi
L(Rn,Rm) yra tiesiškai izomorfiška euklidinei erdveiRnm su euklidine norma (2.33),
tai galima kalḃeti apie funkcijų su reikšṁemis šioje erdv̇eje diferencijavimą ankstesne
prasme. Taigi, jei savo ruožtu išvestinės funkcijaDf yra diferencijuojama, tai jos
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išvestiṅe funkcija yraD(Df) : U → L(Rn, L(Rn,Rm)). Tǎciau antrosios eilės išves-
tine vadinsime kitą funkciją, gautą pasinaudojus toliau apibrėžiamu tiesiniu izomorfiz-
mu.

FunkcijaL = L(·, ·) iš Dekarto sandaugosRn × Rn į Rm vadinamabitiesine, jei
funkcijos L(·, x) ir L(x, ·) yra tiesiṅes išRn į Rm kiekvienamx ∈ Rn. Aibę visų
bitiesinių funkcijų tarpRn × Rn ir Rm žymėsimeL(2Rn,Rm). Nesunku įsitikinti, kad
L(2Rn,Rm) yra realioji tiesiṅe erdv̇e.

2.89 teiginys. Tarp aibiųL(Rn, L(Rn,Rm)) ir L(2Rn,Rm) egzistuoja tiesinis izomor-
fizmasϕ, funkcijai T ∈ L(Rn, L(Rn,Rm)) priskiriantis tokią funkcijąS := ϕ(T ) ∈
L(2Rn,Rm), kad

S(x1, x2) = (Tx1)(x2) bet kuriemsx1, x2 ∈ Rn. (2.51)

Įrodymas.TegulT ∈ X := L(Rn, L(Rn,Rm)) ir

Rn × Rn 3 (x1, x2) 7→ ϕ(T )(x1, x2) := (Tx1)(x2) ∈ Rm.

Galima įsitikinti, kadϕ(T ) ∈ Y := L(2Rn,Rm). TegulS ∈ Y ir

Rn 3 x 7→ ψ(S)(x) := S(x, ·) ∈ L(Rn,Rm).

Taip pat galima įsitikinti, kadψ(S) ∈ X. JeiT ∈ X, tai

((ψ◦ϕ)(T )(x1))(x2) = (ψ(ϕ(T ))(x1))(x2) = ϕ(T )(x1, x2) = (Tx1)(x2)

bet kuriemsx1, x2 ∈ Rn, t. y. (ψ◦ϕ)(T ) = T . Taigi 1X = ψ◦ϕ. Panašiai gauname
lygybę1Y = ϕ◦ψ. Tada remiantis2.42teoremaϕ : X → Y yra bijekcija. Kadangiϕ
yra ir tiesiṅe, tai pirmoji2.89teiginio dalis yra teisinga.

Naudodamiesi2.89 teiginiu apie tiesinį izomorfizmą, antrosios eilės išvestinę tap-
atinsime su atitinkamu bitiesinių funkcijų erdvės elementu.

2.90 apibrėžtis. Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira aiḃe ir f : U → Rm. Sakysime, kadf
yradu kartus diferencijuojama taškea ∈ U , jei f yra diferencijuojama aiḃejeU , ir taške
a yra diferencijuojama jos išvestinė funkcijaDf : U → L(Rn,Rm), t. y. egzistuoja
tokia tiesiṅe funkcijaL ≡ D(Df)(a) ∈ L(Rn, L(Rn,Rm)), kad

|Df(a + x)−Df(a)− L(x)| = o(|x|), kai |x| → 0.

FunkcijąD2f(a) := ϕ(D(Df)(a)) ∈ L(2Rn,Rm) vadinsimeantrosios eilės išvestine.
Sakysime, kadf yra du kartus diferencijuojama,jei jos antrosios eil̇es išvestiṅe egzis-
tuoja kiekviename aiḃesU taške.
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Remiantis (2.51) sąryšiu, bet kuriemsx1, x2 ∈ Rn

D2f(a)(x1, x2) = (D(Df)(a)(x1))(x2) ∈ Rm. (2.52)

Prisiminus kryptiṅes išvestiṅes išraišką (2.43), pastaroji lygyḃe leidžia tik̇etis, kad antro-
sios eil̇es išvestinę galima išreikšti antrosios eilės kryptiṅemis išvestiṅemis.

2.91 teiginys.Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira aibė irf : U → Rm du kartus diferen-
cijuojama. Bet kuriemsa ∈ U ir x1, x2 ∈ Rn

D2f(a)(x1, x2) = Dx1(Dx2f)(a).

Įrodymas.Tegula ∈ U ir x1, x2 ∈ Rn. TegulL : L(Rn,Rm) → Rm yra tiesiṅe funkcija
su reikšṁemisL(S) := Sx2. Remiantis kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.40) ir
teiginiu2.74(a) apie tiesiṅes funkcijos diferencijavimą, galioja lygybės

D(Dx2f)(a) = D(L◦Df)(a) = (L◦D(Df))(a) ∈ L(Rn,Rm).

Naudodamiesi šios funkcijos reikšme taškex1 ir kryptinės išvestiṅes reikšme (2.43),
gauname

Dx1(Dx2f)(a) = D(Dx2f)(a)(x1) = (L(D(Df)(a))(x1)
= (D(Df)(a)(x1))(x2) ∈ Rm,

o tai ḋeka (2.52) įrodo teiginio lygybę.

Kai funkcijos kryptiṅes išvestiṅes kryptis yra standartinės bażes vektorius, kalbama
apieantrosios eilės dalines išvestines, t. y. DiDjf(x) := Dei(Dejf)(x), 1 ≤ i, j ≤ n.
Antrosios eil̇es kryptinių išvestinių egzistavimą įrodėme tais atvejais, kai egzistuoja
funkcijos antroji išvestiṅe. Tǎciau jos gali egzistuoti ir tada, kai antrosios eilės išvestiṅe
neegzistuoja. Be to, antrosios eilės daliṅes išvestiṅesDiDjf(a) ir DjDif(a), vadi-
namosmišriomis, gali b ūti skirtingos, kaip rodo pavyzdys: jeix = (x1, x2) ∈ R2,

f(x) = x1x2h(x), čia h(x) =
x2

1 − x2
2

|x|2 , jei x 6= 0 ir h(0) = 0. (2.53)

Toliau parodoma, kad mišrios antrosios eilės daliṅes išvestiṅes sutampa, jei jos yra toly-
džios.

2.92 teorema.Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira aibė,a ∈ U , o funkcijaf : U → Rm

yra tokia, kadDiDjf ir DjDif egzistuojaa aplinkoje ir yra tolydžios taškea (1 ≤
i, j ≤ n). Tada

DjDif(a) = DiDjf(a). (2.54)
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Įrodymas.Apibrėžę naują funkciją(xi, xj) 7→ f(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn), galime
tarti, kadi = 1, j = 2 ir n = 2. Be to, remiantis2.74(b) teiginiu, galime tarti, kad
m = 1. Parodysime, kad abi (2.54) lygybės puṡes yra lygios tai pǎciai ribai

lim
x→a

r(x), kur r(x) :=
f(x)− f(a1, x2)− f(x1, a2) + f(a)

(x1 − a1)(x2 − a2)
.

Tegul U yra tokia a aplinka, kurioje egzistuoja pirmosios eilės ir mišriosios antro-
sios eil̇esf išvestiṅes, ir tegulx ∈ U . Tadaa1 aplinkoje apibṙežkime funkcijąg su
reikšṁemis

g(t) := f(t, x2)− f(t, a2). Tada r(x) =
g(x1)− g(a1)

(x1 − a1)(x2 − a2)
.

Kadangig yra diferencijuojama, tai remiantis vidurinių reikšmių teorema (2.46), egzis-
tuoja toksξ1 = ξ1(x) ∈ R tarpa1 ir x1, kad

r(x) =
g′(ξ1)

x2 − a2
=

D1f(ξ1, x2)−D1f(ξ1, a2)
x2 − a2

.

Be to, taškoa2 aplinkoje apibṙežę diferencijuojamą funkcijąh su reikšṁemish(t) :=
D1f(ξ1, t), panašiai gauname tokį taškąξ2 = ξ2(x) tarpa2 ir x2, kadr(x) = h′(ξ2) =
D2D1f(ξ). Kadangi taškuiξ = ξ(x) = (ξ1, ξ2) ∈ R2 galioja nelygyḃe |ξ−a| ≤ |x−a|
visiemsx ∈ R2, remiantis mišriosios antrosios išvestinės D2D1f tolydumu taškea
gauname

lim
x→a

r(x) = lim
ξ→a

D2D1f(ξ) = D2D1f(a).

Sukeitę vietomis argumentusx1 ir x2, bei pakartoję tuos pačius samprotavimus, gau-
name

lim
x→a

r(x) = D1D2f(a).

Tai ir reikėjo įrodyti.

C1 klaṡes apibṙežimą2.87papildysime funkcijomis turiňciomis tolydžiąsias antro-
sios eil̇es išvestines. Normą bitiesinių funkcijų erdvėjeL(2Rn,Rm) apibṙešime naudo-
damiesi2.89 teiginiu apie tiesinį izomorfizmąϕ : L(Rn, L(Rn,Rm)) → L(2Rn,Rm).
KiekvienamS ∈ L(2Rn,Rm), T := ϕ−1(S) ∈ L(Rn, L(Rn,Rm)) ir

|S| :=
( n∑

i=1

|T (ei)|2
)1/2

,

kur {ei}n
i=1 yraRn standartiṅe baże, o elementoT (ei) ∈ L(Rn,Rm) norma yra (2.33).

Bet kuriemsx, y ∈ Rn, naudodamiesi (2.51), (2.34) ir Koši nelygybe, gauname

|S(x, y)| = |(Tx)(y)| ≤ |Tx| |y| ≤ |S| |x||y|. (2.55)



2.6 Diferencijavimas 95

2.93 apibrėžtis. Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira aiḃe ir f : U → Rm. Sakoma, kad
f yra du kartus tolydžiai diferencijuojama arbaf yra iš C2 klasės,jei f yra iš C1

klaṡes ir išvestiṅe funkcijaDf : U → L(Rn,Rm) yra tolydžiai diferencijuojama, t. y.
D2f : U → L(2Rn,Rm) yra tolydi funkcija.

Funkcijoms išC2 klaṡes galioja svarbi jų antrųjų išvestinių simetriškumo savybė.

2.94 išvada.Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira aibė ir f : U → Rm yra iš C2 klasės.
Kiekvienama ∈ U , D2f(a) yra simetrinė funkcija, t.y.

D2f(a)(x1, x2) = D2f(a)(x2, x1), x1, x2 ∈ Rn.

Įrodymas.Tegula ∈ U , x1 = (x1i)n
i=1 ∈ Rn ir x2 = (x2j)n

j=1 ∈ Rn. Remiantis (2.43)
ir 2.92teorema apie mišriąsias išvestines,

Dx1(Dx2f)(a) =
n∑

i=1

n∑

j=1

x1ix2jDiDjf(a) =
n∑

j=1

n∑

i=1

x2jx1iDjDif(a)

= Dx2(Dx1f)(a).

Tada išvada yra gaunama remiantis2.91teiginiu.

Toliau įrodytą formulę vadinsimeTeiloro formule.

2.95 teorema.Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira ir iškila, o f : U → Rm yra iš C2

klasės. Jeia, a + x ∈ U , tai

f(a + x) = f(a) + Df(a)x +
1
2
D2f(a)(x, x) + γ(a, x), (2.56)

kur |γ(a, x)| = o(|x|2), kai x → 0.

Įrodymas.Tegult ∈ (0, 1] ir F (y) := Df(y)(tx), kaiy ∈ U ⊂ Rn. Nesunku patikrinti,
kad F : U → Rm yra diferencijuojama, irDF (y) = D2f(y)(tx, ·) ∈ L(Rn,Rm).
Pritaikę2.88teiginį funkcijaiF vietojef ir vektoriui tx vietojex, gauname lygybes

Df(a + tx)(x)−Df(a)(x) = t−1[F (a + tx)− F (a)]

=
∫ t

0
D2f(a + sx)(x, x) ds.

Dar kartą pritaikę2.88teiginį ir pastarąją lygybę, turime sąryšį

T (a, x) := f(a + x)− f(a)−Df(a)(x) =
∫ 1

0

[
Df(a + tx)−Df(a)

]
(x) dt

=
∫ 1

0

∫ t

0
D2f(a + sx)(x, x) ds dt.
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Naudojantis integravimo dalimis ir keitimo formulėmis (atitinkamai (2.35) ir (2.36)),
galima taip pratęsti lygybes:

T (a, x) =
∫ 1

0
D2f(a + sx)(x, x) ds−

∫ 1

0
t d

[ ∫ t

0
D2f(a + sx)(x, x) ds

]

=
∫ 1

0
(1− t)D2f(a + tx)(x, x) dt.

Kadangi∫1
0 (1− t) dt = 1/2, tai

γ(a, x) := T (a, x)− 1
2
D2f(a)(x, x)

=
∫ 1

0
(1− t)

[
D2f(a + tx)−D2f(a)

]
(x, x) dt.

Naudodamiesi (2.37) integralo įveřciu ir bitiesiṅes funkcijos reikšṁes įveřciu (2.55),
gauname nelygybę

|γ(a, x)| ≤ sup
0≤t≤1

∣∣D2f(a + tx)−D2f(a)
∣∣ |x|2.

Kadangif yra išC2 klaṡes, tai|γ(a, x)| = o(|x|2), kai x → 0; tai ir reikėjo įrodyti.

Hesse’s matrica

2.96 teiginys.Tarkime, kadψ(S) := [S(ei, ej)]1≤i,j≤n yra eilėsn×n matrica, kurS ∈
L(2Rn,R) ir {ei}n

i=1 yra standartinėRn bazė. Šiomos reikšmėmis apibrėžta funkcija
ψ : L(2Rn,R) → Mn×n yra tiesinis izomorfizmas, ir

S(x1, x2) = (ψ(S)x1)·x2 bet kuriemsx1, x2 ∈ Rn. (2.57)

Įrodymas.Naudodamiesi matricų erdvės tiesiškumu, įrodome funkcijosψ tiesiškumo
savybę. Tegulx1 = (x1i) ∈ Rn, x2 = (x2j) ∈ Rn ir S ∈ L(2Rn,R). Tada,x1 ir x2

vektorius reikšdami baziniais vektoriais, gauname lygybes

S(x1, x2) =
n∑

i=1

n∑

j=1

x1ix2jS(ei, ej) = (ψ(S)x1)·x2,

kurios leidžia įsitikinti, kad funkcijaψ yra bijekcija.

Naudodami erdviųL(2Rn,R) ir Mn×n tiesinį izomorfizmą, apibṙešime du kartus
tolydžiai diferencijuojamos funkcijos Hesse’s12 matricą.

12Otto Hesse – Otas Hesė (1811–1874) vokiěcių matematikas.
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2.97 apibrėžtis. TegulU ⊂ Rn yra atvira aiḃe, a ∈ U ir f : U → R yra išC2 klaṡes.
Matrica Hf(a) := ψ(D2f(a)) vadinama funkcijosf Hesse’s matrica(angl. Hessian
matrix) taškea.

Taigi remiantis (2.57) lygybe, bet kuriemsx1, x2 ∈ Rn,

D2f(a)(x1, x2) = (Hf(a)x1)·x2.

Remiantis2.94išvada ir skaliariṅes sandaugos simetriškumu, bet kuriemsx1, x2 ∈ Rn

(Hf(a)x1)·x2 = x1·(Hf(a)x2).

Be to, remiantis (2.51) lygybe,

D2f(a)(ei, ej) = (D(Df)(a)ei)ej = DjDif(a)

kiekvienam1 ≤ i, j ≤ n, t. y.

Hf(a) =




D1D1f(a) D1D2f(a) · · · D1Dnf(a)
D2D1f(a) · · · · · · D2Dnf(a)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DnD1f(a) DnD2f(a) · · · DnDnf(a)


 .

Jei atviroji aiḃe U ⊂ Rn, kurioje apibṙežtaC2 klaṡes funkcijaf , yra iškila,a ∈ U ir
a + x ∈ U , tai Teiloro formul̇es (2.56) dėka

f(a + x) = f(a) + (∇f(a))·x +
1
2
(Hf(a)x)·x + γ(a, x), (2.58)

kur γ(a, x) = o(|x|2), kai |x| → 0.

Pratimai

1. Jei išvestiṅeDf(a) egzistuoja, tai ji yra vienintelė.

2. Įrodyti kryptiṅes išvestiṅes (2.43) formulę.

3. Įrodyti 2.74(a) teiginį.

4. Įrodyti, kad bitiesiṅe formaK : Rn × Rn → R diferencijuojama su išvestine
DK(x, y)(u, v) = K(u, y) + K(x, v) kiekvienam(x, y), (u, v) ∈ Rn × Rn.

5. TegulA yran-tosios eil̇es simetriṅe kvadratiṅe matrica irqA yra kvadratiṅe forma
su reikšṁemisqA(x) := xtAx, x ∈ Rn. Įrodyti, kadqA yra visur diferencijuoja-
ma su išvestineDqA(x)h = 2xtAh, x, h ∈ Rn.

6. Įrodyti, kad (2.53) lygybe apibṙežtos funkcijosf : R2 → R mišriosios antrosios
eilės daliṅes išvestiṅesD1D2f(0) ir D2D1f(0) yra skirtingos.



98 2 Skyrius. Matematika I

2.7 Iškilumas

Iškilos aibės Euklidinės erdv̇esRd aibė C vadinamaiškila, jei iškilas darinysλx +
(1 − λ)y ∈ C visiemsx, y ∈ C ir λ ∈ (0, 1). Tuš̌cioji aibė ir aiḃe, sudaryta iš vieno
elemento, yra iškilos visada.

Kito teiginio įrodymas si ūlomas skaitytojui kaip pratimas, prisiminus aibių sumos ir
skirtumo (1.21) apibṙežimą.

2.98 teiginys.Euklidinės erdvės aibėms galioja teiginiai:

(a) Jei A ir B yra iškilosios aibės, tai jų sumaA + B, skirtumasA − B, sankirta
A ∩B ir Dekarto sandaugaA×B yra iškilos aibės.

(b) JeiA yra iškila aibė irλ ∈ R, tai aibėλA := {λa : a ∈ A} iškila.

Toliau įrodysimeCarathéodoryteoremą, kuri naudojama4.3skyriuje įrodantKaku-
tani nejudamojo taško teoremą.C. Carathéodory13 savo teoremą įroḋe 1911 metais.

JeiC := {x1, . . . , xn} ⊂ Rd ir λ1, . . . , λn ∈ R+ yra tokie, kad
∑n

i=1 λi = 1, tai
vektorius

∑n
i=1 λixi vadinamasbaigtinio rinkinio C iškiluoju dariniu. AibėsA ⊂ Rd

iškiluoju apvalkaluvadinama visų baigtinių rinkinių išA iškilųjų darinių aiḃe, t. y.coA
yra aiḃe, sudaryta iš visų tų vektoriųx ∈ Rd, kurie išreiškiami baigtine suma

∑n
i=1 λixi,

xi ∈ A, λi ∈ R+ ir
∑n

i=1 λi = 1. Akivaizdu, kadA ⊆ coA.

2.99 teorema.TegulA ⊂ Rd ir x ∈ coA. Tadax yra ne daugiau kaipd + 1 aibėsA
elementų rinkinio iškiluoju dariniu, t. y. egzistuoja tokiez0, . . . , zd ∈ A ir λ0, . . . , λd ∈
R, kad

∑d
i=0 λi = 1 ir x =

∑d
i=0 λizi.

Įrodymas.Tegulx ∈ coA. Tada egzistuoja tokie{x1, . . . , xn} ⊂ A, kad

x =
n∑

i=1

λixi, λi ≥ 0, ∀i,
n∑

i=1

λi = 1. (2.59)

Galima tarti, kadn > d + 1; priešingu atveju įrodymas baigtas. Šiuo atveju vektoriai
x2−x1, . . . , xn−x1 yra tiesiškai priklausomi, ir toḋel (žr.2.44teiginį) egzistuoja tokie
real ūs skaičiai, µ2, . . . , µn, ne visi jų lyg ūs nuliui, kad

n∑

i=2

µi(xi − x1) = 0.

Tegulµ1 := −∑n
i=2 µi. Tada

n∑

i=1

µixi = 0 ir
n∑

i=1

µi = 0. (2.60)

13Constantin Carathéodory – Konstantinas Karateodoris (1873–1950), graikų matematikas.
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Bent vienas iš skaičių µi yra teigiamas. Jei b ūtina, pakeitę indeksus, galime tarti, kad
µ1 > 0, . . . , µk > 0 ≥ µk+1, . . . , 0 > µn kuriam nors1 ≤ k < n. Panašiai galime tarti,
kad kiekvienami = k + 1, . . . , n− 1,

λi/(−µi) ≥ λn/(−µn).

Pirmoje (2.60) sumoje išskyrę paskutinį narį, gauname

xn =
[ k∑

i=1

µixi −
n−1∑

i=k+1

(−µi)xi

]
/(−µn).

Įstatę šiąxn išraišką į (2.59, gauname

x =
k∑

i=1

(
λi − µi

λn

−µn

)
xi +

n−1∑

i=k+1

(
λi − (−µi)

λn

−µn

)
xi.

Nesunku patikrinti, kad koeficientai priexi, i = 1, . . . , n − 1, yra neneigiami ir visų
jų suma yra 1. Parodėme, kadx yra baigtinio rinkinio{x, . . . , xn−1} iškilas darinys
Jei n − 1 = d + 1, tai įrodymas baigtas. Jein − 1 > d + 1, tai kartodami ankstes-
nius samprotavimus ir naudodami indukciją įrodome, kad yrax išreiškiamas rinkinio
{x1, . . . , xd+1} iškilu dariniu.

Atskyrimo teorema Tokia teorema iškiloms nesikertančioms aiḃems teigia, kad egzis-
tuoja jas skirianti hiperplokštuma, t. y. viena iš aibių yra vienoje hiperplokštumos pusėje,
o antra yra kitoje puṡeje. Tiksliau, tegulA ir B yra dvi nesikertaňcios iškilos aiḃes eu-
klidinėje erdv̇eje Rd. Tuomet egzistuoja toks nenulinis vektoriusp ∈ Rd ir realusis
skaǐciusα, kad

sup{p·x : x ∈ B} ≤ α ≤ inf{p·x : x ∈ A}.
Šiuo atveju aibesA ir B skiriaňcioji hiperplokštuma yra{x ∈ Rd : p·x = α}.

Šios atskyrimo teoremos įrodymą pradėsime pagalbiniu teiginiu.

2.100 lema.Tarkime, kadC ⊂ Rd yra netuščia uždara ir iškila aibė. Tuomet egzistuoja
toksx0 ∈ C, kad

x0·x ≥ |x0|2 kiekvienamx ∈ C. (2.61)

Įrodymas.Jei0 ∈ C, tai (2.61) galioja sux0 = 0. Tarkime, kad0 6∈ C. TegulB yra
toks uždaras rutulys su centru nulyje, kurio sankirta suC yra netuš̌cia. TuometB∩C yra
netuš̌cias kompaktas. Kadangi funkcijax 7→ |x|, x ∈ Rd, tolydi, tai ji įgyja minimumą
aibėjeB ∩C, t. y. egzistuoja toksx0 ∈ C ∩B, kad|x| ≥ |x0| visiemsx ∈ C ∩B (2.65
teorema). Tuo labiau ši nelygybė galioja visiemsx ∈ C.

KadangiC yra iškila, tai kiekvienamx ∈ C ir λ ∈ [0, 1], λx + (1 − λ)x0 ∈ C ir
todėl

|x0|2 ≤ |x0 + λ(x− x0)|2 = |x0|2 + 2λx0·(x− x0) + λ2|x− x0|2.
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Pertvarkę šią nelygybę, gauname, kad

x0·(x− x0) ≥ −λ|x− x0|2/2

kiekvienamx ∈ C ir λ ∈ [0, 1]. Jei egzistuojax ∈ C toks, kadx0·(x − x0) < 0, tai
pasirinkę pakankamai mažąλ ∈ (0, 1] gauname prieštarą pastarajai nelygybei. Todėl
x0·(x− x0) ≥ 0 kiekvienamx ∈ C, kas ir įrodo (2.61).

Dabar jau galime įrodyti miṅetąją atskyrimo teoremą.

2.101 teorema.Tarkime, kad aibėsA,B ⊂ Rd yra netuščios, iškilos ir nesikerta.
Tuomet egzistuoja toks vektoriusp ∈ Rd \ {0}, kad

sup{p·x : x ∈ B} ≤ inf{p·x : x ∈ A}. (2.62)

Įrodymas.Teoremą įrodyti pakanka tuo atveju, kaiB = {0}. Iš tikro, aiḃe A − B yra
iškila ir nesikerta su aibe{0}. Jei egzistuojap ∈ Rd \{0} toks, kadp·(x−y) ≥ p·0 = 0
visiemsx ∈ A ir y ∈ B, tai galioja (2.62).

Taigi tarkime, jogA yra tokia iškila aiḃe, kad0 6∈ A. Kiekvienamx ∈ A aibė

Fx := {p ∈ Rd : |p| = 1 ir p·x ≥ 0}
yra netuš̌cia ir uždara. Tegul{x1, . . . , xk} ⊂ A. Tada aiḃe

C :=
{

x =
k∑

i=1

λixi :
k∑

i=1

λi = 1 ir λi ≥ 0
}

yra uždara iškila ir0 6∈ C. Remiantis2.100lema, egzistuoja toksp ∈ Rd, kad |p| = 1
ir p·xi > 0 kiekvienami ∈ {1, . . . , k}. Toḋel p ∈ ⋂{Fxi : i = 1, . . . , k}. Kadangi
kiekvienasFx yra kompaktiṅes aiḃes{p ∈ Rd : |p| = 1} poaibis ir šeima{Fx : x ∈ A}
turi baigtiṅes sankirtos savybę, tai

⋂{Fx : x ∈ A} 6= ∅ (2.59teorema). Bet kuriam šios
sankirtos elementuip galioja savyḃesp 6= 0 ir p·x ≥ 0 kiekvienamx ∈ A; tai ir reikėjo
įrodyti.

Šiame vadov̇elyje naudojamas toks atskyrimo teoremos variantas.

2.102 išvada.Tarkime, kad aibėW ⊂ Rd yra iškila ir W ∩ Rd
++ = ∅. Tada egzistuoja

toksp ∈ Rd
+ \ {0}, kadp·w ≤ 0 kiekvienamw ∈ W .

Įrodymas.TegulA := Rd
+ −W . Remiantis2.7 teiginiu,A yra iškila aiḃe ir jai neprik-

lauso nulis. Remiantis2.101teorema suB = {0}, egzistuoja toks vektoriusp ∈ Rd, kad
p 6= 0 ir p·x ≥ 0 kiekvienamx ∈ A. Pastaroji savyḃe reiškia, kad

p·v ≥ p·w bet kuriemsv ∈ Rd
+ ir w ∈ W .

Kai v = 0, gaunamep·w ≤ 0 kiekvienamw ∈ W . Kai v = λei, λ > 0, i ∈ {1, . . . , d}
ir w ∈ W , tai λpi = λp·ei ≥ p·w bet kuriamλ > 0 ir todėl pi ≥ 0. Tokiu b ūdu
p ∈ Rd

+ \ {0}; tai ir reikėjo įrodyti.
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Funkcijos iškilumas ir įgaubtumas

2.103 apibṙežtis. Tarkime, kadX – netuš̌cia iškiloji euklidinės erdv̇es aiḃe. Funkcija
f : X → R vadinama

(a) iškiląja, jei bet kuriems skirtingiemsx1, x2 ∈ X ir kiekvienamλ ∈ (0, 1) galioja

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2);

(b) griežtai iškila,jei iškilumo savyḃeje nelygyḃe yra griežta;

(c) įgaubtąja, jei bet kuriems skirtingiemsx1, x2 ∈ X ir kiekvienamλ ∈ (0, 1)
galioja

f(λx1 + (1− λ)x2) ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2); (2.63)

(d) griežtai įgaubta,jei įgaubtumo savyḃeje nelygyḃe yra griežta.

Kvazi–iškilosios ir kvazi–įgaubtosios funkcijos Dar labiau nei iškilosios ir įgaubto-
sios funkcijos ekonomiṅeje analiżeje yra svarbios kvazi–iškilosios ir kvazi–įgaubtosios
funkcijos.

2.104 apibṙežtis. Tarkime, kadX – netuš̌cia iškiloji euklidinės erdv̇es aiḃe. Funkcija
f : X → R vadinama

(a) kvazi–iškiląja,jei bet kuriems skirtingiemsx1, x2 ∈ X ir kiekvienamλ ∈ (0, 1)

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ max{f(x1), f(x2)};

(b) griežtai kvazi–iškila,jei kvazi–iškilumo savyḃe galioja su griežta nelygybe;

(c) kvazi–įgaubtąja,jei bet kuriems skirtingiemsx1, x2 ∈ X ir kiekvienamλ ∈ (0, 1)

f(λx1 + (1− λ)x2) ≥ min{f(x1), f(x2)};

(d) griežtai kvazi–įgaubta,jei kvazi–įgaubtumo savyḃe galioja su griežta nelygybe.

Jei funkcija yra įgaubta, tai ji yra kvazi–įgaubta (2.4.2 pratimas). Teiginys priešinga
kryptimi nėra teisingas. Pavyzdžiui, funkcijaf(x) = x2, x ∈ R+, yra kvazi–įgaubta,
bet ṅera įgaubta.

2.105 teiginys. Tarkime, kadX – netuščia iškiloji euklidinės erdvės aibė. Funkcija
f : X → R yra

(a) įgaubta tada ir tik tada, kai aibėC := {(x, α) ∈ X × R : f(x) ≥ α} iškila;

(b) iškila tada ir tik tada, kai aibėK := {(x, α) ∈ X × R : f(x) ≤ α} iškila;
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(c) kvazi–įgaubta tada ir tik tada, kai aibėCα := {x ∈ X : f(x) ≥ α} iškila
kiekvienamα ∈ R;

(d) kvazi–iškila tada ir tik tada, kai aibėKα := {x ∈ X : f(x) ≤ α} iškila kiekvien-
amα ∈ R.

Įrodymas.TegulC yra iškila,x1, x2 ∈ X ir λ ∈ (0, 1). Kadangi(x1, f(x1)) ∈ C ir
(x2, f(x2)) ∈ C, tai

λ
(
x1, f(x1)

)
+(1−λ)

(
x2, f(x2)

)
=

(
λx1 +(1−λ)x2, λf(x1)+ (1−λ)f(x2)

) ∈ C,

t. y. galioja (2.63). Atvirkščiai, tegulf yra įgaubta,(xk, αk) ∈ C, k = 1, 2, ir λ ∈
(0, 1). Tada

f(λx1 + (1− λ)x2) ≥ λ1f(x1) + (1− λ)f(x2) ≥ λα1 + (1− λ)α2,

t. y. λ(x1, α1) + (1− λ)(x2, α2) ∈ C. Taigi teiginys(a) įrodytas. Likusių teiginių(b),
(c) ir (d) įrodymas panašus ir paliekamas skaitytojui.

Kiekviena iškiloji funkcija yra tolydi (2.7.4 pratimas). Kaip rodo pavyzdysf(x) =
|x|, x ∈ R, iškiloji funkcija neprivalo b ūti diferencijuojama. Tačiau intervaleJ apibṙež-
tos funkcijos iškilumo savyḃe garantuoja jos vienpusį diferencijuojamumą kiekviename
vidiniameJ taške. Priminsime, kad funkcijosf : J → R kairinė ir dešiniṅe išvestiṅes
taškex ∈ J (galinčiu b ūti intervalo galu) apibrėžtos atitinkamai lygyḃemis

f ′−(x) := lim
u↑0

f(x + u)− f(x)
u

ir f ′+(x) := lim
v↓0

f(x + v)− f(x)
v

,

jei egzistuoja nurodytos ribos, kuru ↑ 0, kai u < 0 ir u → 0, o v ↓ 0, kai v > 0
ir v → 0. Nesunku patikrinti, kadf yra diferencijuojama taškex tada ir tik tada, kai
taškex egzistuoja abi vienpusės išvestiṅes ir jos yra lygios (žr. (2.39) sąryšį). Be to,
f ′(x) = f ′−(x) = f ′+(x).

2.106 lema. Tegul J yra intervalas ir f : J → R yra iškila funkcija. Tada galioja
teiginiai:

(a) jei r, s, t ∈ J ir r < s < t, tai

f(s)− f(r)
s− r

≤ f(t)− f(r)
t− r

≤ f(t)− f(s)
t− s

;

(b) jei x yra vidinisJ taškas, tai egzistuoja dešininė išvestinėf ′+(x), kairinė išvestinė
f ′−(x) ir galioja nelygybėf ′−(x) ≤ f ′+(x);

(c) jei f yra diferencijuojama taškey ∈ J , tai visiemsx ∈ J galioja nelygybė

f ′(y)(x− y) ≤ f(x)− f(y);
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(d) jei x ir y yra vidiniai J taškai irx < y, tai f ′+(x) ≤ f ′−(y).

Įrodymas.Naudodamiesi tapatybe

s =
t− s

t− r
r +

s− r

t− r
t,

ir funkcijosf iškilumu, gauname nelygybę

f(s) ≤ t− s

t− r
f(r) +

s− r

t− r
f(t),

iš kurios ir išplaukia teiginys(a).
Teiginio (b) įrodymui imkime vidinį J taškąx. Egzistuoja toksε > 0, kad (x −

ε, x + ε) ⊂ J . Tegul−ε < u1 < u2 < 0 < v2 < v1 < ε. Tada remdamiesi(a),
gauname

f(x + u1)− f(x)
u1

≤ f(x + u2)− f(x)
u2

≤ f(x + v2)− f(x)
v2

≤ f(x + v1)− f(x)
v1

.

Tai reiškia, kad funkcijau 7→ [f(x + u)− f(x)]/u, u ∈ (−ε, 0), nemaž̇eja ir apṙežta iš
viršaus, kaiu ↑ 0, o funkcijav 7→ [f(x + v) − f(x)]/v, v ∈ (0, ε), nediḋeja ir apṙežta
iš apǎcios, kaiv ↓ 0. Toḋel egzistuoja vienpusės išvestiṅesf ′−(x) ir f ′+(x), bei galioja
teiginio (b) nelygyḃe.

Įrodykime (c). Jeix > y, tai remdamiesi(a) su r = y, t = x ir kintančiu s ↓ y,
gauname

f ′(y) ≤ f(x)− f(y)
x− y

.

Analogiškai, jeiy > x, tai remdamiesi(a) sur = x, t = y ir kintančiu s ↑ y, gauname

f(y)− f(x)
y − x

≤ f ′(y).

Teiginys(c) dabar išplaukia iš pastarųjų dviejų nelygybių.
Paskutiniam lemos teiginiui įrodyti remsimės nelygybe

f(s)− f(r)
s− r

≤ f(s)− f(t)
s− t

,

lengvai gaunama iš(a). Kai r = x, t = y ir x < s < y, tai pažyṁejęv := s − x ir
u := s− y turime

f(x + v)− f(x)
v

≤ f(y + u)− f(y)
u

.

Be to, remiantis teiginio(b) įrodymu, kaiṙe šios nelygyḃes puṡe yra≥ f ′+(x), o dešiṅe
yra≤ f ′−(y). Taigi galioja teiginys(d). Lema visiškai įrodyta.
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2.107 teorema.TegulJ yra atviras intervalas irf : J → R. Tada galioja teiginiai:

(a) jei f diferencijuojama intervaleJ , tai ji iškila tada ir tik tada, kai išvestinėf ′

nemažėja intervaleJ ;

(b) jei f yra išC2 klasės intervaleJ , tai ji iškila tada ir tik tada, kai antroji išvestinė
f ′′ neneigiama intervaleJ .

Įrodymas. Įrodysime(a). Tegulf yra diferencijuojama ir iškila intervaleJ . Tadaf ′ =
f ′− = f ′+. Remiantis2.106lemos(d) teiginiu,f ′(x) ≤ f ′(y) kai tik x < y, t. y. išvestiṅe
f ′ nemaž̇eja intervaleJ . Tarkime atvirkš̌ciai, kadf ′ nemaž̇eja intervaleJ . Funkcijosf
iškilumui įrodyti pakanka patikrinti, kad su bet kuriaisu, v ∈ J , u < v, visas funkcijos
f grafikas, esantis virš intervalo[u, v], yra žemiau atkarpos, jungiančios taškus(u, f(u))
ir (v, f(v)), t. y. visiemsx ∈ (u, v)

f(x) ≤ f(v)− f(u)
v − u

(x− u) + f(u). (2.64)

Kadangi diferencijuojama funkcijaf yra tolydi, tai remiantis vidurinių reikšmių teorema
(2.46), galima rasti tokįθ ∈ (u, v), kad

f ′(θ) =
f(v)− f(u)

v − u
.

Pirma tarkime, kadu < x ≤ θ. Dar kartą remdamiesi vidurinių reikšmių teorema,
randame tokįθx ∈ (u, x), kad

f(x)− f(u) = f ′(θx)[x− u] ≤ f ′(θ)[x− u],

nesf ′ nemaž̇eja pagal prielaidą. Pastaroji nelygybė sutampa su norima nelygybe (2.64).
Kitu atveju, kaiθ ≤ x < v, taip pat randame tokįθx ∈ (x, v), kad

f(x)− f(u) = f(v)− f(u)− f ′(θx)[v − x] ≤ f(v)− f(u)− f ′(θ)[v − x].

Pastaroji nelygyḃe taip pat sutampa su norima nelygybe (2.64). Teiginio (a) įrodymas
baigtas.

Įrodysime teiginį(b). Pirmiausia tarkime, kadf yra išC2 klaṡes ir iškila intervale
J . Šiuo atveju naudosiṁes Teiloro formule (2.56) atvejun = m = 1 ir U = J . Tegul
x ∈ J , ir u > 0 yra toks, kadx + u ir x− u priklausoJ . Tada

f(x + u)− f(x) = f ′(x)u +
1
2
f ′′(x)u2 + o(u2)

ir

f(x− u)− f(x) = −f ′(x)u +
1
2
f ′′(x)u2 + o(u2).
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Suḋeję ir pertvarkę gautą išraišką, turime

f ′′(x) = lim
u→0

[
f(x + u)− 2f(x) + f(x− u)

]
/u2.

Kadangif yra iškila, tai

f(x + u)− 2f(x) + f(x− u)

= 2
[1
2
f(x + u) +

1
2
f(x− u)− f

(1
2
(x + u) +

1
2
(x− u)

)] ≥ 0

kiekvienam leistinamu > 0. Peṙeję prie ribos, gaunamef ′′(x) ≥ 0. Dabar tarkime
atvirkš̌ciai, kadf ′′ neneigiama intervaleJ . Tegul u, v ∈ J , u < v, λ ∈ (0, 1) ir
x := λu + (1 − λ)v. Remiantis vidurinių reikšmių teorema (2.46), randame tokius
θ1 ∈ (u, x), θ2 ∈ (x, v) ir θ3 ∈ (θ1, θ2), kad

λf(u) + (1− λ)f(v)− f(x)
= λ[f(u)− f(x)] + (1− λ)[f(v)− f(x)]
= λf ′(θ1)(u− x) + (1− λ)f ′(θ2)(v − x)
= λf ′(θ1)(1− λ)(u− v) + (1− λ)f ′(θ2)λ(v − u)
= λ(1− λ)(v − u)[f ′(θ2)− f ′(θ1)]
= λ(1− λ)(v − u)(θ2 − θ1)f ′′(θ3) ≥ 0,

t. y.f(λu+(1−λ)v) ≤ λf(u)+(1−λ)f(v). Taigif yra iškila; tai ir reik̇ejo įrodyti.

Galiausiai apib ūdinsime iškilas ir įgaubtas funkcijas.

2.108 teorema.TegulU ⊂ Rn yra atvira ir iškila aibė,f : U → R yra iš C2 klasės, o
Hf(x) yra funkcijosf Hesse’s matrica taškex ∈ U . Funkcijaf yra

(a) įgaubta aibėjeU tada ir tik tada, kaiHf(x) yra neigiamai pusapibrėžtė kiekvien-
amx ∈ U ;

(b) griežtai įgaubta aibėjeU kai Hf(x) yra neigiamai apibrėžta kiekvienamx ∈ U ;

(c) iškila aibėjeU tada ir tik tada, kaiHf(x) yra teigiamai pusapibrėžtė kiekvienam
x ∈ U ;

(d) griežtai iškila aibėjeU kai Hf(x) yra teigiamai apibrėžta kiekvienamx ∈ U .

Įrodymas. Įrodysime tik teiginį(a), nes kitų trijų įrodymai panaš ūs. Funkcijaf yra
įgaubta aiḃejeU tada ir tik tada, kaif yra įgaubta kiekvienoje aiḃesU atkarpoje. Pas-
taroji sąlyga ekvivalenti tam, kad įgaubta yra funkcijag(λ) := f(y + λz) atvirame
intervale{λ ∈ R : y + λz ∈ U} kiekvienamy ∈ U ir z ∈ Rn. Du kartus pasinaudoję
kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.44), gauname lygybę

g′′(λ) = z·(Hf(x)z
)

= ztHf(x)z, x = y + λz, y ∈ U, z ∈ Rn.
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Funkcija g yra įgaubta tada ir tik tada, kai funkcija−g yra iškila. Toḋel remiantis
2.107(b) teorema, kiekvienamy ∈ U ir z ∈ Rn, g yra įgaubta tada ir tik tada, kai
z·(Hf(g(λ))z

) ≤ 0, o tai pagal2.49apibṙežimą reiškia, kad teorema yra įrodyta.

Sakykime, kadU ⊂ Rn yra atvira aiḃe. C2 klaṡes funkcijosf : U → R Hesse’s
matricos taškex ∈ U elementų sudaryti determinantai

Mkf(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

D1D1f(x) D1D2f(x) · · · D1Dkf(x)
D2D1f(x) D2D2f(x) · · · D2Dkf(x)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DkD1f(x) DkD2f(x) · · · DkDkf(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, . . . , n,

vadinami Hesse’s matricosnuosekliaisiais pagrindiniais minorais. Jei indeksų junginį
{i, j, . . . , k} sudarok skaǐcių iš aiḃes{1, 2, . . . , n}, tai determinantai

M̃kf(x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣

DiDif(x) DiDjf(x) · · · DiDkf(x)
DjDif(x) DjDjf(x) · · · DjDkf(x)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
DkDif(x) DkDjf(x) · · · DkDkf(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, . . . , n,

vadinami Hesse’s matricospagrindiniais minorais. DeterminantaĩMkf(x) atitinkantys
tą pǎcią indeksų aibę{i, j, . . . , k} turi vienodą ženklą. Išvardinsime apibrėžtas sąvokas
atvejun = 2:

Hf(x) =
[
D1D1f(x) D1D2f(x)
D2D1f(x) D2D2f(x)

]
, M1f(x) = D1D1f(x),

M2f(x) =
∣∣∣∣

D1D1f(x) D1D2f(x)
D2D1f(x) D2D2f(x)

∣∣∣∣ , M̃1f(x) = D1D1f(x) ir D2D2f(x),

M̃2f(x) =
∣∣∣∣

D1D1f(x) D1D2f(x)
D2D1f(x) D2D2f(x)

∣∣∣∣ ir

∣∣∣∣
D2D2f(x) D2D1f(x)
D1D2f(x) D1D1f(x)

∣∣∣∣ .

Dabar galime suformuluoti b ūtinas ir pakankamas sąlygas tam, kad funkcija b ūtų iškila
ir įgaubta.

2.109 teorema.TegulU ⊂ Rn yra atvira aibė,f : U → R yra išC2 klasės, oMkf(x)
ir M̃kf(x), k = 1, . . . , n, yra Hesse’s matricos taškex ∈ U nuoseklieji pagrindiniai
minorai ir pagrindiniai minorai. Funkcijaf yra

(a) įgaubta tada ir tik tada, kai visiems pagrindiniams minorams nelygybėsM̃1f(x)≤
0, M̃2f(x) ≥ 0, . . . , (−1)nM̃nf(x) ≥ 0 galioja kiekvienamx ∈ U .

(b) griežtai įgaubta kai nelygybėsM1f(x) < 0, M2f(x) > 0, . . . , (−1)nMnf(x) >
0 galioja kiekvienamx ∈ U .
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(c) iškila tada ir tik tada, kai visiems pagrindiniams minorams nelygybėsM̃1f(x) ≥
0, M̃2f(x) ≥ 0, . . . , M̃nf(x) ≥ 0 galioja kiekvienamx ∈ U .

(d) griežtai iškila kai nelygybėsM1f(x) > 0, M2f(x) > 0, . . . , Mnf(x) > 0 galioja
kiekvienamx ∈ U .

Pratimai

1. Įrodyti 2.98teiginį.

2. Įrodyti: jei funkcija yra įgaubta, tai ji yra kvazi–įgaubta.

3. Įrodyti 2.105(b), (c) ir (d) teiginius.

4. TegulX ⊂ Rn yra iškila aiḃe, of : X → R yra iškila funkcija. Įrodyti, kadf yra
tolydi kiekviename vidiniameX aibės taške.

5. Įrodyti, kad funkcijaf su reikšṁemisf(x) = xp, x > 0, 1 < p < ∞, yra griežtai
iškila.

6. Įrodyti, kad funkcijaf su reikšṁemisf(x) = xp, x > 0, 0 < p < 1, yra griežta
įgaubta.

7. Įrodyti, kad funkcijaf su reikšṁemisf(x) = log x, x > 0, yra įgaubta.

8. Atsakyti į klausimą: ar funkcijau su reikšṁemis

u(x) := xε
1x

1−ε
2 , x = (x1, x2) ∈ R2

++, 0 < ε < 1,

yra griežtai įgaubta?

2.8 Optimizavimas

Šiame skyrelyje funkcijos maksimumo ir minimumo paieškos problema sprendžiama
diferencijuojamoms funkcijoms. Su šia problema susiduriama sprendžiant vadovėly-
je nagriṅejamas vartotojo optimalaus pasirinkimo ir gamintojo pelno maksimizavimo
problemas.

Praḋesime nuo funkcijos maksimumo ir minimumo taško paieškos visoje jos api-
brėžimo srityje, vadindami tokį tašką besąlyginiu ekstremumu. Jei maksimumo ar min-
imumo taškas tenkina papildomą sąlygą, tai jį vadinsime sąlyginiu ekstremumu. Tokia
sąlyga vartotojo optimalaus pasirinkimo problemomje gali b ūti biudžeto aibė arba jos
kraštas.
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Besąlyginiai ekstremumai

2.110 apibṙežtis. Sakykime, kadX ⊂ Rd ir f : X → R. Taškasx∗ ∈ X vadinamas
funkcijosf lokaliojo maksimumo tašku,jei egzistuoja toks atvirasis rutulysB(x∗, ε) su
spinduliuε > 0, kadf(x∗) ≥ f(x) visiemsx ∈ B(x∗, ε) ∩ X. Funkcijosf lokaliojo
minimumo taškoapibṙežimą gausime, nelygybę tarpf(x) ir f(x∗) pakeitę priešinga.
Lokaliojo maksimumo ir lokaliojo minimumo taškai vadinamilokaliojo ekstremumo
taškais.

B ūtina funkcijos, jei tik ji diferencijuojama, ekstremumo egzistavimo sąlyga formu-
luojama remiantis gradientu (2.72apibṙežimas ir2.77išvada).

2.111 teorema.Sakykime, kadX ⊂ Rd yra atvira ir f : X → R. Jeix∗ yra funkcijosf
lokaliojo ekstremumo taškas irf yra diferencijuojama taškex∗, tai

∇f(x∗) = (D1f(x∗), . . . , Ddf(x∗)) = 0.

Įrodymas.Atveju d = 1 tai yra2.83lemos teiginys. Tarkime, kadd > 1, x∗ = (x∗i ) ir
prisiminkime daliṅes išvestiṅes apibṙežimą2.75. Kiekvienami ∈ {1, . . . , d} ir t ∈ R iš
nulio aplinkos tegul

gi(t) := f(x∗1, . . . , x
∗
i−1, t, x

∗
i+1, . . . , x

∗
d).

Tadagi yra diferencijuojama taškex∗i ir g′i(x
∗
i ) = Dif(x∗). Jei x∗ yra f lokalusis

ekstremumas, taix∗i yra gi lokalusis ekstremumas ir todėl pagal pimąją įrodymo dalį
Dif(x∗) = 0. Kadangi tai galioja kiekvienami,∇f(x∗) = 0.

Pastarojoje teoremoje suformuluota b ūtinoji ekstremumo egzistavimo sąlyga nėra
pakankama, kaip rodo toks pavyzdys:f(x) = x3, x ∈ R, f ′(0) = 0 bet0 nėra funkcijos
f lokaliojo ekstremumo taškas. Tačiau kiekvienas taškas, kuriame funkcijos gradientas
lygus nuliui, vadinamaskritiniu.

Pakankamoms ekstremumo egzistavimo sąlygoms formuluoti naudosimės teigiamai
ir neigiamai apibṙežtos matricos (2.49apibṙežimas) bei Hesse’s matricos (2.97apibṙeži-
mas) sąvokomis.

2.112 teorema.Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira ir iškila aibė,f : U → R yra iš C2

klasės irx∗ ∈ U yra f kritinis taškas, t. y.∇f(x∗) = 0. Jei Hesse’s matricaHf(x∗)
yra

(a) teigiamai apibrėžta, taix∗ yra f lokaliojo minimumo taškas;

(b) neigiamai apibrėžta, taix∗ yra f lokaliojo maksimumo taškas;

(c) neapibrėžta, taix∗ nėraf lokaliojo ekstremumo taškas.
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Įrodymas. Įrodysime teiginį(a). Tarkime, kad Hesse’s matricaHf(x∗) yra teigiamai
apibṙežta. Pagal Teiloro formulę (2.58), bet kuriamx ∈ Rd \ {0}, jei tik x∗ + x ∈ U , tai

f(x∗ + x)− f(x∗) = |x|2
(

1
2
(
Hf(x∗)

x

|x|
)· x

|x| +
γ(x∗, x)
|x|2

)
. (2.65)

Be to, |γ(x∗, x)|/|x|2 → 0, kai |x| → 0. Kadangix/|x| ∈ Sd−1 priklauso sferai
Sd−1, o Sd−1 yra kompaktas, tai tolydžioji funkcijaSd−1 3 s 7→ (Hf(x∗)s)·s įgyja
minimalią reikšmę (2.65teorema). Remiantis teigiamo apibrėžtumo prielaida egzistuoja
toks m > 0, kad (Hf(x∗)s)·s ≥ m kiekvienams ∈ Sd−1. Kadangix pakankamai
mažiems,|γ(x∗, x)|/|x|2 < m/2, tai visiems tokiemsx dešiṅe lygyḃes (2.65) puṡe yra
teigiama, t. y.x∗ yraf lokaliojo minimumo taškas.

Teiginio (b) įrodymas yra simetriškas ir todėl praleidžiamas. Įrodydami teiginį(c)
imkime tokius vektoriusx1 ir x2 išRd, kad(Hf(x∗)x1)·x1 > 0 ir (Hf(x∗)x2)·x2) < 0.
Dar kartą pagal Teiloro formulę (2.58) kiekvienamt > 0 galioja toks sąryšis:

f(x∗ + txk)− f(x∗) = t2
(

1
2
(
Hf(x∗)xk

)·xk + |xk|2 γ(x∗, txk)
|txk|2

)
.

Kadangi|γ(x∗, txk)|/|txk|2 → 0, kai t ↓ 0, tai pakankamai mažamt > 0 dešiṅe šio
sąryšio puṡe yra teigiama, kaik = 1, ir neigiama, kaik = 2. Taigi x∗ nėraf lokaliojo
ekstremumo taškas.

2.113 teorema.Tarkime, kadU ⊂ Rn yra atvira aibė,f : U → R yra iš C2 klasės ir
x∗ ∈ U yra f lokaliojo ekstremumo taškas. Tada

(a) jei x∗ yra f lokaliojo maksimumas taškas, tai Hesse’s matricaHf(x∗) yra neigia-
mai pusapibrėžta;

(b) atvirkščiai, jei Hesse’s matricaHf(x∗) yra neigiamai apibrėžta, tai egzistuoja
tokie atvirasis rutulysB(x∗, ε) ir skaičiusθ > 0, kad visiemsx ∈ B(x∗, ε)

f(x∗) ≥ f(x) + θ|x− x∗|2.

Pastarojoje besąlyginio ekstremumo charakterizacijoje Hesse’s matricos neigiamas
pusapibṙežtumas vadinamasb ūtinąja antrosios eilės sąlyga, o Hesse’s matricos neigia-
mas apibṙežtumas vadinamaspakankamąja antrosios eilės sąlyga.

Globalieji ekstremumai

2.114 apibṙežtis. Sakykime, kadX ⊂ Rd ir f : X → R. Taškasx∗ ∈ X vadinamas
funkcijosf globaliojo maksimumo tašku,jei f(x∗) ≥ f(x) visiemsx ∈ X. Funkcijos
f globaliojo minimumo taškoapibṙežimą gausime, nelygybę tarpf(x) ir f(x∗) pakeitę
priešinga. Globaliojo maksimumo ir globaliojo minimumo taškai vadinamiglobaliojo
ekstremumotaškais.
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Akivaizdu, kad kiekvienas globalus maksimumas yra ir lokalus maksimumas. Tačiau
atvirkš̌cias teiginys apskritai gali neb ūti teisingas. Remiantis kita teorema šis teiginys
teisingas, jei funkcija yra įgaubta. Analogišką teoremą galima įrodyti minimumo taškui,
kai funkcija yra iškila.

2.115 teorema.Tarkime, kadX ⊂ Rd yra iškila aibė ir funkcijaf : X → R yra įgaubta.
Jei x∗ ∈ X yra f lokaliojo maksimumo taškas, tai jis yra ir globaliojo maksimumo
taškas aibėjeX.

Įrodymas.Tarkime, kadx∗ nėra funkcijosf globaliojo maksimumo taškas aibėje X.
Tada egzistuoja tokŝx ∈ X, kadf(x̂) > f(x∗). Be to, kiekvienamλ ∈ (0, 1), iškilasis
darinysxλ := λx̂ + (1− λ)x∗ ∈ X, ir

f(xλ) ≥ λf(x̂) + (1− λ)f(x∗) > f(x∗).

Kai λ → 0, taixλ → x∗, ir todėlxλ priklausys bet kuriai kiek norint mažaix∗-o aplinkai,
kas prieštaraujax∗-o lokaliajam maksimalumui. Ši prieštara įrodo teoremą.

Sąlyginiai ekstremumai

2.116 teorema (Atvirkštinės funkcijos). Tarkime, kadf : Rd → Rd yra iš C1 klasės
tokioje atvirojoje aibėje, kuriai priklausoa ir Jacobi’o matricosJf(a) determinantas
nėra lygus nuliui. Tada egzistuoja tokia atviroji aibėU , kuriai priklausoa, ir egzistuoja
tokia atviroji aibėV , kuriai priklausof(a), kad funkcijaf : U → V turi diferencijuo-
jamą atvirkštinęf−1 : V → U , ir

Df−1(y) = [Df(f−1(y))]−1, y ∈ V. (2.66)

Įrodymas.TegulL := Df(a) : Rd → Rd. Kadangi Jacobi’o matricosJf(a) determi-
nantas ṅera lygus nuliui, tai egzistuoja atvirkštinė tiesiṅe funkcijaL−1 : Rd → Rd (2.48
teorema). Remiantis kompozicijos diferencijavimo taisykle ir teiginiu2.74(a), galioja
lygybės

D(L−1◦f)(a) = DL−1(f(a))◦Df(a) = L−1◦Df(a) = 1Rd .

Kadangif = L◦(L−1◦f), tai remiantis2.41išvada teoremą pakanka įrodyti funkcijai
L−1◦f . Toḋel neprarasdami bendrumo galime laikyti, kadL = Df(a) = 1Rd .

Jeix yra toks, kadf(a + x) = f(a), tai
∣∣f(a + x)− f(a)− L(x)|/|x| = |x|/|x| = 1.

Tačiau kaiṙe šių lygybių puṡe privalo arṫeti į nulį, jei |x| → 0. Toḋel egzistuoja tokia
atvira ir iškila aiḃeW , kuriai priklausoa, ir

f(x) 6= f(a), jei x ∈ U \ {a}. (2.67)
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Kadangif yra išC1 klaṡes, tai galime tarti, kad

detJf(x) 6= 0, jei x ∈ W . (2.68)

Remiantis vidurinių reikšmių teorema2.86, bet kuriemsx1, x2 ∈ W , pažyṁejush :=
x1 − x2,

∣∣f(x1)− x1 − [f(x2)− x2]
∣∣

≤ ∣∣f(x2 + h)− f(x2)−Df(x2)(h)
∣∣ +

∣∣Df(x2)(h)− L(h)
∣∣

≤ |h| sup
y∈[x2,x1]

∣∣Df(x2)−Df(y)
∣∣ + |h|∣∣Df(x2)− L

∣∣

Kadangi išvestiṅeDf tolydi, tai galime tarti, kad bet kuriemsx1, x2 ∈ W

∣∣f(x1)− x1 − [f(x2)− x2]
∣∣ ≤ (1/2)|x1 − x2|.

Iš čia, naudodamiesi euklidinės normos subadityvumu, gauname nelygybę

|x1 − x2| ≤ 2
∣∣f(x1)− f(x2)

∣∣ (2.69)

bet kuriemsx1, x2 ∈ W .
Kadangia yra atvirosios aiḃes W vidinis taškas, tai egzistuoja tokss > 0, kad

uždaras rutulysR(a, s) ⊂ W . TegulR := R(a, s), ir S := {y ∈ Rd : |y − a| = s}
yra to rutulio paviršius. Remiantis2.64teorema, kompaktiškos aibės vaizdasK := f [S]
tolydžiosios funkcijos atžvilgiu yra kompaktiška aibė. Aibei K nepriklauso vektorius
f(a) atsižvelgiant į (2.67) pasirinkimą. Toḋel atstumasr := d(f(a),K) := inf{y ∈
K : |y − f(a)|} > 0. TegulV := R(f(a), r/2) – atvirasis rutulys. Tada

|f(a)− y| < |f(x)− y|, jei y ∈ V ir x ∈ S. (2.70)

Įrodysime, kad kiekvienamy ∈ V egzistuoja toks vienintelisx ∈ R, kadf(x) = y.
Teguly = (yi) ∈ V ir kiekvienamx ∈ R(a, s) tegul

ϕ(x) := |f(x)− y|2 =
d∑

i=1

|fi(x)− yi|2.

Šiomis reikšṁemis apibṙežta funkcijaϕ : R(a, s) → R yra tolydi kompaktiškoje aiḃeje,
ir todėl joje įgyja bent vieną minimumą (2.65teorema). Tegulx ∈ R(a, s) yra minimu-
mo taškas. Jeix ∈ S, tai ϕ(a) < ϕ(x) remiantis (2.70). Toḋel x ∈ R ir, remiantis2.111
teorema,∇ϕ(x) = 0, t. y.

d∑

i=1

2(fi(x)− yi)Djfi(x) = 0
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kiekvienamj ∈ {1, . . . , d}. Kadangi matricos[Djfi(x)] determinantas nelygus nuliui
remiantis (2.68), tai fi(x) = yi su kiekvienui, t. y. f(x) = y. Tai, kad toksx yra
vienintelis, rodo (2.69). Be to,2.63(b) teiginio ḋeka,f−1[V ] yra atviroji aiḃe (̌cia f−1

yra atitiktis). TegulU := R ∩ f−1[V ]. Taigi įroḋeme, kad funkcijosf : U → V
atvirkštiṅe atitiktis yra funkcijaf−1 : V → U (2.38teorema).

Liko įrodyti, kadf−1 yra diferencijuojama aiḃejeV . Teguly ∈ V , x = f−1(y) ∈ U
ir L := Df(x) = Df(f−1(y)). Įrodysime, kadf−1 yra diferencijuojama taškey ir jos
išvestiṅe yraL−1. Kadangif yra diferencijuojama taškex, tai

∆f (x1 − x) := f(x1)− f(x)− L(x1 − x) = o(x1 − x), kai x1 ∈ V ir x1 → x.

KadangiL−1 yra tiesiṅe funkcija (2.48teorema), tai jos reikšṁe taške∆f (x1 − x) yra

L−1
(
∆f (x1 − x)

)
= L−1

(
f(x1)− f(x)

)− (x1 − x).

Ši lygybė, kai jojex ir x1 atitinkamai pakeǐciamef−1(y) = x ir f−1(y1) = x1, virsta
tokia:

∆f−1(y1− y) := f−1(y1)− f−1(y)−L−1(y1− y) = −L−1
(
∆f (f−1(y1)− f−1(y))

)
.

Panašiai iš (2.69) gauname nelygybę:|f−1(y1)− f−1(y)| ≤ 2|y1− y|, iš kurios, be kita
ko, išplaukia, kadf−1 yra tolydi funkcija. Toḋel išraiškos

|∆f−1(y1 − y)|
|y1 − y| =

|L−1
(
∆f (f−1(y1)− f−1(y))

)|
|f−1(y1)− f−1(y)|

|f−1(y1)− f−1(y)|
|y1 − y|

dešiṅeje puṡeje pirmasis santykis, kaiy1 → y, arṫeja į nulį, remiantis (2.34) funkcijai
L−1, o antrasis yra aprėžtas dvejetu. Taigif−1 yra diferencijuojama kiekviename taške
y ∈ V su išvestine (2.66); tai ir reikėjo įrodyti.

2.117 teorema (Neišreikštiṅes funkcijos). Tarkime, kadg : Rm × Rk → Rm yra iš
C1 klasės tokioje atviroje aibėje, kuriai priklausantis vektorius(u, v) yra toks, kad
g(u, v) = 0, ir determinantas matricos, sudarytos iš Jacobi’o matricosJg(u, v) pirmųjų
m stulpelių, nėra lygus nuliui. Tada egzistuoja atviroji aibėV ⊂ Rk, kuriai priklauso
v, egzistuoja atviroji aibėU ⊂ Rm, kuriai priklausou, ir kiekvienamy ∈ V egzistuoja
toks vienintelish(y) ∈ U , kadg(h(y), y) = 0, o funkcijah yra diferencijuojama.

Įrodymas.Kiekvienamx ∈ Rm ir y ∈ Rk tegul G(x, y) := (g(x, y), y). Funkcija
G : Rm × Rk → Rm × Rk yra diferencijuojama, o jos Jacobi’o matricosJG(u, v)
determinantas yra lygus determinantui, sudarytam išJg(u, v) pirmųjųm stulpelių, taigi
nėra lygus nuliui. Remiantis atvirkštinės funkcijos teorema (2.116teorema), egzistuoja
tokia atviroji aiḃe A × V ⊂ Rm × Rk, kuriai priklausoG(u, v) = (0, v), ir egzistuoja
tokia atviroji aiḃeU×B ⊂ Rm×Rk, kuriai priklauso(u, v), kad funkcijaG : U×B →
A × V turi diferencijuojamą atvirkštinę funkcijąF : A × V → U × B. Nesunku
patikrinti, kadF (x, y) = (f(x, y), y), kai (x, y) ∈ A × V , ir f : A × V → U yra
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diferencijuojama funkcija. Tegulπ : Rm×Rk → Rm yra projekcija įRm. Tadaπ◦G = g
ir

g(f(x, y), y) = g◦F (x, y) = (π◦G)◦F (x, y) = π◦(G◦F )(x, y) = π(x, y) = x

kiekvienam(x, y) ∈ A × V . Kadangi(0, v) ∈ A × V , gaunameg(f(0, y), y) = 0
visiemsy ∈ V . Reikšṁesh(y) := f(0, y) ∈ U , kai y ∈ V , apibṙežia norimą funkciją
h : V → U .

Tarkime, kadX ⊂ Rd, f : X → R ir g = (g1, . . . , gm) : X → Rm. Jei aiḃe

Mg := {x ∈ X : g(x) = 0} = g−1[0] (2.71)

netuš̌cia, tai ji vadinamaapribojimų aibe. Sąlyginio ekstremumo uždaviniu vadinama
paieška tokio taškox∗, kuris yra funkcijosf lokalus ekstremumas apribojimų aibėjeMg.
Nurodysime b ūtinas sąlyginio ekstremumo egzistavimo sąlygas tuo atveju, kai funkcijos
f ir g yra tolydžiai diferencijuojamos.

2.118 teorema.Sakykime, kad aibėX ⊂ Rd yra atvira, f : X → R yra iš C1 klasės,
g = (g1, . . . , gm) : X → Rm, 1 ≤ m < d, yra iš C1 klasės ir apribojimų aibė
(2.71) yra netuščia. JeiMg aibėje funkcijaf turi ekstremumo taškąx∗ ir vektoriai
∇g1(x∗), . . . ,∇gm(x∗) yra tiesiškai nepriklausomi, tai egzistuoja tokie realieji skaičiai
λ1, . . . , λm, kad

∇f(x∗) = λ1∇g1(x∗) + · · ·+∇gm(x∗). (2.72)

Įrodymas.Funkcijosg komponeňcių gradientų tiesinio nepriklausomumo sąlyga ekvi-
valenti tam, kad Jacobi’o matricos

Jg(x∗) =




D1g1(x∗) · · · Dng1(x∗)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D1gm(x∗) · · · Dngm(x∗)




rangas yram. Teoremą įrodysime tuo atveju, kai tiesiškai nepriklausomi yra šio Jacobi’o
matricos pirmiejim stulpeliai. Įrodymą papildyti kitais atvejais paliekame skaitytojui.

Tiesiṅe lygčių sistema

Djf(x∗) =
m∑

i=1

λiDjgi(x∗), j = 1, . . . , m, (2.73)

λi atžvilgiu turi vienintelį sprendinį(λ1, . . . , λm). Tai reiškia, kad (2.72) vektorių
lygybėje, pirmosm koordinǎcių yra lygios. Parodysime, kad galioja likusiosj =
m + 1, . . . , d lygybės.

Remiantis neišreikštiṅes funkcijos teorema (2.117teorema) funkcijaig, egzistuoja
atviroji aibė V ⊂ Rk, k := d −m, kuriai priklausov∗ := (x∗m+1, . . . , x

∗
m+k), ir tokia

diferencijuojama funkcijah : V → Rm, kadg(h(v), v) = 0 kiekvienamv ∈ V . Tegul
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H(v) := (h(v), v) ∈ Rd, v ∈ V . Tada kompozicijagi◦H ≡ 0 aibėjeV kiekvienam
i = 1, . . . , m. Taikydami kompozicijos diferencijavimo taisyklę (2.41), gauname

m∑

l=1

Dlgi(x∗)Djhl(v∗) + Djgi(x∗) = 0 (2.74)

kiekvienami = 1, . . . , m ir j = m+1, . . . , m+k = d. KadangiH(v) ∈ Mg kiekvien-
amv ∈ V , taiv∗ yra funkcijosf◦H besąlyginis ekstremumas aibėjeV . Remiantis2.111
teorema,∇(f◦H)(v∗) = 0. Dar kartą taikydami kompozicijos diferencijavimo taisyklę
(2.41), gauname, kad lygyḃes

0 = Dj(f◦H)(v∗) =
m∑

l=1

Dlf(x∗)Djhl(v∗) + Djf(x∗) (2.75)

galioja kiekvienamj = m + 1, . . . , d. Vietoje Dlf(x∗), l = 1, . . . ,m, pastarojoje
sumoje įstatę (2.73), po to sukeitę vietomis sumavimo tvarką ir įstatę (2.74), gauname,
kad lygyḃes

m∑

l=1

Dlf(x∗)Djhl(v∗) =
m∑

l=1

m∑

i=1

λiDlgi(x∗)Djhl(v∗)

=
m∑

i=1

λi

m∑

l=1

Dlgi(x∗)Djhl(v∗) = −
m∑

i=1

λiDjgi(x∗)

galioja kiekvienamj = m + 1, . . . , d. Kartu su (2.75) šios lygyḃes rodo, kad (2.73) taip
pat galioja, kaij = m + 1, . . . , d; tai ir reikėjo įrodyti.

Pastarosios teoremos b ūtinosios sąlyginio ekstremumo egzistavimo sąlygos dažnai
formuluojamos kitaip. Bet kuriems vektoriamsx = (x1, . . . , xd) ∈ X ⊂ Rd ir λ :=
(λ1, . . . , λm) ∈ Rm tegul

Lλ(x) ≡ L(x, λ) := f(x)−
m∑

j=1

λjgj(x).

Kiekvienamλ ∈ Rm šiomis reikšṁemis apibṙežta funkcijaLλ : X → R vadinama
Lagrangeo14 funkcija. Esant išpildytoms2.118 teoremos prielaidoms,d + m lygčių
sistemos 




D1L(x, λ) = D1f(x)−∑m
j=1 λjD1gj(x) = 0,

. . .
DdL(x, λ) = Ddf(x)−∑m

j=1 λjDdgj(x) = 0,

Dd+1L(x, λ) = −g1(x) = 0,
. . .
Dd+mL(x, λ) = −gm(x) = 0

(2.76)

14 Joseph Louis Lagrange – Žozefas Luji Lagranžas (1736–1813), pranc ūzų matematikas ir astronomas
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sprendimas leidžia rastif funkcijos sąlyginio ekstremumo taškąx∗ su apribojimų aibe
Mg. B ūtent sprendinys(x∗, λ) = (x∗1 . . . , x∗d, λ1, . . . , λm) apibṙežiax∗ koordinates.
Šio sprendinio skaičiai λ1, . . . , λm vadinamiLagrangeo daugikliais, o pats ekstremumo
radimo metodas sprendžiant (2.76) sistemą vadinamasLagrangeo daugiklių metodu.

Jei funkcijosf ir g yra du kartus tolydžiai diferencijuojamos, tai ekstremumo tipą
galima nustatyti pagal kitą teoremą.

2.119 teorema.Sakykime, kad aibėX ⊂ Rd atvira, f : X → R yra iš C2 klasės,
g : X → Rm, 1 ≤ m < d, yra išC2 klasės,x∗ ∈ Mg, vektoriai∇g1(x∗), . . . ,∇gm(x∗)
yra tiesiškai nepriklausomi, ir vektoriusλ ∈ Rm yra toks, kad

∇Lλ(x∗) =
(
Dif(x∗)−

m∑

j=1

λjDigj(x∗)
)

= 0.

Jei aibėje{x ∈ Rd : Jg(x∗)x = 0} Lagrangeo funkcijos Hesse’s matricaH Lλ(x∗) yra

(a) teigiamai apibrėžta, taix∗ yra f lokalusis minimumas aibėjeMg;

(b) neigiamai apibrėžta, taix∗ yra f lokalusis maksimumas aibėjeMg;

(c) neapibrėžta, taix∗ nėraf lokalusis ekstremumas aibėjeMg.

Kvadratin ė forma Likusioje šio skyriaus dalyje apib ūdinsime teigiamai apibrėžtas
kvadratines formas (2.49apibṙežimas).

2.120 teorema.Tarkime, kadn ∈ N+ ir A yra simetrinėn-tosios eilės kvadratinė ma-
trica. Egzistuoja tokia euklidinės erdvėsRn ortonormuota bazė(v1, . . . , vn) ir vektorius
(λ1, . . . , λn) ∈ Rn, kad kiekvienamk = 1, . . . , n,

Avk = λkvk.

Be to, galioja lygybės

min
k

λk = min{qA(x)/|x|2 : x ∈ Rn \ {0}} = min{qA(x) : x ∈ Sn−1},

kurSn−1 yra erdvėsRn vienetinė sfera. Analogiškos lygybės galioja, kaimin yra pakeis-
tasmax.

Įrodymas.Jein = 1, tai A = [λ] ir qA(x) = λx2, x ∈ R. Šiuo atveju teoremos teiginys
akivaizdžiai teisingas. Teiginį bet kuriamn įrodysime naudodami indukciją. Tarkime,
kadn ≥ 2, teiginys teisingas bet kuriain− 1-osios eil̇es simetrinei kvadratinei matricai,
ir tegulA yra simetriṅen-tosios eil̇es kvadratiṅe matrica.

ReikšṁesR(x) := qA(x)/|x|2 bet kuriemsx ∈ Rn\{0} apibṙežia funkcijąR : Rn\
{0} → R. KadangiR(tx) = R(x) kiekvienamt > 0 ir x ∈ Rn \ {0} (R yra pirmos
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eilės teigiamai homogeninė funkcija), visos funkcijosR reikšṁes įgyjamos ant sferos
Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}. Nesunku patikrinti, kadR tolydi ir Sn−1 kompaktiška, ir
todėl funkcijaR įgyja minimalią reikšmę kuriame nors taškevn ∈ Sn−1 (2.65teorema).
Dar kartą remiantis homogeniškumu, vektoriusvn yra funkcijosR ekstremumo taškas
visoje jos apibṙežimo srityjeRn \ {0}, kuri yra atvira aiḃe. Naudojantis2.6.5 pratimo
teiginiu ir 2.111teorema, galima įsitikinti, kadR yra diferencijuojama ir

0 = ∇R(vn) = 2Avn − 2(Avn·vn)vn,

t. y. Avn = λnvn suλn := Avn·vn = R(vn) = inf{R(x) : x ∈ Rn \ {0}}.
Tegul V := {x ∈ Rn : x·vn = 0}. Nesunku įsitikinti tuo, kadV yra (n − 1)-

matavimo tiesinisRn poaibis. Tegul{u1, . . . , un−1} yra ortonormuota bazė erdv̇ejeV
ir Q(uj) := e′j kiekvienamj ∈ {1, . . . , n−1}, kur (e′j) yra standartiṅe baże euklidiṅeje
erdv̇ejeRn−1. Tada funkcijaQ : V → Rn−1 yra tiesiṅe ir bet kuriemsx, y ∈ V , x·y =
Q(x)·Q(y); tokia funkcija vadinama ortogonalia. KadangiA yra simetriṅe matrica,
kiekvienamx ∈ V , galioja

Ax·vn = x·Avn = λn(x·vn) = 0,

ir todėl reikšṁesL(x) := Ax, x ∈ V , apibṙežia tiesinę funkcijąL : V → V . Vėl
nesunku įsitikinti tuo, kad kompozicijaK := Q◦L◦Q−1 : Rn−1 → Rn−1 yra savi-
jungė funkcija, ir toḋel ją atitinkanti(n − 1)-eilės matricaB := [K] yra simetriṅe.
Pagal indukcijos prielaidą egzistuoja tokia euklidinės erdv̇esRn−1 ortonormuota baże
(ṽ1, . . . , ṽn−1) ir vektorius(λ1, . . . , λn−1) ∈ Rn−1, kad kiekvienamk = 1, . . . , n− 1,

Bṽk = λkṽk.

Be to, galioja lygyḃe

min
1≤k≤n−1

λk = min
{
qB(u)/|u|2 : u ∈ Rn−1 \ {0}} = min

{
qB(u) : u ∈ Sn−2

}
.

Kiekvienamk = 1, . . . , n− 1, tegulvk := Q−1(ṽk). Tada{v1, . . . , vn−1} yra ortonor-
muota baże tiesiṅeje erdv̇ejeV ir

Avk = L◦Q−1(ṽk) = Q−1(Bṽk) = λkQ
−1(ṽk) = λkvk.

Tegulu ∈ Rn−1 ir x := Q−1(u) ∈ V . KadangiQ−1 = Qt, |u| = |x| ir galioja lygyḃes

qB(u) = u·K(u) = x·L(x) = qA(x).

Gauname, kad teoremos teiginys galioja bet kuriain-tosios eil̇es simetrinei kvadratinei
matricai. Remiantis indukcija, teorema galioja kiekvienamn ∈ N+.

2.121 apibṙežtis. Tarkime, kadn ∈ N+ ir A yra simetriṅen-tosios eil̇es kvadratiṅe ma-
trica. Nenulinis vektoriusv ∈ Rn vadinamas matricosA tikriniu vektoriumiir skaǐcius
λ ∈ R vadinamas matricosA tikrine reikšme,jei Av = λv.
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2.122 išvada.Tarkime, kadn ∈ N+, A yra simetrinėn-tosios eilės kvadratinė matri-
ca ir v1, . . . , vn yra matricosA ortogonal ūs vienetiniai tikriniai vektoriai. Bet kuriam
vektoriuix ∈ Rn, kurio koordinatatės atžvilgiuv1, . . . , vn yrax1, . . . , xn, galioja lygybė

qA(x) = λ1x
2
1 + · · ·+ λnx2

n;

čia λ1, . . . , λn yra vektoriusv1, . . . , vn atitinkančios tikrinės reikšmės.

2.123 lema.Tarkime, kadλ1, . . . , λn yra n-tosios eilės kvadratinės simetrinės matricos
A tikrinės reikšmės atitinkančios ortogonalius vienetinius tikrinius vektoriusv1, . . . , vn.
Tada

detA = λ1λ2 · · ·λn.

Įrodymas.Tarkime, kad vektoriaivi išreiškiami koordinaṫemis(v1i, . . . , vni) kiekvien-
ami = 1, . . . , n. TegulV := [vji]. KadangiAvi = λivi, tai AV = [λivji]. Tada

detA · detV = λ1 · · ·λn detV.

Kadangi vektoriaiv1, . . . , vn tiesiškai nepriklausomi, tai detV 6= 0. Tai įrodo lemą.

Bet kuriain-tosios eil̇es kvadratinei matricaiA = [aji] ir kiekvienamk ∈ {1, . . . , n}
tegul

Ak :=




a11 · · · a1k

. . . . . . . . . . . . .
ak1 · · · akk


 . (2.77)

Ak yrak-tosios eil̇es kvadratiṅe matrica, sudaryta iš matricosA kairiojo viršutinio kam-
po elementų irAn ≡ A. Skaǐciai detAk, k = 1, . . . , n vadinami matricosA pagrindini-
ais minorais.

2.124 teorema.Tarkime, kadn ∈ N+ ir A yra simetrinė neišsigimusin-tosios eilės
kvadratinė matrica. Atitinkama kvadratinė formaqA yra

(a) teigiamai apibrėžta tada ir tik tada, kai detAk > 0 kiekvienam1 ≤ k ≤ n;

(b) neigiamai apibrėžta tada ir tik tada, kai(−1)kdetAk > 0 kiekvienam1 ≤ k ≤ n;

(c) neapibrėžta, jei(a) ir (b) teiginių sąlygos negalioja.

Įrodymas.Teiginį (a) įrodysime su indukcijos pagalba. Kain = 1, teiginys yra aki-
vaizdus. Tarkime, kad teiginys teisingas bet kurios(n − 1)-osios eil̇es kvadratiṅems
matricoms.

Pirmiausia tarkime, kad detAk > 0 kiekvienamk = 1, . . . , n. Remiantis2.120
teorema, egzistuoja matricosA ortogonal ūs vienetiniai tikriniai vektoriaiv1, . . . , vn su
atitinkamomis tikriṅemis reikšṁemis λ1, . . . , λn. Dėka 2.123 lemos,λ1λ2 · · ·λn =
detA = detAn > 0, ir todėl visos reikšṁesλ1, . . . , λn nelygios nuliui. Tada arba visos
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tikrinės reikšṁes teigiamos, arba lyginis jų skaičius yra neigiamos. Pirmuoju atveju,
remiantis2.120teorema ir jos2.122išvada,qA ir A yra teigiamai apibṙežtos. Antruoju
atveju tarkime, kadλi ir λj yra neigiamos tikriṅes reikšṁes, ovi ir vj jas atitinkan-
tys tikriniai vektoriai. TegulRn dvimatis tiesinis poerdvisV yra aiḃes{vi, vj} tiesinis
apvalkas. Tada bet kuriemsx = xivi + xjvj ∈ V , galioja

qA(x) = x·Ax = (xivi + xjvj)·(λixivi + λjxjvj)
= λix

2
i + λjx

2
j < 0,

t. y. qA yra neigiama aiḃejeV \ {0}.
Tegul qn−1 : Rn−1 → R yra qA susiaurinimas aiḃejeRn−1, t. y. bet kuriamx =

(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1,

qn−1(x) := qA(x1, . . . , xn−1, 0) = xtA∗x = qA∗(x);

čia A∗ := An−1 yra matrica (2.77) suk = n − 1. Kadangi detA∗1 = detA1 > 0, . . . ,
detA∗n−1 = detAn−1 > 0, remiantis indukcine prielaida,qn−1 ≡ qA∗ yra teigiamai
apibṙežta kvadratiṅe forma. Bet tai yra prieštara, nes aibiųRn−1 ir V sankirtoje, kuriai
priklauso bent jau tieṡe,qn−1 turėtų b ūti ir teigiama ir neigiama. Remiantis šia prieštara,
kvadratiṅe formaqA neturi neigiamų tikrinių reikšmių, ir toḋel yra teigiamai apibṙežta.

Atvirkščiai, tarkime, kad kvadratiṅe formaqA yra teigiamai apibṙežta; reikia įrodyti,
kad detAk > 0 kiekvienamk. TegulSn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} yra sfera, oM yra
skaǐcių aiḃes{qA(x) : x ∈ Sn−1} didžiausias apatinis rėžis. TadaM > 0 (kodėl?).
Tegulqk : Rk → R yra qA susiaurinimas aiḃejeRk, t. y. bet kuriamx = (x1, . . . , xk) ∈
Rk,

qk(x) := qA(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) = xtAkx = qAk
(x);

čiaAk yra matrica (2.77). Tegulµ1, . . . , µk yra matricosAk tikrinės reikšṁes, egzistuo-
jančios ḋeka2.120teoremos. Remiantis ta pačia teorema, kiekvienasµi ≥ M , ir

detAk = µ1µ2 · · ·µk ≥ Mk > 0

remiantis2.123lema. Teiginio(a) įrodymas baigtas.
Teiginio (b) įrodymui tegulq∗(x) := −qA(x), x ∈ Rn. Aišku, kadq∗ = q−A

yra simetriṅe kvadratiṅe forma, oqA yra neigiamai apibṙežta tada ir tik tada, kaiq∗ yra
teigiamai apibṙežta. Remiantis pirmąja šios teoremos dalimi, pastaroji sąlyga išpildoma
tada ir tik tada, kai

0 < det(−A)k = (−1)kdetAk

kiekvienamk = 1, . . . , n. Tai įrodo teiginį(b).
Galiausiai tarkime, kad(a) ir (b) teiginių sąlygos negalioja. Remiantis2.120teore-

ma, matricaA turi tikrines reikšmesλ1, λ2, . . . , λn. Tada remiantis2.123lema ir tuo,
kad matricaA yra neišsigimusi detA = λ1λ2 · · ·λn 6= 0, ir todėl kiekviena tikriṅe
reikšṁe ṅera nulis. Jei visos tikriṅes reikšṁes yra teigiamos, tai remiantis2.120teore-
ma ir teiginiu(a), galioja sąlyga detAk > 0 kiekvienamk = 1, . . . , n. Tuo tarpu jei
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visos tikriṅes reikšṁes yra neigiamos, tai remiantis2.120teorema ir teiginiu(b), galioja
sąlyga(−1)kdetAk > 0 kiekvienamk = 1, . . . , n. Kadangi matricaA privalo tuṙeti
tiek teigiamų, tiek neigiamų tikrinių reikšmių, dar kartą remiantis2.120teorema, galima
teigti, jog kvadratiṅe formaqA neapibṙežta. Teoremos įrodymas baigtas.

Pratimai

1. Įrodyti 2.122išvadą.

2. Tarkime, kad įgaubta funkcijaf yra apibṙežta iškiloje euklidiṅes erdv̇es aiḃeje.
Įrodyti, kad aiḃe visų taškų, kuriuosef įgyja globalųjį maksimumą, yra iškila.

3. Tarkime, kad griežtai įgaubta funkcijaf yra apibṙežta iškiloje euklidiṅes erdv̇es
aibėje. Įrodyti, kadf gali įgyti nedaugiau kaip vieną globalųjį maksimumą.

4. Tarkime, kad įgaubta funkcijaf yra apibṙežta iškiloje euklidiṅes erdv̇es aiḃeje
X. Įrodyti, kadf įgyja globalųjį maksimumą taškex∗ ∈ X tada ir tik tada, kai
∇f(x∗) = 0.

2.9 Pastabos ir papildoma literat ūra

2.1skyrius Šiame skyriuje išḋestytas realiųjų skaičių apibṙežimas, naudojant racional-
iųjų skaǐcių Cauchysekas, buvo pasi ūlytasMéray15 1869 metais irCantoro16 1872
metais. Beveik tuo pǎciu metu, bet šiek tiek kitokį realiųjų skaičių apibṙežimą pasi ūlė
Dedekindas17 naudodamas jo vardu dabar vadinamą pj ūvį (žr.Rudino (1978) pirmą
skyrių). Abu šie apibṙežimai yra panaš ūs tuo, kad nurodo realaus skaičiaus gavimo
metodą žinant racionaliuosius skaičius. Visiškai kitokį, aksiomomis grindžiamą realiųjų
skaǐcių aiḃes su tam tikromis savybėmis, apibṙežimą 1900 metais pasi ūlėHilbertas18.

Aibių teorijos aksiomatika ir skaičių apibṙežimas remiantis aibių konstrukcijomis
dėstomasEndertono knygoje.Protteris savo knygoje aptaria šiuolaikinę aibių teoriją ir
jos problemas.

2.2 skyrius Atitiktis f ⊂ X × Y yra apibṙežta tik aiḃejeA(f) × R(f). Jei X 6=
A(f), tai aibęX galima pakeisti nekeičiant pǎcios atitikties. Norint išvengti tokio aiḃes
X nevienareikšmiškumo, galima atitiktiesf apibṙežimą papildytif(x) := ∅ taškuose
x ∈ X \ A(f). Daugiau įvairių faktų taip apibrėžtoms atitiktims galima rastiBerge[4]
knygoje.

Pagrindiṅes šiuolaikiṅes matematikos sąvokas išsamiai nagrinėjamosŠichanovičiaus
knygoje.

15Charles Méray (1835–1911), pranc ūzų matematikas.
16Georg Cantor – Georgas Kantoras (1845–1918), vokiečių matematikas
17Richard Dedekind – Ričardas Dedekindas (1831–1916), vokiečių matematikas
18David Hilbert – Davidas Hilbertas (1862–1943), vokiečių matematikas.
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2.4 skyrius Bet kuri aiḃesX poaibių klaṡe, kuriai galioja2.53teiginio (a), (b) ir (c)
savyḃes, vadinamatopologija, arbatopologine strukt ūra. Vadinasi aiḃesX atžvilgiu
atvirų poaibių klaṡe OX yra X aibės topologija. Ji dar vadinama metrine topologi-
ja, nes apibṙežta remiantis euklidine metrika. Tačiau topologija padeda nagrinėti ar-
tumą aiḃese, kuriose ṅera metrikos, arba toje pačioje aiḃeje nagriṅeti nemetrizuojamą
topologiją. Tokios strukt ūros taip pat naudojamos matematinėje ekonomikoje ir apžvel-
giamosAliprantiso ir Borderio knygoje.

2.8skyrius Tikrinti matricos teigiamą ar neigiamą apibrėžtumą specialioje aibėje nau-
dojamas šiek tiek sudėtingesnis kriterijus. TegulA = [aji] ∈ Md×d ir B = [bji] ∈
Mm×d. Kiekvienamk = 1, . . . , d, tegul

Ak :=




a11 · · · a1k

. . . . . . . . . . . . .
ak1 · · · akk


 ir Bmk :=




b11 · · · b1k

. . . . . . . . . . . . . .
bm1 · · · bmk


 .

Tegul 1 ≤ m < d. Iš nulių sudarytą eilėsm × m matricą pažyṁeję 0, kiekvienam
k = 1, . . . , d−m, apibṙežkime naują matricą

Cm+k :=
[

0 Bmk

Bt
mk Ak

]
∈ M(m+k)×(m+k). (2.78)

Toliau suformuluotas kriterijus taikomas nustatant sąlyginio ekstremumo pob ūdįLa-
grangeo daugiklių metodu (2.119teorema). Tuo atveju matricaA yraLagrangeo funkci-
jos Hesse’s matrica, o matricąB sudaro ekstremumą ribojančios funkcijos gradientas.
Todėl apibṙežtoji matricaCm+k vadinamaapribotąja Hesse’s matrica(angl. bordered
Hessian).

2.125 teorema.Tarkime, kad1 ≤ m < d, matricaA ∈ Md×d yra simetrinė, oB ∈
Mm×d yra tokia, kad matricaBmm neišsigimusi. Tada aibėje{x ∈ Rd : Bx = 0}
matricaA yra

(a) teigiamai apibrėžta tada ir tik tada, kai(−1)mdetCm+k > 0, k = 1, . . . , d−m;

(b) neigiamai apibrėžta tada ir tik tada, kai(−1)kdetCm+k > 0, k = 1, . . . , d−m.

Šią teoremą įroḋeDebreu(1952).

1. Ch. D. Aliprantis and K. C. Border (1999).Infinite Dimensional Analysis. A
Hitchhikers’s Guide.Second edition. Springer.

2. G. Debreu (1952). Definite and Semidefinite Quadratic Forms.Econometrica, 20.

3. H. B. Enderton (1977).Elements of Set Theory. Academic Press.



2.9 Pastabos ir papildoma literat ūra 121

4. M. Protter (2004).Set Theory and Its Philosophy: A Critical Introduction. Oxford
University Press.

5. V. Rudinas (1978).Matematinės analizės pagrindai. Mokslas, Vilnius.

6. Ju. A. Šichanovič (1965). Įvadas į šiuolaikinę matematiką. Pradinės sąvokos.
Nauka. (rusų kalba)



3 Skyrius

Individualus alternatyvų
pasirinkimas

Keliai, kuriuos šis skaičiavimas nueina, yra tikrumo vieškelis, kuriame negalima sutikti
nieko abejotino nei klaidingo, kas galėtų protą nukreipti nuo tiesos kelio. Kita didelė ġeryḃe,
skirta vien matematikai!

Janas Sniadeckis, 1818.

Šiame skyriuje nagriṅejamas pasirinkimas tarp galimų alternatyvų. Alternatyvomis
gali b ūti prek̇es, darbo j̇ega, paslaugos, akcijos ir kitos gėryḃes. Skyriaus rezultatai
toliau naudojami pasirinkimams prekių rinkoje analizuoti. Pasirinkimą tarp alternatyvų
lemia jų naudingumas tam, kuris renkasi. Alternatyvų suteikiamas naudingumas gali
b ūti skirtingas kiekvienam individui, todėl ir nagriṅejamas atskiro individo alternatyvų
pasirinkimas.

Ekonomikoje naudingumo sąvoka (angl. utility) apib ūdina alternatyvų trokštamumą.
Naudingumas gali b ūti vertinamas arba absoliučiais dydžiais, arba santykiniu lyginimu.
Pirmuoju atveju naudingumas vadinamas kiekiniu (angl. cardinal utility), o antruoju –
santykiniu (angl. ordinal utility).3.1 skyrelyje nagriṅejamas santykinis naudingumas
išreiškiamas preferencijos sąvoka.3.2skyrelyje pereinama prie naudingumo funkcijos,
kuri atitinka kiekinį naudingumą.

Prieš pradedant skaityti šį skyrių rekomenduojama susipažinti su aibių teorijos ele-
mentais, išḋestytais2.1skyrelyje.

3.1 Alternatyvų laukas

Racionalioji preferencija Tarkime, kadX yra aiḃe, kurios elementus vadinsimeal-
ternatyvomis. Ekonomikoje postuluojama, jog vartotojas gali pasirinkti tarp bet kurių
aibėsX alternatyvų, t. y. apie bet kurias dvi alternatyvas jis gali pasakyti, kad viena iš
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jų yra ne blogesṅe už kitą, arba viena iš jų yra geresnė už kita, arba kad alternatyvos yra
tiesiog lygiaverṫes. Toks pasirinkimas yra išreiškiamas aibės binariuoju sąryšiu. Primin-
sime, jog binariuoju sąryšiu vadinama bet kuri sutvarkytųjų porų(x, y), x, y ∈ X, aiḃe
(2.1skyrelis).

Alternatyvų aiḃejeX nagriṅesime keletą binariųjų sąryšių, iš kurių vienas bus laiko-
mas pagrindiniu, o kiti išvedami naudojant pagrindinį. Pagrindinis binarusis sąryšis al-
ternatyvų aiḃejeX toliau vadinamaspreferencijos sąryšiu1 (angl. preference relation)
arba tiesiogpreferencija, ir jį žymime simboliuº. Tai reiškia, kadº yra sutvarkytųjų
porų aiḃe, arbaº⊂ X ×X. Paprastai vietoje(x, y) ∈ º yra rašomax º y ir sakoma,
kad „x yra ne blogesnis užy“ arba galioja preferencijax º y. Siekdami išvengti galimos
painiavos, mes nenaudosime simbolio¹. Pavyzdžiui, tarkime, kad aibė X = {1, 2, 3},
o preferencijąx º y apibṙežia savyḃe x ≤ y, t. y. mažas skaičiusx yra ne blogiau už
didelį y. Tada

º = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 3)} ⊂ X ×X.

AibėX ir preferencijaº joje sudaro porą(X,º).
Kaip jau miṅeta, vartotojo pasirinkimų ekonominėje analiżeje tariama, kad pref-

erencijos sąryšiui galioja pilnumo ir tranzityvumo savybės (2.17 apibṙežimas). Šios
pasirinkimo savyḃes priskiriamos „racionaliam“ žmogaus elgesiui.

3.1 apibrėžtis. Alternatyvų aiḃesX preferencijos sąryšisº vadinamasracionaliuoju
(angl. rational preference relation), jei jis yra pilnas ir tranzityvus binarusis sąryšis aibėje
X, t. y. galioja aksiomosA.1 ir A.2:

(A.1) bet kuriemsx, y ∈ X arbax º y, arbay º x, arba abi kartu2;

(A.2) bet kuriemsx, y, z ∈ X, jei x º y ir y º z, tai x º z.

Jei alternatyvų aiḃesX preferencijos sąryšisº yra racionalus, tai pora(X,º) vadinama
alternatyvų lauku.

Nelygyḃe ≥ realiųjų skaǐcių aiḃeje R yra racionalus preferencijos sąryšis, o tai
reiškia, kad pora(R,≥) yra alternatyvų laukas. Tuo tarpu griežta nelygybė > ir lygybė
= realiųjų skaǐcių aiḃejeR neapibṙežia racionaliosios preferencijos (kodėl?). Euklid-
inėje erdv̇ejeR`, ` > 1, pakoordinǎciui apibṙežta nelygyḃe≥ (žr. (2.29)) taip pat ṅera
racionalus preferencijos sąryšis. Tačiau šioje aiḃeje racionalus yra abėċelinis preferen-
cijos sąryšis (3.1.1 pratimas):

3.2 apibrėžtis. Tarkime, kadX yra euklidiṅes erdv̇esR`, ` ≥ 1, poaibis. AiḃesX
preferencijos sąryšisºL vadinamasabėcėliniu(angl. lexicographical), jei bet kuriems

1Kitas binariajam sąryšiui nusakyti ekonomikoje naudojamas terminas yrapirmenybė.
2Čia galioja silpnoji disjunkcija: iš dviejų galimų atvejų įvykdomu laikomas bent vienas.
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x = (x1, . . . , x`) ∈ X ir y = (y1, . . . , y`) ∈ X, x ºL y tada ir tik tada, kai galioja

x1 > y1 arba
x1 = y1 ir x2 > y2 arba
· · ·
x1 = y1 ir · · · ir x`−1 = y`−1 ir x` > y` arba
x = y.

Abėċelinė preferencija atitinka tvarką, naudojamą rikiuojant literat ūros sąrašą pagal
aḃeċelę. Tǎciau ji gali tuṙeti ir ekonominę prasmę, kaip rodo toks pavyzdys. Tarkime,
kad alternatyvų aiḃe yraX = R2

+, o vektoriusx ∈ X nurodo prekių poros kiekį; tik-
sliau, jo pirmoji koordinaṫe nurodo degtiṅes kiekį, o antroji duonos kiekį. Tokiu atveju
preferencijax ºL y tarpx ir y reiškia, kad prioritetas teikiamas degtinei, o jei degtinės
yra tas pats kiekis tai tada renkamasi daugiau duonos.

Kitas pavyzdys rodo, jog bet kuri funkcija su realiosiomis reikšmėmis nat ūraliai
nusako tvarką savo apibrėžimo srityje.

3.3 apibrėžtis. Tarkime, kadX yra alternatyvų aiḃe, ou : X → R yra funkcija. Bet
kuriemsx, y ∈ X sakysime, kadx ºu y, jei u(x) ≥ u(y). Tokiu atveju funkcijąu
vadinsimenaudingumo funkcija, savo apibṙežimo aiḃeje nusakaňcia preferencijąºu.

Remiantis tuo, kad≥ nelygyḃe realiųjų skaǐcių aiḃejeR yra tiesinis pustvarkinys
(pilnas, tranzityvus ir antisimetriškas sąryšis), nesunku patikrinti (3.1.2 pratimas), jog
naudingumo funkcijos nusakyta preferencijaºu yra racionali.

Alternatyvų aiḃejeX turint preferencijos sąryšįº, matematikoje įprastu b ūdu api-
brėžiami kiti du susiję binarieji sąryšiai.

3.4 apibrėžtis. TegulX yra alternatyvų aiḃe, kurioje apibṙežta preferencijaº.

(a) Griežtosios preferencijossąryšiu vadinamas binarusis sąryšisÂ ⊂ X×X, visiems
x, y ∈ X apibṙežiamas taip

x Â y, jei x º y ir ¬[y º x]. (3.1)

Griežtoji preferencijax Â y taip pat išreiškiama žodžiais „x yra geresnis užy“;

(b) Indiferentiškumosąryšiu vadinamas binarusis sąryšis∼ ⊂ X×X, visiemsx, y ∈
X apibṙežiamas taip

x ∼ y, jei x º y ir y º x. (3.2)

Indiferentiškumasx ∼ y taip pat išreiškiamas žodžiais „x ir y yra lygiaveřciai“
arba „x-as yra pakeǐciamasy-u“.
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Pasteḃesime, kadx Â y ir x ∼ y kartu ṅera galimi bet kuriemsx, y ∈ X. Remiantis
šio skyrelio8 pratimu, racionaliajai preferencijaiº sąryšisx º y galioja tada ir tik tada,
kai arbax Â y, arbax ∼ y. Kitaip tariant, racionalioji preferencija reiškia arba griežtą
preferenciją, arba indiferentiškumą.

Nesunku įsitikinti (3.1.3 pratimas), kad plokštumojeR2 aḃeċelinė griežtoji preferen-
cija x ÂL y galioja tada ir tik tada, kai teisinga viena iš dviejų sąlygų:(1) x1 > y1 arba
(2) x1 = y1 ir x2 > y2; o aḃeċelinis indiferentiškumasx ∼L y galioja tada ir tik tada,
kai x = y.

Tarkime, kad pora(X,º) yra alternatyvų laukas, t. y. alternatyvų aibėsX preferen-
cijos sąryšisº yra racionalus. Remiantis šio skyrelio6 ir 4 pratimais, indiferentiškumo
sąryšis∼ yra refleksyvus, tranzityvus ir simetrinis. Toks binarusis sąryšis vadinamas
ekvivalentumosąryšiu (2.18 apibṙežimas). Kiekvienamx ∈ X ekvivalentumo klasę
[x] := {y ∈ X : y ∼ x} vadinsimeindiferentiškumo aibe. Remiantis2.19teiginiu, bet
kurios dvi indiferentiškumo aiḃes arba nesikerta, arba sutampa. Jei preferencijos sąryšis
º yra antisimetriškas, tai[x] = {x} kiekvienamx ∈ X. Išvengiant trivialaus atvejo,
toliau tariama, kad egzistuoja tokiex, y ∈ X, kadx Â y.

Kitas teiginys papildo racionaliojo preferencijos sąryšio tranzityvumo savybę.

3.5 teiginys. Tarkime, kad(X,º) yra alternatyvų laukas, ir alternatyvomsx, y, z iš X
galioja preferencijosx º y ir y º z. Griežta preferencijax Â z galioja, jei galioja
bent viena iš griežtųjų preferencijųx Â y arbay Â z.

Įrodymas.Tarkime priešingai: galioja bent viena iš griežtųjų preferencijųx Â y arba
y Â z, bet griežtoji preferencijax Â z negalioja. Tokiu atveju, remiantis3.1.7 pra-
timu, galioja preferencijaz º x. Remiantis preferencijos sąryšio tranzityvumu ir lemos
prielaidomis galime tvirtinti, kad yra galimos preferencijosy º x ir z º y. Kartu su
lemos prielaida tai reiškia, kad galiojay ∼ x ir z ∼ y. Vadinasi, ṅera galima neix Â y,
nei y Â z (kodėl?). Ši prieštara įrodo, kad galioja griežta preferencijax Â z; tai ir
reikėjo įrodyti.

Pasirinkimo aibė Sakykime, kadº yra alternatyvų aiḃesX preferencijos sąryšis ir
B ⊂ X. AibėsB alternatyvąx vadinsimeoptimalia, jei ji yra ne blogesṅe už kiekvieną
kitą šios aiḃes alternatyvą, t. y. jeix º z visiemsz ∈ B. AibėsB optimalios alter-
natyvos sudaro aibę

C(B) := C(B;º) := {x ∈ B : (∀ z ∈ B)[x º z]}. (3.3)

Ši aiḃe gali b ūti ir tuš̌cia. Toliau šiame skyrelyje nurodysime keletą pakankamų sąlygų,
kada optimalių alternatyvų aibė yra netuš̌cia. JeiC(B) 6= ∅, tai optimalių alternatyvų
aibęC(B) vadinsimepasirinkimo aibe.

Kitame skyriuje, spręsdami vartotojo optimalaus pasirinkimo problemą, naudosime
pasirinkimo aibes iš biudžeto aibių (1.15), t. y. naudosime aibes

D(p, w) := C(B(p, w);º) = {x ∈ B(p, w) : (∀ z ∈ B(p, w))[x º z]}, (3.4)
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3.1 . Pasirinkimas iš biudžeto aibės

kai p yra kainų sistema, ow yra vartotojo pradinio turto kaina. Pavyzdžiui, mus domins
pasirinkimas iš biudžeto aibėsB(p, w) = {x ∈ R2

+ : p·x ≤ w} ⊂ R2
+ = X, kurios

piešinys pavaizduotas3.1paveiksle. Šiame piešinyje taip pat pavaizduota indiferentišku-
mo aiḃe I, liečianti biudžeto aibęB viename taškeo, kuris ir yra vienintelis optimalus
pasirinkimas:C(B) = {o}.

Netrukus parodysime, kad optimalios alternatyvos visada guli ant aibės krašto, jei
kiekvienos alternatyvos bet kurioje aplinkoje galima rasti geresnę alternatyvą. Kitaip
tariant, jei alternatyvų laukas turi tokią savybę:

3.6 apibrėžtis. Sakykime, kadX yra euklidiṅes erdv̇es aiḃe, o| · | yra euklidiṅes erdv̇es
norma. Alternatyvų laukas(X,º) vadinamaslokaliai nepasotinamu(angl. local nonsa-
tiation), jei duotiemsx ∈ X ir ε > 0 egzistuoja tokia alternatyvay ∈ X, kad|x−y| < ε
ir y Â x. Alternatyvų laukas(X,º) vadinamasnepasotinamu, jei kiekvienamx ∈ X
egzistuoja tokia alternatyvay ∈ X, kady Â x.

Dabar galime įrodyti keletą svarbių savybių apie optimalias alternatyvas.

3.7 teiginys. Tarkime, kadº yra preferencija alternatyvų aibėjeX, ir B yra netuščias
X poaibis.

(a) Visos pasirinkimo aibėsC(B;º) alternatyvos priklauso tai pačiai indiferentišku-
mo aibei.

(b) Jei (X,º) yra alternatyvų laukas, tai aibėjeB nėra alternatyvų, kurios b ūtų
geresnės už pasirinkimo aibėsC(B;º) alternatyvas.

(c) Jei X yra euklidinės erdvės aibė ir alternatyvų laukas(X,º) yra lokaliai nepa-
sotinamas, tai aibėsB vidiniai X atžvilgiu taškai nepriklauso pasirinkimo aibei
C(B;º).
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Įrodymas. (a): Tegulx, y ∈ C(B;º). Tadax º y ir y º x, t. y. x ∼ y.
(b): Jeiz ∈ B, x ∈ C(B) ir z Â x, tai x º z Â x. Remiantis3.5 teiginiu,x Â x, o

to negali b ūti (3.1.5 pratimas).
(c): Tegul x ∈ B yra vidinis X atžvilgiu taškas. Tada egzistuoja toks atvirasX

aibėje rutulysBx su centru taškex, kuris yraB poaibis. Remiantis lokaliuoju nepasoti-
namumu, egzistuoja toksy ∈ Bx, kad y Â x. Remiantis ką tik įrodytu teiginiu(b),
x 6∈ C(B;º).

Preferencijos sąryšis įgalina rinktis optimalias alternatyvas iš bet kurio alternatyvų
poaibio. Tǎciau realiame gyvenime preferencijos sąryšis nėra žinomas. Toḋel svarbu
aprašyti proced ūrą, įgalinančią nustatyti patį preferencijos sąryšį. Kitas teiginys rodo,
kad preferencijos sąryšio žinojimas yra ekvivalentus visų pasirinkimo aibių iš dviejų
elementų žinojimui.

3.8 teiginys. Sakykime, kadº yra alternatyvų aibėsX pilnasis preferencijos sąryšis ir
x, y ∈ X. Tada yra teisinga:

(a) griežtoji preferencijax Â y galioja tada ir tik tada, kaiC({x, y}) = {x};

(b) indiferentiškumasx ∼ y galioja tada ir tik tada, kaiC({x, y}) = {x, y};

(c) pasirinkimo aibėC({x, y}) yra netuščia.

Įrodymas. Įrodysime tik(a) teiginį. Kitų dviejų teiginių įrodymas toks pat elementarus
ir paliekamas skaitytojui. Taigi tarkime, kad galioja griežtoji preferencijax Â y. Remi-
antis griežtosios preferencijos apibrėžimu ir preferencijos pilnumu,x º y ir x º x, t. y.
x ∈ C({x, y}). Jeiy ∈ C({x, y}), tai y º x, kas prieštarauja prielaidaix Â y (3.1.7
pratimas). Toḋel C({x, y}) = {x}.

Dabar tarkime atvirkš̌ciai, kadC({x, y}) = {x}. Pagal prielaidasy 6∈ C({x, y})
ir y º y. Toḋel ¬[y º x]. Kadangi, be to,x º y, tai x Â y. Teiginio įrodymas
baigtas.

Kaip minėta, šis teiginys rodo, kad pasirinkimo aibių iš dviejų elementų žinojimas
įgalina nustatyti preferencijos sąryšį. Savo ruožtu, preferencijos sąryšis įgalina anksčiau
minėtu b ūdu nustatyti pasirinkimo aibes iš bet kurių alternatyvų poaibių. Tačiau iš esṁes
neatsakyta į klausimą: kada pasirinkimo aibėmis nustatomas preferencijos sąryšis yra
racionalus? Šio klausimo nagrinėjamas atidedamas iki3.4skyrelio.

Tolydus alternatyvų laukas Tarkime, kad(X,º) yra alternatyvų laukas,x ∈ X,
y ∈ X, o (xk) ir (yk) yra X aibės elementų sudarytos alternatyvų sekos. Toliau mus
domins tokia preferencijos savybė:

jei ∀k ∈ N, xk º yk, bei xk → x ir yk → y kai k →∞, tai x º y. (3.5)
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Tai yra toliau apibṙežiamo tolydaus alternatyvų lauko savybė. Tolydumo apibṙežimui
reikalingaX aibės metriṅe strukt ūra, kurią turi euklidinė erdv̇e R`. Toḋel toliau na-
grinėsime euklidiṅes erdv̇es alternatyvų aibes. Tokiu atveju atstumas tarp vektorių api-
brėžiamas euklidiṅes normos| · | pagalba, o tolydumui apib ūdinti naudojamos atvirųjų
ir uždarųjų aibių šeimos.

Priminsime pagrindines su tolydumu susijusias sąvokas. Bazinė atvira aiḃe euklid-
inėje erdv̇ejeR` yra atviras rutulys:

B(x, r) := {y ∈ R` : |y − x| < r} su centrux ∈ R` ir spinduliur > 0.

Tegul alternatyvų aiḃeX yra euklidiṅes erdv̇esR` poaibis ir tegulx ∈ X. Aibė

Bx := B(x, r) ∩X = {y ∈ X : |x− y| < r}
yra atviras rutulys aiḃejeX su centrux. AibėsX poaibisA vadinamasatviru aibėsX
atžvilgiu, arbaatviru aibėjeX, jei kiekvienamx ∈ A galima rasti tokį atvirąjį rutulį
Bx aibėje X su centrux, kuris yraA poaibis. Bet kuris atvirasX atžvilgiu poaibis,
kuriam priklausox ∈ X, vadinamasx aplinka aibėsX atžvilgiu. AibėsX poaibisB
vadinamasuždaru aibėsX atžvilgiu, arbauždaru aibėjeX, jei jo papildinys aiḃejeX
yra atvirasX atžvilgiu. Priminsime, kad aiḃesX poaibisB yra uždaras tada ir tik tada,
kai aibeiB priklauso visi tieB aibės ribiniai taškai, kurie priklausoX , t. y. z ∈ B, jei
z = limk→∞ zk z ∈ X ir zk ∈ B visiemsk (2.55teiginys).

Svarbu nepamiršti, jog apibrėžtos sąvokos priklauso nuo alternatyvų aibėsX. Tai
iliustruoja pavyzdys su intervaluA = [0, 1). JeiX = R+ = [0, +∞) yra neneigiamųjų
realiųjų skaǐcių aiḃe, taiA yra atviraX aibės atžvilgiu. JeiX = R yra visa realiųjų
skaǐcių aiḃe, taiX atžvilgiu A nėra nei atvira, nei uždara. Šiuos skirtumas galima ig-
noruoti tuo atveju, kai alternatyvų aibė yra visa euklidiṅe erdv̇e.

Dabar jau esame pasiruošę apibrėžti tolydųjį alternatyvų lauką.

3.9 apibrėžtis. Sakykime, kad alternatyvų aibėX yra euklidiṅes erdv̇es poaibis su pref-
erencijaº. Šią preferenciją vadinsimetolydžia, jei kiekvienamx ∈ X, aiḃes

L(x) := {y ∈ X : y º x} ir R(x) := {y ∈ X : x º y} (3.6)

yra uždaros aiḃejeX. Jei preferencijaº yra tolydi ir racionali, tai porą(X,º) vadinsime
tolydžiuoju alternatyvų lauku.

Tegul alternatyvų aiḃesX preferencijaº yra pilna. Naudojantis3.1.7 pratimu gal-
ima įsitikinti, kad aiḃes L(x) = {y ∈ X : y º x} papildinys aiḃeje X yra aiḃe
{y ∈ X : x Â y}, o aiḃesR(x) = {y ∈ X : x º y} papildinys aiḃeje X yra aiḃe
{y ∈ X : y Â x}. Toḋel pilnoji preferencijaº yra tolydi tada ir tik tada, kai kiekvien-
amx ∈ X aibės

{y ∈ X : y Â x} ir {y ∈ X : x Â y}
yra atviros aiḃeje X. Alternatyvų lauko(X,º) tolydumas yra preferencijos savybė,
kuriai galioja (3.5). Tai išplaukia iš toliau įrodomos3.10teoremos(b) teiginio ir 2.55
teiginio apie uždarosios aibės ribinius taškus.
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3.10 teorema.Tarkime, kadX aibės preferencijaº yra pilna. Teiginiai(a), (b) ir (c)
yra ekvivalent ūs:

(a) preferencijaº yra tolydi;

(b) aibėF := {(x, y) ∈ X ×X : x º y} yra uždara Dekarto sandaugojeX ×X;

(c) jei x, y ∈ X ir x Â y, tai egzistuoja tokiax aplinkaUx atžvilgiuX ir y aplinka
Uy atžvilgiuX, kadUx ∩ Uy = ∅ ir u Â v visiemsu ∈ Ux ir v ∈ Uy.

Įrodymas. Implikacijai (c) ⇒ (b) įrodyti tarkime, kad teisingas(c) teiginys, oG yra
aibė tokių porų(x, y) ∈ X × X, kurioms galioja griežtoji preferencijax Â y. Jei
(x, y) ∈ G, tai remiantis(c) teiginiu egzistuoja tokia(x, y) aplinkaV := Ux × Uy

atžvilgiu X × X, kadu Â v visiems(u, v) ∈ V , t. y. V ⊂ G. Tai reiškia, kadG yra
atvira aiḃejeX×X. Remiantis šio skyrelio7 pratimu,F yraG papildinys aiḃejeX×X,
ir todėl galioja(b).

Įrodysime, kad(b) ⇒ (a). Tarkime, kad galioja(b) teiginys ir x ∈ X. Nesunku
pasteḃeti, kadL(x) = {y ∈ X : (y, x) ∈ F} ir R(x) = {y ∈ X : (x, y) ∈ F}. Jei
yn ∈ L(x), y ∈ X ir yn → y, tai (yn, x) ∈ F ir (yn, x) → (y, x). KadangiF yra
uždara, tai remiantis2.55teiginiu (y, x) ∈ F , ir todėl y ∈ L(x), t. y. L(x) yra uždara
aibėje X. Simetriškai įrodoma, kadR(x) yra uždara aiḃeje X. Kadangix ∈ X yra
laisvai pasirinktas elementas, tai(a) teiginys yra teisingas.

Liko įrodyti, kad (a) ⇒ (c). Tarkime, kadx, y ∈ X ir x Â y. Remiantis3.1.5
pratimu,x 6= y. Jei egzistuoja toksz ∈ X, kadx Â z Â y, tai tegulUx := {u ∈
X : u Â z} ir Uy := {v ∈ X : z Â v}. Tadax ∈ Ux ir Ux yra atvira aiḃeje X,
nes ji yra uždaros aiḃes{u ∈ X : z º u} papildinys aiḃeje X (3.1.7 pratimas). Tas
pats argumentas galioja ir aibeiUy. Jei aiḃesUx ir Uy turėtų bendrą elementąw, tai
jam galiotų sąryšisw Â w (3.1.6 pratimas), kuris yra neįmanomas (3.1.5 pratimas).
Dabar tarkime, kad aiḃe A := {z ∈ X : x Â z Â y} yra tuš̌cia. Tuo atveju tegul
Ux := {u ∈ X : u Â y} ir Uy := {v ∈ X : x Â v}. Aišku, kadx ∈ Ux ir y ∈ Uy.
Kadangi preferencijaº tolydi pagal prielaidą, abi aiḃesUx ir Uy yra atviros aiḃejeX.
Tegul u ∈ Ux ir v ∈ Uy. Tarkime, kad¬[u Â v]. Tada, remiantis3.1.7 pratimu,
x Â v º u Â y, kas prieštarauja tam, kadA = ∅. Taigi galiojau Â v. Tas pats
argumentas įrodo, kadUx ∩ Uy = ∅, ir baigia(c) teiginio įrodymą.

Remiantis šios teoremos(c) teiginiu lengva pasteḃeti, kad aḃeċelinis preferencijos
sąryšis (3.2pavyzdys) ṅera tolydus. Iš tikro, atvejù= 2, (1, 1) ÂL (1, 0), bet kiekvien-
as rutulys su centru(1, 1) turi vektoriųu ∈ R2, kuriam(1, 0) ÂL u.

Toliau parodoma, kad kompaktiškoje alternatyvų aibėje egzistuoja optimali alter-
natyva jei preferencija yra racionali ir tolydi.

3.11 teorema.Sakykime, kad(X,º) yra tolydus alternatyvų laukas irB yra netuščias
kompaktinisX poaibis. Tada pasirinkimo aibėC(B) yra netuščia ir kompaktiška.
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Įrodymas.Naudojantis (3.6) žymėjimu, pasirinkimo aiḃe

C(B) =
⋂

x∈B

{y ∈ B : y º x} =
⋂

x∈B

[L(x) ∩B]. (3.7)

Kadangi bet kurios uždarųjų aibių šeimos sankirta yra uždara (2.54teiginys), oL(x)∩B
yra uždara kiekvienamx, tai C(B) yra uždara aiḃejeX. Be to,C(B) yra kompaktiška,
nes ji yra kompaktiškos aibėsB uždaras poaibis. Įrodysime, kadC(B) yra netuš̌cia.

Tarkime, kadx1, . . . , xp ∈ B. Remiantis preferencijos sąryšio racionalumu ir baig-
tine matematine indukcija pasirinkimo aibė C({x1, . . . , xp}) yra netuš̌cia, t. y. tarp al-
ternatyvųx1, . . . , xp egzistuoja bent viena neblogesnė už visas kitas alternatyvas (3.1.12
pratimas). Tarkime, kad optimali yra alternatyvaxp, t. y. xp º xi visiemsi = 1, . . . , p.
Remiantis preferencijos tranzityvumuL(xp) ⊂ L(xi) visiemsi = 1, . . . , p. Tada aibių
sankirta∩p

i=1[L(xi)∩B] = L(xp)∩B yra netuš̌cia. Kadangi alternatyvosx1, . . . , xp ∈
B yra laisvai pasirinktos, tai uždarųjų aibių šeimos{L(x)∩B : x ∈ B} bet kuri baigtiṅe
sankirta yra netuš̌cia, t. y. šeima{L(x) ∩ B : x ∈ B} turi baigtiṅes sankirtos savybę.
Remiantis2.59 teorema ir aiḃesB kompaktiškumu, iš to išplaukia, kad (3.7) lygybės
dešiṅe puṡe yra netuš̌cia, kas ir įrodo, kadC(B) yra netuš̌cia.

Pratimai

1. Įrodyti, kad aḃeċelinė preferencijaºL yra racionali (3.2 apibṙežimas), bet ṅera
tolydi.

2. Įrodyti, kad naudingumo funkcijau nusakoma preferencijaºu yra racionali (3.3
apibṙežimas).

3. Charakterizuoti aḃeċelinę griežtą preferencijąÂL ir abėċelinį indiferentiškumą
∼L alternatyvų aiḃejeR2, kaip tai yra teigiama po3.4apibṙežimo.

4. Tarkime, kad aiḃesX preferencijos santykisº yra pilnas. Įrodyti, kad indiferen-
tiškumo santykis∼ yra refleksyvus ir simetrinis.

5. Įrodyti, kad bet kuriamx ∈ X nėra galima griežta preferencijax Â x.

6. Jei aiḃesX preferencijos santykisº yra tranzityvus, tai tranzityv ūs yra griežtos
preferencijos santykisÂ ir indiferentiškumo santykis∼.

7. Tarkime, kad aiḃesX preferencijos santykisº yra pilnas. Įrodyti, kad bet kuriems
x, y ∈ X, griežta preferencijax Â y teisinga tada ir tik tada, kai¬[y º x].

8. Tarkime, kad aiḃesX preferencijos santykisº yra pilnas. Įrodyti, kad bet kuriems
x, y ∈ X preferencijax º y teisinga tada ir tik tada, kai arbax Â y, arbax ∼ y.

9. Tarkime, kad aiḃesX preferencijos santykisº yra pilnas. Įrodyti, kad bet kuriems
x, y ∈ X indiferentiškumasx ∼ y teisingas tada ir tik tada, kai¬[x Â y] ir
¬[y Â x].
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10. Tarkime, kad aiḃesX preferencijos santykisº yra pilnas. Įrodyti, kad bet kuriems
x, y ∈ X arbax º y, arbay Â x.

11. Įrodyti3.8teiginio (b) ir (c) savybes.

12. Alternatyvų lauko(X,º) bet kurioje baigtiṅeje alternatyvų aiḃeje {x1, . . . , xp}
egzistuoja optimali alternatyva, t. y. pasirinkimo aibė C({x1, . . . , xp}) yra ne-
tuš̌cia.

3.2 Naudingumo funkcija

Šiame skyrelyje nagriṅejamas kiekinis naudingumas, t. y. nagrinėjamas preferencijos
sąryšisºu, nusakomas naudingumo funkcijau (3.3 apibṙežimas). Kai kuriais atvejais
patogiau tirti skaitines reikšmes įgyjančią funkciją u, negu tiesiogiai tirti šia funkci-
ja nusakomą preferencijąºu. Toḋel svarbu nustatyti, kada preferencijos sąryšis yra
išreiškiamas naudingumo funkcija, ir jei taip yra, nustatyti atitikimą tarp naudingumo
funkcijosu ir ja nusakomo preferencijos sąryšioºu savybių.

Kadangi naudingumo funkcijosu : X → R nusakoma preferencijaºu yra visada
racionali (3.1.2 pratimas), toliau bus kalbama tik apie alternatyvų laukus.

3.12 apibrėžtis. Tegul (X,º) yra alternatyvų laukas iru : X → R yra naudingumo
funkcija. Jeiº=ºu, tai sakysime, kad(X,º) yra išreiškiamas naudingumo funkcija
u, arba kadu yra alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcija.

Tarkime, kad alternatyvų aibėje turime racionalųjį preferencijos sąryšį. Klausimas:
ar toks sąryšis visada išreiškiamas naudingumo funkcija? Bendru atveju atsakymas į
šį klausimą yra neigiamas. Tai išplaukia iš kito teiginio, prisimenant, kad abėċelinis
preferencijos sąryšis yra racionalus (3.1.1 pratimas).

3.13 teiginys.Tarkime, kadºL yra abėcėlinis preferencijos sąryšis aibėjeR2. Neegzis-
tuoja tokia funkcijau : R2 → R, kadºu = ºL.

Įrodymas.Tarkime priešingai:u : R2 → R yra tokia funkcija, kadºu = ºL. Remi-
antis3.2.2 ir 3.1.3 pratimais, bet kuriemsx = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2

u(x) > u(y) ⇔ x ÂL y

⇔ x1 > y1 arba
[

x1 = y1 ir x2 > y2

]
.

Tada kiekvienamt ∈ R, u(t, 1) > u(t, 0). Atsižvelgiant į racionaliųjų skaičių aiḃes
tirštumą realiųjų skaičių aiḃeje (2.26lema), aiḃeJt := (u(t, 0), u(t, 1))∩Q yra netuš̌cia
kiekvienamt ∈ R. Remiantis rinkimo aksioma (2.8aksioma), egzistuoja tokia funkcija
f : R → Q, kadf(t) ∈ Jt kiekvienamt ∈ R. Funkcijaf yra injekcija. Iš tikro, bet
kuriemss, t ∈ R, jei s > t, tai (s, 0) ÂL (t, 1) ir u(s, 0) > u(t, 1). Kadangi aiḃesJs ir
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Jt nesikerta, taif(s) 6= f(t). Tokiu b ūdu nustatėme bijekciją tarp realiųjų skaičių aiḃes
R ir racionaliųjų skaǐcių poaibiof [R] ⊂ Q.

Racionaliųjų skaǐcių aiḃeQ yra skaiti3 (įrodyti). Toḋel skaitus yra jos poaibisf [R]
(įrodyti). Gavome, kad realiųjų skaičių aiḃe R yra skaiti. To negali b ūti. Norint tuo
įsitikinti pakanka įrodyti, kad intervalas(0, 1) nėra skaitus. Tarkime priešingai, t. y.
visus realiuosius skaičius šiame intervale galime sunumeruotiα1, α2, . . . . Užrašykime
šiuos skaǐcius dešimtaine sistema

α1 = 0, a11a12a13 . . .

α2 = 0, a21a22a23 . . .

· · ·

ir sudarykime naują skaičių β := 0, b1b2b3 . . . , kur kiekvienasbk ∈ {1, . . . , 8}, b1 6=
a11, b2 6= a22 ir t. t. Tadaβ ∈ (0, 1) ir nesutampa nei su vienuαk. Prieštaravimas
įrodo, kad intervalas(0, 1) nėra skaitus, ir toḋel visa realiųjų skaǐcių aiḃeR nėra skaiti -
priešingai tam, ką gavome. Ši prieštara įrodo teiginį.

Jei alternatyvų laukas išreiškiamas tolydžiąja naudingumo funkcija, tai jis yra toly-
dus. Iš tikro, sakykime, kadu yra alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcija.
Kiekvienamx ∈ X ir r := u(x) ∈ R, turime lygybes

{
u−1

[
[r,+∞)

]
= {z ∈ X : u(z) ≥ r} = {z ∈ X : z º x} = L(x)

u−1
[
(−∞, r]

]
= {z ∈ X : u(z) ≤ r} = {z ∈ X : x º z} = R(x).

(3.8)

Kadangi intervalai[r,+∞) ir (−∞, r] yra uždari realiųjų skaičių aiḃeje, tai remiantis
2.63(c) teiginiu, jei funkcijau yra tolydi, tai visos šios aiḃes yra uždaros kiekvienam
x ∈ X, ir todėl alternatyvų laukas(X,º) yra tolydus.

Alternatyvų aibeiX esant euklidiṅes erdv̇es aibe teisingas atvirkščias teiginys, vad-
inamasDebreu teorema:

3.14 teorema. Sakykime, kadX yra euklidinės erdvės poaibis, o alternatyvų laukas
(X,º) yra tolydus. Tada jis yra išreiškiamas tolydžiąja naudingumo funkcija.

Šios Debreu teoremos įrodymas nėra lengvas, jis pateikiamas3.5 skyrelyje. Toḋel
verta praḋeti nuo paprastesnio teiginio įrodymo. B ūtent įrodysime, kadbaigtinėsalter-
natyvų aiḃes racionalusis preferencijos sąryšis visada išreiškiamas naudingumo funkcija.

3.15 teiginys. Sakykime, kadX yra baigtinė alternatyvų aibė. Tada kiekvienas alter-
natyvų laukas(X,º) yra išreiškiamas naudingumo funkcija.

3Aibė A yra skaiti, jei egzistuoja bijekcija tarpA ir nat ūraliųjų skaičių aiḃesN, t. y. jei visus aiḃesA
elementus galima sunumeruoti.
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Įrodymas.Sakykime, kad aiḃesX preferencijaº yra racionali. Kiekvienamx ∈ X
aibėR(x) = {z ∈ X : x º z} yra baigtiṅe; jos elementų skaičių pažyṁekimeu(x) :=
#R(x). Tai, kad šiomis reikšṁemis apibṙežta funkcijau : X → R yra alternatyvų lauko
(X,º) naudingumo funkcija įrodysime naudodamiesi3.2.3 pratimu. Tegulx, y ∈ X.

Iš pradžių tarkime, kadx º y. Parodysime, kadu(x) ≥ u(y). Jeiz ∈ R(y) yra bet
kuris elementas, tai remiantis preferencijos tranzityvumux º z, t. y. z ∈ R(x). Tokiu
b ūduR(x) ⊃ R(y), ir todėl u(x) ≥ u(y).

Dabar tarkime, kadx Â y. Parodysime, kadu(x) > u(y). Kaip ir ankstesniame
žingsnyje gauname, kadR(x) ⊃ R(y). Remiantis3.1.7 pratimu, galioja¬[y º x].
Todėl x ∈ R(x) betx 6∈ R(y). Kitaip tariantu(x) = #R(x) > #R(y) = u(y). Tokiu
b ūdu lygyḃeº=ºu teisinga remiantis3.2.3 pratimu; tai ir reik̇ejo įrodyti.

Jei alternatyvų aiḃes preferencija išreiškiama naudingumo funkcija, tai tokia funkcija
nėra vienintel̇e. Pavyzdžiui, jeiu yra naudingumo funkcija, tai tą pačią preferenciją
išreiškia ir funkcijosu + 1, u3, eu ir t. t. Šie pavyzdžiai rodo, jog naudingumo funkcijos
kompozicija su diḋejaňcia funkcija nusako tą pačią preferenciją. Toliau apib ūdinsime
visas tas funkcijas, kurios nusako tą patį preferencijos sąryšį.

Tegul u yra alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcija, o jos reikšmių aibėje
u[X] ⊂ R apibṙežta funkcijaϕ : u[X] → R yra diḋejanti, t. y. griežtai monotoniṅe
funkcija. Tada kompozicijaϕ◦u yra to paties alternatyvų lauko(X,º) naudingumo
funkcija (3.2.4 pratimas). Teisingas ir atvirkščias teiginys, jog bet kurios dvi tą patį
alternatyvų lauką išreiškiančios naudingumo funkcijos yra susijusios funkcijų kompozi-
cija. Tiksliau, galioja teiginys:

3.16 teiginys. Sakykime, kadu, v : X 7→ R yra funkcijos, iru yra alternatyvų lauko
(X,º) naudingumo funkcija. Tadav taip pat yra(X,º) naudingumo funkcija tada ir
tik tada, kai egzistuoja tokia didėjanti funkcijaϕ : u[X] 7→ R, kadv = ϕ◦u.

Įrodymas.Atsižvelgiant į ankstesnes pastabas, pakanka įrodyti tik implikaciją „tada".
Tarkime, kadu ir v yra dvi to paties alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcijos.
Pakanka įrodyti, jog egzistuoja tokia didėjanti funkcijaϕ : u[X] 7→ R, kadv = ϕ◦u.
Iš tikrųjų, kiekvienamr ∈ u[X] ⊂ R, tegulϕ(r) := v(x); čia x yra bet kuris aiḃes
I(r) := u−1[r] := {x ∈ X : u(x) = r} elementas. Toks apibrėžimas yra korektiškas,
kadangiI(r) yra alternatyvų lauko(X,º) indiferentiškumo aiḃe, ov yra preferenciją
º išreiškianti naudingumo funkcija pagal prielaidą. Be to, funkcijaϕ yra diḋejanti: jei
s, t ∈ u[X] ir s > t, tai remiantis3.2.2 pratimu,x Â y bet kuriemsx ∈ I(s), y ∈ I(t),
ir todėl ϕ(s) = v(x) > v(y) = ϕ(t). Pagaliau, lygyḃev(x) = ϕ(u(x)) teisinga visiems
x ∈ X pagalϕ apibṙežimą, kas įrodo teiginį.

3.14 teorema sako, jog tolydus euklidinės erdv̇es alternatyvų laukas išreiškiamas
tolydžia naudingumo funkcija. Bet ne visos naudingumo funkcijos, išreiškiančios tolydų
alternatyvų lauką, yra tolydžios. Tolydžiosios funkcijos kompozicija su didėjaňcia, bet
tr ūkia funkcija išreiškia tą patį alternatyvų lauką, bet neprivalo b ūti tolydi.
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Kalbant apie vartojimą ekonominėje analiżeje dažniausiai naudojama naudingumo
funkcijau su reikšṁemis

u(x) := xα1
1 xα2

2 · · ·xα`
` (3.9)

kiekvienamx = (x1, . . . , x`) ∈ R`
+, kur αi, i = 1, . . . , `, yra teigiamieji skaǐciai. Ši

funkcija vadinamaCobbo–Douglaso4 naudingumo funkcija. Pasinaudoję3.16teiginiu
didėjaňciai funkcijai ϕ(u) = u1/α, α :=

∑`
i=1 αi, galime tarti, kad (3.9) išraiškoje∑`

i=1 αi = 1. Aibėje vektoriųx ∈ R`
++, kurių visos koordinaṫes teigiamos, galima

logaritmuoti (3.9) dešinę pusę. Gauta funkcija

v(x) := α1 ln x1 + · · ·+ α` lnx`, x = (x1, . . . , x`) ∈ R`
++,

išreiškia tą patį alternatyvų lauką, kaip irCobbo–Douglaso naudingumo funkcija remi-
antis ką tik įrodytu3.16teiginiu, nes logaritmas yra griežtai monotoniška funkcija.

Pratimai

1. Tegulu : X → R yra aiḃesX naudingumo funkcija. Įrodyti, kad bet kuriems
x, y ∈ X, x Âu y tada ir tik tada, kaiu(x) > u(y), o x ∼u y tada ir tik tada, kai
u(x) = u(y).

2. Funkcijau : X 7→ R yra alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcija tada
ir tik tada, kai galioja teiginys: visiemsx, y ∈ X, y Â x tada ir tik tada, kai
u(y) > u(x).

3. Funkcijau : X 7→ R yra alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcija tada ir
tik tada, kai išpildyta(a) ir (b):

(a) visiemsx, y ∈ X, jei y º x tai u(y) ≥ u(x);

(b) visiemsx, y ∈ X, jei y Â x tai u(y) > u(x).

4. Tegulu yra alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcija, oϕ : u[X] 7→ R yra
didėjanti funkcija. Įrodyti, kad kompozicijaϕ◦u yra to paties alternatyvų lauko
(X,º) naudingumo funkcija.

3.3 Iškilumas ir monotoniškumas

Kaip ir ankšciau, šiame skyrelyje tariama, kad alternatyvų aibėX yra euklidiṅes erdv̇es
R` poaibis.

4Paul Howard Douglas buvo XX amžiausČikagos universiteto ekonomistas, o Charles W. Cobb buvo
vieno Amerikos koledžo matematikas.
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Iškilumas Šiame vadov̇elyje aptariamas ekonomikos pusiausvyros egzistavimo įrody-
mas remiasi toliau apibrėžiama preferencijos iškilumo savybe. Priminsime, kad aibė X
vadinamaiškila, jei kartu su bet kuriais šios aibės elementaisx ir y, aibeiX taip pat
priklauso jų iškilieji dariniaiλx + (1 − λ)y kiekvienamλ ∈ (0, 1). Greta alternatyvų
aibės iškilumo kartais bus naudojamos ir kitos, toliau apibrėžiamos, alternatyvų lauko
savyḃes.

3.17 apibrėžtis. Tarkime, kad alternatyvų aibė X ⊂ R` yra iškila. Alternatyvų laukas
(X,º) vadinamas

(a) iškilu, jei bet kuriemsx, y, z ∈ X iš to, kady º x ir z º x, gaunameλy + (1−
λ)z º x visiemsλ ∈ (0, 1);

(b) griežtai iškilu, jei bet kuriemsx, y, z ∈ X iš to, kady º x, z º x ir y 6= z,
gaunameλy + (1− λ)z Â x visiemsλ ∈ (0, 1).

Nesunku matyti, kad alternatyvų laukas(X,º) yra iškilas tada ir tik tada, kai aibė
L(x) = {z ∈ X : z º x} yra iškila visiemsx ∈ X. Be kita ko, alternatyvų lauko
iškilumas reiškia, kad dviejų indiferentiškų alternatyvų iškilasis darinys yra ne blogesnis
už kiekvieną jų atskirai. Tai išplaukia iš kitos lemos(b) savyḃes.

3.18 lema.Tarkime, kad alternatyvų aibėX ⊂ R` yra iškila. Alternatyvų lauko(X,º)
savybės(a), (b) ir (c) yra ekvivalenčios:

(a) (X,º) yra iškilas;

(b) bet kuriemsx, y ∈ X, jei y º x, tai λy + (1− λ)x º x kiekvienamλ ∈ [0, 1];

(c) aibė{z ∈ X : z Â x} yra iškila visiemsx ∈ X.

Įrodymas. (a) ⇒ (b): Jeix, y ∈ X ir y º x, tai x, y ∈ {z ∈ X : z º x} = L(x).
KadangiL(x) aibė yra iškila, taiλy + (1− λ)x ∈ L(x) kiekvienamλ ∈ [0, 1]. Iš čia ir
išplaukia(b) savyḃe.

(b) ⇒ (c): Tegulλ ∈ [0, 1]. Įrodysime, kad išy Â x ir z Â x išplaukiaλy + (1 −
λ)z Â x. Remiantis pilnumo aksiomaA.1, galioja arbaz º y, arbay º z. Pirmu atveju
(b) sąlygos ḋekaλz+(1−λ)y º y. Remiantis3.5teiginiu, iš pastarojo sąryšio iry Â x
gauname, kadλz + (1 − λ)y Â x. Antru atveju ta pati išvada išplaukia analogiškai
pasinaudojus tuo, kadz Â x. Taigi įroḋeme savybę(c).

(c) ⇒ (a): Tarkime, kad savyḃe (a) neteisinga. Tada egzistuoja tokios alternatyvos
x, y, z ∈ X ir λ ∈ (0, 1), kadz º x, y º x, betλz + (1 − λ)y º x neteisinga. Tada
naudojantis3.1.7 pratimo teiginiu, teisingasx Â λz + (1 − λ)y sąryšis. Remiantis3.5
teiginiu, iš šio sąryšio kartu suz º x išplaukia sąryšisz Â λz + (1 − λ)y. Tas pats
argumentas suy vietojez leidžia tvirtinti, kady Â λz + (1 − λ)y. Remiantis savybe
(c), tada yra teisingas sąryšisλz + (1 − λ)y Â λz + (1 − λ)y, kuris prieštarauja3.1.5
pratimo teiginiui. Vadinasi savybė (a) teisinga.3.18lemos įrodymas baigtas.
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Neretai alternatyvų lauko savybes galima apib ūdinti jį išreiškiančios naudingumo
funkcijos savyḃemis. Taip yra ir su alternatyvų lauko iškilumu; tokia jį išreiškiančios
naudingumo funkcijos savybė yra kvazi–įgaubtumas (žr.2.104(c) apibṙežimą).

3.19 teiginys. Sakykime, kad aibėX ⊂ R` yra iškila ir alternatyvų laukas(X,º) yra
išreiškiamas naudingumo funkcijau : X → R. Tada galioja(a) ir (b):

(a) (X,º) yra iškilas tada ir tik tada, kaiu yra kvazi–įgaubta;

(b) (X,º) yra griežtai iškilas tada ir tik tada, kaiu yra griežtai kvazi–įgaubta.

Įrodymas. Įrodysime tik pirmąjį teiginį, o antrojo teiginio įrodymas paliekamas skaity-
tojui. Tegul alternatyvų laukas(X,º) yra iškilas, tegulx, y ∈ X ir λ ∈ (0, 1). Remi-
antis preferencijos pilnumu galioja arbax º y, arbay º x. Pirmu atveju, remiantis
3.18(b) lema, gaunameλx + (1 − λ)y º y. Kadangi laukas išreiškiamas naudingumo
funkcija, iščia išplaukia nelygyḃes

u(λx + (1− λ)y) ≥ u(y) ≥ min{u(x), u(y)}.

Antru atveju panašiai gauname tą pačią nelygybę tarp pastarosios išnašos kairiosios ir
dešiniosios pusių. Taigi naudingumo funkcija yra kvazi–įgaubta.

Atvirkščiai, tegulu yra kvazi–įgaubta,x, y, z ∈ X, y º x, z º x ir λ ∈ (0, 1).
Kadangi alternatyvų laukas(X,º) išreiškiamas naudingumo funkcijau, tai u(y) ≥
u(x) ir u(z) ≥ u(x). Tada

u(λy + (1− λ)z) ≥ min{u(y), u(z)} ≥ u(x),

ir todėl λy + (1− λ)z º x, t. y. preferencija yra iškila.

Pirmajame skyrelyje parodėme, kad pasirinkimo aibė (3.3) tam tikrais atvejais yra
netuš̌cia ir kompaktiška (3.11 teorema). Dabar parodysime, kad ją sudaro vienintelis
elementas, jei alternatyvų laukas yra griežtai iškilas.

3.20 teiginys. Tarkime, kad alternatyvų laukas(X,º) yra tolydus ir iškilas. Taip pat
tarkime, kadB yra netuščias, kompaktiškas ir iškilas aibėsX poaibis. Tada galioja(a)
ir (b):

(a) Pasirinkimo aibėC(B) yra netuščia, kompaktiška ir iškila.

(b) Jei, be to,(X,º) yra griežtai iškilas, tai pasirinkimo aibę sudaro vienintelis ele-
mentas.

Įrodymas.3.11teoremos ḋeka jau žinome, kad pasirinkimo aibė C(B) yra netuš̌cia ir
kompaktiška. Parodysime, kad ji yra iškila. Tegulx, y ∈ C(B) ir λ ∈ (0, 1). Kadangi
B yra iškila, tai iškilas darinysxλ := λx + (1 − λ)y ∈ B. Kadangiy optimalus, tai
remiantis3.18(b) lemaxλ º x. Remiantisx optimalumux º z kiekvienamz ∈ B.
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Preferencijos tranzityvumas leidžia teigti, kadxλ º z kiekvienamz ∈ B, t. y. xλ ∈
C(B), kas įrodo teiginį(a).

(b) teiginio įrodymui tegul(X,º) yra griežtai iškilas. Tarkime, kad egzistuoja dvi
skirtingos alternatyvosx, y ∈ C(B). Tada iškilasis darinysx1/2 = (1/2)x + (1/2)y ∈
B ir x1/2 Â x remiantis preferencijos griežtuoju iškilumu, o tai prieštarauja3.7(b) teig-
iniui. Taigi teiginys(b) taip pat įrodytas.

Monotoniškumas Toliau aptariama preferencijos savybė turi akivaizdžią ekonominę
interpretaciją. Ypǎc, kai alternatyvomis yra ġeryḃes – kuo jų daugiau, tuo geriau.

Alternatyvųkiekio(o ne suteikiamo naudingumo) lyginimas euklidinėje erdv̇eje gali
b ūti išreikštas įprasta nelygybe tarp vektorių. B ūtent, tarp euklidinės erdv̇esR` vektorių
x = (x1, . . . , x`) ir y = (y1, . . . , y`) yra apibṙežtas binarusis sąryšisx ≥ y, jei xi ≥ yi

visiemsi = 1, . . . , ` (šis sąryšis ṅera pilnas, jeì > 1).

3.21 apibrėžtis. AibėsX ⊂ R` alternatyvų laukas(X,º) vadinamassilpnai mono-
tonišku, jei bet kuriemsx, y ∈ X iš nelygyḃesx ≥ y išplaukia preferencijax º y. Jei
iš nelygybiųx ≥ y ir x 6= y išplaukia griežta preferencijax Â y, tai alternatyvų laukas
(X,º) vadinamasstipriai monotonišku.

Nesunku pasteḃeti, kad stipriai monotoniškas alternatyvų laukas taip pat yra silpnai
monotoniškas. Tǎciau atvirkš̌ciai neb ūtinai yra teisinga. Pavyzdžiui, tegulu(x) = x1x2,
kai x = (x1, x2) ∈ R2

+. Jeix = (x1, x2) ≥ y = (y1, y2), tai

u(x) = x1x2 ≥ y1y2 = u(y).

Tai rodo, kad alternatyvų laukas išreiškiamas naudingumo funkcijau yra silpnai mono-
toniškas. Kita vertus,(2, 0) ≥ (1, 0) ir (2, 0) 6= (1, 0), betu(2, 0) = 0 = u(1, 0). Taigi
šis laukas ṅera stipriai monotoniškas.

Kaip jau buvo miṅeta, preferencijos sąryšio stipriojo monotoniškumo savybę galima
interpretuoti kaip individo godumą: nepriklausomai nuo esamo gerovės lygmens, bet
koks alternatyvų rinkinio padiḋejimas suteikia griežtai stipresnį pasitenkinimą.

Tarkime, kadº yra alternatyvų aiḃesR`
+ preferencijos sąryšis ire := (1, . . . , 1) ∈

R`
+ yra vienetinis vektorius. Kiekvienamx ∈ R`

+ tegul

uº(x) := sup
{
r ≥ 0: x º re = (r, . . . , r)

}
; (3.10)

čia naudojamas supremumo (2.17) apibṙežimas. Parodysime, kaduº yra alternatyvų
lauką (R`

+,º) išreiškianti naudingumo funkcija, jei šis yra tolydus ir stipriai mono-
toniškas.

3.22 teorema.Sakykime, kad alternatyvų laukas(R`
+,º) yra tolydus ir stipriai mono-

toniškas. Tada(3.10) apibrėžia funkcijąuº : R`
+ → R+, kuri yra tolydi alternatyvų

lauko(R`
+,º) naudingumo funkcija.
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Įrodymas.Pirmiausia parodysime, kad aibė U(x) := {r ≥ 0: x º re} yra netuš̌cia ir
apṙežta. Tarkime, kadx ∈ R`

+. Kadangix ≥ 0 (= 0e), tai remiantis alternatyvų lauko
silpnuoju monotoniškumux º 0. Toḋel aiḃeU(x) yra netuš̌cia. Parodysime, kad ši aibė
yra apṙežta. Jei ne, tai kiekvienamn, n ∈ U(x), t. y. x º ne. Be to, visiemsn pakanka-
mai dideliems,ne ≥ x ir ne 6= x. Toḋel ne Â x remiantis griežtuoju monotoniškumu.
Taigi egzistuoja toksn, kadx º ne Â x. Bet remiantis3.5 teiginiu, gauname prieštarą
x Â x (3.1.5 pratimas), įrodantį, kadU(x) aibė apṙežta. Toḋel uº(x) = supU(x) ∈ R+

ir (3.10) korektiškai apibṙežia funkcijąuº : R`
+ → R+.

Pirmiausia parodysime, kad kiekvienamx ∈ R`
+

uº(x)e ∼ x. (3.11)

Iš tikro, tegulx ∈ R`
+. Kadangi aiḃe R(x) = {y ∈ R`

+ : x º y} uždara,uº(x)e ∈
R(x), t. y. x º uº(x)e. Iš kitos puṡes, kiekvienamε > 0, [uº(x) + ε]e 6∈ R(x).
Remiantis3.1.7 pratimu,[uº(x)+ε]e Â x. Tuo labiau kiekvienamε > 0, [uº(x)+ε]e ∈
L(x) = {y ∈ R`

+ : y º x}. Dabar atsižvelgiant į aiḃesL(x) uždarumąuº(x)e ∈ L(x),
t. y. uº(x)e º x, kas įrodo (3.11).

Tai, kaduº yra alternatyvų lauko(R`
+,º) naudingumo funkcija, parodysime nau-

dodamiesi3.2.2 pratimu. Tegulx, y ∈ R`
+. Jeiuº(x) > uº(y), tai remiantis (3.11) ir

lauko stipriuoju monotoniškumu, turime

x º uº(x)e Â uº(y)e º y.

Iš čia gaunamex Â y, remiantis3.5teiginiu. Atvirkš̌ciai, jeix Â y, tai remiantis (3.11),
turime

uº(x)e º x Â y º uº(y)e.

Iš čia gaunameuº(x)e Â uº(y)e, vėlgi remiantis tuo pǎciu 3.5 teiginiu. Jei b ūtų
uº(x) ≤ uº(y), tai gautume prieštarą paskutinei išvadai atsižvelgiant į lauko silpną
monotoniškumą. Toḋel uº(x) > uº(y) atsižvelgiant į realiųjų skaičių aiḃes trichotomi-
jos savybę. Remiantis3.2.2 pratimu,uº yra alternatyvų lauko(R`

+,º) naudingumo
funkcija.

Liko įrodyti funkcijosuº tolydumą. Remiantis šios funkcijos apibrėžimu, kiekvien-
amt ∈ R galioja lygyḃest = uº(te),

{x ∈ R`
+ : uº(x) ≥ t} = {x ∈ R`

+ : x º te} = L(te)

ir
{x ∈ R`

+ : uº(x) ≤ t} = {x ∈ R`
+ : te º x} = R(te).

Kaip ir (3.8) sąryšių atveju, remiantis lauko tolydumu gauname funkcijosuº tolydumą.
Teoremos įrodymas baigtas.

Praeito skyrelio pabaigoje apibrėž̇emeCobbo–Douglaso naudingumo funkciją. To-
liau apžvelgsime šios ir keletos kitų naudingumo funkcijų apibrėžto alternatyvų lauko
savybes.
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Tobulieji pakaitai Sakykime, kad realieji skaičiai a > 0 ir b > 0. Naudingumo
funkcijosu su reikšṁemis

u(x) = ax1 + bx2, x = (x1, x2) ∈ R2
+, (3.12)

apibṙežtas alternatyvų laukas(R2
+,ºu) vadinamastobulaisiais pakaitais. Šio alter-

natyvų lauko indiferentiškumo aibė

I(c) := {x ∈ R2
+ : u(x) = c} = {(x1, x2) ∈ R2

+ : ax1 + bx2 = c}, c > 0,

yra atkarpa, kurios posvyris (angl. slope) yra pastovus dydis−(a/b) nesx2 = c/b −
(a/b)x1. Alternatyvos, priklausaňcios tai pǎciai indiferentiškumo aibei, yra vienodai
vertinamos naudingumo prasme, ir todėl gali b ūti viena pakeičiama kita. Alternatyvas
interpretuojant ġeryḃemis, dviejų ġerybių kiekiai sudaro tobulųjų pakaitų lauką, jei var-
totojas sutinka vieną iš jų keisti kitupastoviusantykiu. Šiuo atveju jeix, y ∈ I(c), tai
x2−y2 = −(a/b)(x1−y1), t. y. vienos ġeryḃes pasikeitimas atstoja kitos pasikeitimą tuo
pǎciu santykiua/b. Pavyzdžiui, kaia = b = 1, vienodai geistinamomis alternatyvomis
gal̇etų b ūti skirtingų spalvų pieštukų poros, t. y. nesvarbu jų spalva, bet svarbu jų kiekis.
Šio alternatyvų lauko indiferentiškumo aibę sudaro tokios alternatyvos(x1, x2) ∈ R2

+,
kad x1 + x2 = const. Apskritai, tobulieji pakaitai yra iškilas bet ne griežtai iškilas
alternatyvų laukas.

Tobulieji papildiniai Sakykime, kad realieji skaičiai a > 0 ir b > 0. Naudingumo
funkcijosu su reikšṁemis

u(x) = min{ax1, bx2}, x = (x1, x2) ∈ R2
+, (3.13)

apibṙežtas alternatyvų laukas(R2
+,ºu) vadinamastobulaisiais papildiniais. Alternaty-

vas interpretuojant ġeryḃemis, tobulieji papildiniai yra ġeryḃes, kurios visada vartojamos
kartu ir pastoviu santykiu. Kaia = b = 1, tokių ġerybių pavyzdžiu galėtų b ūti dešin-
iosios ir kairiosios kojos batai. Šiuo atveju (3.13) naudingumo funkcija išreiškiamas
preferencijos sąryšis nurodo, kad vartotoją domina tik maksimalus išx1 ir x2 sudarytų
porų skaǐcius. Apskritai tobulieji papildiniai taip pat yra iškilas, bet ne griežtai iškilas
alternatyvų laukas. Kaip vėliau matysime, (3.13) taip pat naudojama gamybos funkcijai
apibṙežti vadinamosiosLeontiefo technologijos atveju.

Cobbo–Douglaso naudingumo funkcija Sakykime, kad realieji skaičiai c > 0 ir d >
0. Naudingumo funkcijau su reikšṁemis

u(x) = xc
1x

d
2, x = (x1, x2) ∈ R2

+, (3.14)

yra funkcijos (3.9) atskiras atvejis ir jos apibrėžtas alternatyvų laukas(R2
+,ºu) vadi-

namasCobbo–Douglaso alternatyvų lauku. Kaip žinome iš3.16teiginio, monotoniška
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naudingumo funkcijos transformacija nekeičia alternatyvų lauko. Pakėlę naudingumo
funkciją laipsniu1/(c + d) ir pažyṁejęε := c/(c + d) ∈ (0, 1), gauname tą patį alter-
natyvų lauką, išreikštą tokia naudingumo funkcija:

v(x) = xε
1x

1−ε
2 , x = (x1, x2) ∈ R2

+. (3.15)

Tai reiškia, kad naudingumo funkcijos (3.14) išraiškoje laipsnius galima taip pakeisti,
kad jų suma b ūtų lygi1. (3.14) naudingumo funkcija taip pat yra naudojama gamybos
funkcijai apibṙežti vadinamosiosCobbo–Douglaso technologijos atveju.

CES naudingumo funkcija Sakykime, kad realieji skaičiai a > 0, b > 0 ir 0 < ρ <
∞. Pastovios transformacijos elastingumo, arba CES naudingumo funkcija (angl. the
constant elasticity of substitution) yra

u(x) =
[
axρ

1 + bxρ
2

]1/ρ
, x = (x1, x2) ∈ R2

+. (3.16)

Kai ρ = 1, gauname tobulųjų pakaitų naudingumo funkciją (3.12).

Ribinė pakeitimo norma Tarkime, kad alternatyvų laukas(X,º) yra atviroji euk-
lidinės erv̇es aiḃe, t. y. atviroji aiḃe vektoriųx = (x1, . . . , x`), kurių koordinaṫes in-
terpretuojamos kaip prekių kiekiai, ir skirtingos koordinatės atitinka skirtingas prekes.
Tarkime, kad, šį lauką išreiškianti naudingumo funkcijau yra C1 klaṡes funkcija aiḃe-
je X. Bet kuriami ∈ {1, . . . , `} ir bet kuriam prekių vektoriuix ∈ X, i-tąją prekę
atitinkaňciu ribiniu naudingumu(angl. marginal utility) vadinsime naudingumo funkci-
jos i-tąją dalinę išvestinę taškex (2.75apibṙežimas)

MUi(x) := (Diu)(x).

Pagal ekonominę interpretaciją šis dydis yra papildomas naudingumas, gaunamas iš
prek̇es papildomo vieneto. Bet kuriems skirtingiemsi, j ∈ {1, . . . , `} ir bet kuriam
prekių vektoriuix ∈ X, i-tąją irj-tąją prekes atitinkaňcia ribine pakeitimo norma(angl.
marginal rate of substitution) vadinsime atitinkamų prekių ribinių naudingumų santykį

RPNij(x) :=
MUi(x)
MUj(x)

=
(Diu)(x)
(Dju)(x)

. (3.17)

Interpretuojant šį dydį sakoma, kad jis apib ūdinai-tosios prek̇es kiekį, reikalingą kom-
pensuoti vartotojui už atsisakymąj-tosios prek̇es kiekio taip, kad naudingumo lygis iš-
liktų nepakites.

Įdomus yra ribiṅes pakeitimo normosRPNij(x) elgesys vektoriuix kintant taip,
kad naudingumasu(x) išlieka pastovus, o kinta tik koordinatėsxi ir xj . Toḋel papras-
tumo ḋelei toliau tarsime, kad̀ = 2 ir X = R2

++ yra aiḃe vektorių su teigiamomis
koordinaṫemis. Bet kuriamc ∈ u[X] ⊂ R aibė

Iu(c) := {x ∈ X : u(x) = c}
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x2

x1

Iu(c)

3.2 . Vienodo naudingumo aiḃe

vadinamavienodo naudingumo aibe, arbaindiferentiškumo aibe. Tegulc ∈ u[X]. Jei
egzistuoja tokia funkcijafc : R++ → R++, kadu(t, fc(t)) = c kiekvienamt > 0, tai ją
vadinsime naudingumo funkcijosu vienodo naudingumo kreive, arbaindiferentiškumo
kreive, atitinkanťcia lygį c. Sąlygas kada tokia funkcija egzistuoja, nurodo globaliosios
neišreikštiṅes funkcijos teorema. Pavyzdžiui, jeiu yra Cobbo–Douglaso naudingumo
funkcija

u(x) = xα
1 x1−α

2 , x = (x1, x2) ∈ R2
++, α ∈ (0, 1),

tai jos vienodo naudingumo kreivė, atitinkanti lygįc > 0, yra funkcija

fc(t) = c1/(1−α)tα/(1−α), t > 0.

Taigi vienodo naudingumo kreivė fc išreiškia priklausomybę tarp koordinačių x1 ir x2,
vektoriuix = (x1, x2) ∈ X kintant taip, kadu(x) = c.

Tarkime, kad vienodo naudingumo kreivės yra diferencijuojamos savo apibrėžimo
srityje, ir tegulx(t) := (t, fc(t)), t > 0. Kadangiu(x(t)) = (u◦x)(t) ≡ c, tai remiantis
kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.44), gauname

0 = D(u◦x)(t) = (D1u)(x(t)) + (D2u)(x(t))Dfc(t)

su kievienut > 0. IšreiškęDfc(t) ir prisiminę ribinę pakeitimo normą (3.17)

Dfc(t) = −(D1u)(x(t))
(D2u)(x(t))

= −RPN12(x(t)). (3.18)

Dabar tarkime, kad vienodo naudingumo kreivės yra du kartus diferencijuojamos
savo apibṙežimo srityje. Remiantis gauta formule (3.18), antroji išvestiṅe D2fc ≥ 0
intervale(0,∞), tada ir tik tada, kai funkcijost 7→ RPN(x(t)) pirmoji išvestiṅe yra
neteigiama, t. y. diḋejant argumentui, funkcijaRNP (x(·)) maž̇eja. Ekonomikoje šis
ribinės pakeitimo normos kitimas vadinamasribinės pakeitimo normos mažėjimu(angl.
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decreasing marginal rate of substitution). Šis faktas interpretuojamas taip: didėjant pir-
mosios prek̇es kiekiui, vartotojas yra linkęs atsisakyti vis mažesnio jo kiekio tam, kad jo
naudingumas b ūtų kompensuojamas antrosios prekės kiekiu. Tai paaiškinama tuo, kad
vis daugiau vartojant tos pačios prek̇es, santykinai ji suteikia vis mažiau naudingumo.

Paroḋeme, kad ribiṅe pakeitimo norma mažėja tada ir tik tada, kai vienodo naudingu-
mo kreiv̇es antroji išvestiṅe yra neneigiama. Remiantis2.107(b) išvada, taip yra tada ir
tik tada, kai vienodo naudingumo kreivė yra iškila. Kitas teiginys sako, jog tai yra ek-
vivalentu alternatyvų lauko iškilumui. B ūtent visi šie faktai sieja vadovėlyje naudojamą
preferencijos iškilumo sąlygą su intuityviai suprantamu vartotojo elgesiu.

3.23 teiginys. Tarkime, kad silpnai monotoniškas alternatyvų laukas(X,º) išreiškia-
mas naudingumo funkcijau : X → R, o {fc : c ∈ u[X]} yra jos indiferentiškumo
kreivių šeima. Alternatyvų laukas(X,º) yra iškilas tada ir tik tada, kai kiekvienamc,
fc yra iškila.

Įrodymas.Tegulfc yra iškila kiekvienamc ∈ u[X]. Remiantis3.19teiginiu, pakanka
parodyti, kadu yra kvazi–įgaubta. Tegulz1 = (x1, y1) ∈ X, z2 = (x2, y2) ∈ X
ir c := min{u(z1), u(z2)}. Galime tarti, kadu(z1) = c ir u(z2) ≥ c. Tuo atveju
y1 = fc(x1) ir y2 ≥ fc(x2) (kodėl?). Naudodami preferencijos silpnąjį monotoniškumą
ir fc iškilumą, kiekvienamλ ∈ (0, 1), gauname

u(λz1 + (1− λ)z2) ≥ u(λx1 + (1− λ)x2, λfc(x− 1) + (1− λ)fc(x2))

≥ u(λx1 + (1− λ)x2, fc(λx1 + (1− λ)x2)) = c = min{u(z1), u(z2)}.
Taigi u yra kvazi–įgaubta.

Atvirkščiai, tegul dabar alternatyvų laukas(X,º) yra iškilas, bet egzistuoja toks
c ∈ u[X], kadfc nėra iškila funkcija. Tada galima rasti tokiusx1, x2 ∈ R+ ir λ ∈ (0, 1),
kad

fc(xλ) > λfc(x1) + (1− λ)fc(x2);

čia xλ := λx1 + (1 − λ)x2 yra iškilas darinys. Remiantis preferencijos griežtuoju
monotoniškumu, naudingumo funkcijos kvazi–įgaubtumu ir3.2.2 pratimu, gauname

c = u(xλ, fc(xλ)) > u(xλ, λfc(x1) + (1− λ)fc(x2))

≥ min{u(x1, fc(x1)), u(x2, fc(x2))} = c.

Ši prieštara įrodofc iškilumą bet kuriamc ∈ u[X] ir tuo pǎciu visą teiginį.

Pratimai

1. Įrodyti 3.19(b) teiginį.

2. Įrodyti, kad (3.12) naudingumo funkcija apibrėžtas tobulųjų pakaitų alternatyvų
laukas(R2

+,º) yra tolydus, stipriai monotoniškas, iškilas, bet ne griežtai iškilas.
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3. Įrodyti, kad tobulųjų papildinių alternatyvų laukas(R2
+,º) yra tolydus, silpnai

monotoniškas, bet ne stipriai monotoniškas, iškilas, bet ne griežtai iškilas.

4. Įrodyti, kadCobbo–Douglaso alternatyvų laukas(R2
++,ºu) yra tolydus, stipriai

monotoniškas, lokaliai nepasotinamas ir griežtai iškilas. (Įrodant pastarąją savybę
galima naudotis (3.15) išraiška, funkcijosu 7→ uε, 0 < ε < 1, įgaubtumu ir tuo,
kad išab ≥ 1 išplaukiaa + b ≥ 2.)

5. Įrodyti, kad CES naudingumo funkcijos (3.16) parametruiρ → 0 riboje gaunama
Cobbo–Douglaso naudingumo funkcija (3.15) suε = a/(a + b).

6. Įrodyti, kad CES naudingumo funkcija apibrėžtas alternatyvų laukas(R2
+,º) yra

tolydus, stipriai monotoniškas, lokaliai nepasotinamas ir griežtai iškilas, kai0 <
ρ ≤ 1.

7. Alternatyvų aiḃesX ⊂ Rl preferencijos sąryšisº vadinamasmonotonišku, jei
bet kuriemsx, y ∈ X ir y > x galioja griežta preferencijay Â x; čia y =
(yi) > (xi) = x reiškiayi > xi su kievienui. Įrodyti, jog tranzityvus, lokaliai
nepasotinamas ir silpnai monotoniškas preferencijos sąryšis yra monotoniškas.

3.4 Atskleistoji preferencija

Ankstesniuose skyreliuose apibrėž̇eme ir nagriṅejome racionalujį preferencijos sąryšį.
Žinant individo preferencijas, nesunku apib ūdinti jo pasirinkimus. Kaip ir dauguma
kitų ekonomikos teorijos sąvokų, preferencijos sąryšis apib ūdina tai, kas išreikšta for-
ma tikrov̇eje neegzistuoja. Ḋel to prasminga klausti: kaip nustatyti preferencijos sąryšį
stebint individo elgesį? Be to, koks turi b ūti pasirinkimas, kad jį atitinkanti preferencija
b ūtų racionali?

Atsakydami į šiuos klausimus naudosimės tuo, kad iš principo galima stebėti indivi-
do pasirinkimus iš įvairių alternatyvų rinkinių. Žinant tokių pasirinkimų rezultatus, gal-
ima tikėtis nustatyti steḃetąjį pasirinkimą atitinkantį preferencijos sąryšį. Tokia prefer-
encijos rekonstrukcija yra vadinamaatskleistosios preferencijos analize(angl. revealed
preference analysis).

Vartotojo elgsenos modeliavimas reiškia jo elgesio apib ūdinimą visais įsivaizduoja-
mais atvejais. Tokiam elgesiui apib ūdinti toliau šiame skyrelyje nagrinėsime parinkti-
mi vadinamą atitiktį, apibṙežiamą pasirinkimo aiḃemis ir nustatysime sąlygas tam, kad
atskleistoji preferencija b ūtų racionali.

Parinkties strukt ūra Iš pradžių tarkime, kad alternatyvų laukas(X,º) yra žinomas,
o pasirinkimo aiḃe C(B;º) apibṙežta (3.3) lygybe. Noṙedami išskirti atvejus, kai pref-
erencija žinoma iš anksto, toliau šią aibę žymėsime su žvaigždute:

C∗
º[B] := C∗(B;º) := {x ∈ B : (∀ y ∈ B)[x º y]} ⊂ B (3.19)
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su bet kuria alternatyvų aibeB ⊂ X. Remiantis3.11 teorema, jei alternatyvų laukas
(X,º) yra tolydus, o aiḃe B ⊂ X yra netuš̌cia ir kompaktiṅe, tai pasirinkimo aiḃe
C∗
º[B] yra netuš̌cia. Sakykime, kadB∗ žymi alternatyvų aiḃesX visų netuš̌ciųjų kom-

paktiškųjų poaibių klasę, kuri yra laipsninės aiḃesP(X) poaibis (2.5aksioma), o(X,º)
yra tolydusis alternatyvų laukas. Tada (3.19) pasirinkimo aiḃes apibṙežia tai, ką vadin-
sime parinktimi. Tiksliau kalbant, atitiktis išP(X) į X su priskirtimi

C∗
º = C∗

º[ · ] : B 7→ C∗
º[B] = C∗(B;º) ⊂ X, B ∈ B∗. (3.20)

yra parinktis. Priminsime, jog atitiktimi vadiname bet kurį aibių Dekarto sandaugos,
šiuo atvejuP(X)×X, netuš̌ciąjį poaibį, oB∗ yra šios atitikties apibrėžimo sritis (žr.2.2
skyrelį). Jei kiekvienamB ∈ B∗ jos vaizdąC∗

º[B] sudaro tik vienas aiḃesX elementas,
tai atitiktis C∗

º yra funkcija, apibṙežta aiḃejeB∗, o teiginys3.20(b) formuluoja sąlygas,
kada taip yra. Pastaruoju atveju kiekvienamB ∈ B∗ yra apibṙežta funkcijosC∗

º reikšṁe,
žymimaC∗

º(B) = x ∈ X, skirtingai nuo jos vaizdoC∗
º[B] = {x} ⊂ X.

Kitame apibṙežime jau ṅera reikalaujama, kad preferencija b ūtų žinoma iš anksto.

3.24 apibrėžtis. Sakykime, kadX yra alternatyvų aiḃe, oB – netuš̌cių X poaibių klaṡe.
Parinktimi(angl. choice) vadinsime tokią atitiktįC išP(X) į X su apibṙežimo sritimiB,
kurios vaizdasC[B] ⊂ B kiekvienamB ∈ B. Tokia pora(B, C) vadinamaX parinkties
strukt ūra(angl. choice structure).

Atskleistieji preferencijos sąryšiai Sakykime, kad alternatyvų aibės X parinkties
strukt ūra(B, C) yra žinoma. Yra keletas b ūdų aibėjeX apibṙežti preferencijos sąryšį
vartojant duotąją parinkties strukt ūrą.

Pirmuoju b ūdu preferencijos sąryšis apibrėžiamas taip. AiḃesX alternatyvų porą
x, y ir poaibį B ∈ B susiesime sąryšiu, žymimux º∗B y, jei x, y ∈ B ir x ∈ C[B].
Sakysime, kad alternatyvomsx, y ∈ X parinkties strukt ūra(B, C) atskleidžia prefer-
encijos sąryšį, žymimąx º∗ y, jei egzistuoja tokia aiḃe B ∈ B, kadx º∗B y. Kitaip
tariant, alternatyvomsx, y ∈ X

x º∗ y tada ir tik tada, kai (∃B ∈ B)[x º∗B y].

Žodžiais šį sąryšį išreikšime taip: „atskleistax esant neblogesniu užy“.
Kitas preferencijos sąryšio atskleidimo b ūdas gaunamas prisiminus3.8 teiginį. B ū-

tent, alternatyvomsx, y ∈ X parinkties strukt ūra(B, C) atskleidžia preferencijos sąryšį
x º∗2 y, jei {x, y} ∈ B ir x ∈ C[{x, y}]. Kitaip tariant, alternatyvomsx, y ∈ X

x º∗2 y tada ir tik tada, kai B := {x, y} ∈ B ir x º∗B y.

Žymėjimasº∗2 atspindi tai, kad preferencijos sąryšį atskleidžia pasirinkimas tik iš dviejų
alternatyvų. Ar pastarieji du preferencijos apibrėžimo b ūdai sutampa?

Bandant atsakyti į šį klausimą, pirmiausia tarkime, kad alternatyvų aibėjeX yra api-
brėžtas racionalusis preferencijos sąryšisº, o tai reiškia, kad turime parinkties strukt ūrą
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(B∗, C∗
º), kuri atskleidžia kitus du preferencijos sąryšiusº∗2 ir º∗. Remiantis miṅetuo-

ju 3.8 teiginiu,º∗2 = º (kodėl?). Be to, nesunku matyti, kad jeix º∗2 y, tai x º∗ y
bet kuriemsx, y ∈ X. Atvirkščiai, tarkime, kad parinkties strukt ūra(B∗, C∗

º) atsklei-
džia preferencijos sąryšįx º∗ y. Tada egzistuoja tokia aibė B ∈ B∗, kadx, y ∈ B ir
x ∈ C∗

º[B], o iš to gauname, kadx º y. Toḋel apriori turint racionalųjį preferencijos
sąryšį, visi trys nagriṅeti preferencijos sąryšiai sutampa.

Tačiau bendru atveju, abiem b ūdais apibrėžti atskleistieji preferencijos sąryšiai yra
skirtingi, kaip rodo toks pavyzdys. Sakykime, kadX = {x, y, z} ir parinktis C api-
brėžiama lygyḃemis:

{x} = C[{x, y}], {y} = C[{y, z}], (3.21)

{x} = C[{x, z}], {y} = C[{x, y, z}].
Taigi parinktisC apibṙežta aiḃesX keturių poaibių klaṡejeB. Remiantis griežtos prefer-
encijos ir indiferentiškumo apibrėžimais (3.1) ir (3.2), kiekvienu iš dviejų b ūdų atsklei-
džiami tokie sąryšiai:

x ∼∗ y, y Â∗ z ir x Â∗ z

x Â∗2 y, y Â∗2 z ir x Â∗2 z.

Tačiau nagriṅejami du preferencijos atskleidimo b ūdai sutampa, jei juos atsklei-
džianti parinkties strukt ūra yra normali toliau si ūloma prasme.

Normalioji parinkties strukt ūra Sakykime, kad pora(B, C) yra alternatyvų aiḃesX
parinkties strukt ūra. JeiB ∈ B ir x ∈ C[B], tai x º∗ z kiekvienamz ∈ B ir todėl
x ∈ C∗(B;º∗). Kitaip tariant, kiekvienai aibeiB ∈ B galioja sąryšis

C[B] ⊂ C∗(B;º∗).
Pagal tolesnį apibrėžimą, parinkties strukt ūrą vadinsime normaliąja, jei galioja priešin-
gas sąryšis.

3.25 apibrėžtis. Alternatyvų aiḃesX parinkties strukt ūra(B, C) ir parinktis C vadi-
namosnormaliomis, jei C[B] = C∗(B;º∗) kiekvienamB ∈ B.

Taigi, pasirinkimas yra normalus, jei pasirenkamos tik atskleistosios preferencijos
prasme optimalios alternatyvos. Pavyzdžiui, (3.21) lygybėmis apibṙežta parinkties struk-
t ūra ṅera normali. Tai yra kito teiginio išvada.

3.26 teiginys. Sakykime, kad(B, C) yra alternatyvų aibėsX normalioji parinkties
strukt ūra. Tada teisingos savybės(a) ir (b):

(a) jei visi vieno ir dviejų elementųX poaibiai priklauso klaseiB, tai atskleistieji
preferencijos sąryšiaiº∗ ir º∗2 sutampa;

(b) C[C[B]] = C[B] kiekvienamB ∈ B.
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Įrodymas. (a): Tarkime, kadx, y ∈ X ir x º∗ y. Kadangix ∈ C[{x}], tai x º∗ x.
Taip gauname, kadx ∈ C∗({x, y};º∗). Remiantis parinkties strukt ūros normalumu
x ∈ C[{x, y}] = C∗({x, y};º∗), t. y. x º∗2 y. Kadangi priešinga implikacija teisinga
visada, atskleistieji preferencijos sąryšiaiº∗ ir º∗2 sutampa.

(b): Tarkime, kadB ∈ B ir x ∈ C[B] = C∗(B;º∗). Tadax º∗ z kiekvienai
alternatyvaiz ∈ B. KadangiC[B] ⊂ B, tai x º∗ z kiekvienai alternatyvaiz ∈
C[B], t. y. x ∈ C∗(C[B];º∗) = C[C[B]]. Iš čia išplaukia, kadC[B] ⊂ C[C[B]].
Kadangi priešingas sąryšis teisingas visada parinktiesC apibṙežimo ḋeka, taiC[B] =
C[C[B]].

Tačiau parinkties strukt ūros normalumas neišplaukia nei iš savybės(a), nei iš savy-
bės (b), kaip rodo toks pavyzdys. Sakykime, kadX = {x, y, z}, ir parinktis C api-
brėžiama lygyḃemis:

{x} = C[{x, y}], {z} = C[{y, z}], (3.22)

{x, z} = C[{x, z}], {x} = C[{x, y, z}].

Šiame pavyzdyje parinktisC vėl yra apibṙežta aiḃesX keturių poaibių klaṡejeB. Remi-
antis griežtosios preferencijos ir indiferentiškumo apibrėžimais (3.1) ir (3.2), kiekvienu
iš dviejų b ūdų atskleidžiami tokie sąryšiai:

x Â∗ y, z Â∗ y ir x ∼∗ z

x Â∗2 y, z Â∗2 y ir x ∼∗2 z.

Be to, nesunku patikrinti, kad (3.22) lygybėmis apibṙežtai parinǩciai C galioja sąryšis
C[C[B]] = C[B] su kiekviena aibeB ∈ B. Tǎciau

C∗({x, y, z};º∗) = {x, z} 6= {x} = C[{x, y, z}],

t. y. parinkties strukt ūra(X, C) nėra normalioji.

Silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma Toliau formuluojama parinkties struk-
t ūros sąlyga garantuoja atskleistosios preferencijos sąryšio racionalumą.

3.27 apibrėžtis. Sakoma, kad alternatyvų aibėsX parinkties strukt ūrai(B, C) teisinga
silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma, arba SAPA (angl. weak axiom of revealed
preference), jei, galiojant atskleistajam preferencijos sąryšiuix º∗ y, bet kuriai aibei
B′ ∈ B iš sąlygųx ∈ B′ ir y ∈ C[B′] išplaukia sąlygax ∈ C[B′].

Pirmiausia kyla klausimas: jei alternatyvų aibėjeX apibṙežtas preferencijos sąryšis
º yra racionalus, tai ar SAPA galioja parinkties strukt ūrai(B∗, C∗

º)? Ankšciau jau
maṫeme, kad tokiu atveju atskleistasis preferencijos sąryšisº∗ sutampa suº. Toḋel jei
x º∗ y, tai x º y. Be to, jeiB′ ∈ B∗, x ∈ B′ ir y ∈ C∗

º[B′], tai y º z kiekvienam
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z ∈ B′. Iš čia, remiantis tranzityvumu,x º z kiekvienai alternatyvaiz ∈ B′, t. y.
x ∈ C∗

º[B′]. Taigi atsakymas į klausimą yra teigiamas.
Nesunku matyti, kad pasirinkimaiC[{x, y}] = {x} ir C[{x, y, z}] = {y} (3.21)

pavyzdyje nesuderinami su SAPA.

3.28 teorema. Sakykime, kadB yra tokia alternatyvų aibėsX poaibių klasė, kuriai
priklauso visos vieno, dviejų ir trijų elementų aibės, o atitiktisC iš P(X) į X su api-
brėžimo sritimiB yra parinktis. Parinkties strukt ūrai(B, C) galioja SAPA tada ir tik
tada, kai šios parinkties strukt ūros atskleistasis preferencijos sąryšisº∗ yra racionalus
ir parinktis C yra normali.

Įrodymas.Sakykime, kad(B, C) atskleistas preferencijos sąryšisº∗ yra racionalus ir
parinktisC yra normali. Tarkime, kadx, y ∈ X, x º∗ y, B′ ∈ B, y ∈ C[B′] ir
x ∈ B′. Kadangi parinktisC yra normali, taiC[B′] = C∗(B′;º∗). Gauname, kad
y º∗ z visoms alternatyvomsz ∈ B′. Remiantisº∗ tranzityvumux º∗ z visoms
alternatyvomsz ∈ B′. Toḋel x ∈ C∗(B′;º∗) = C[B′], t. y. galioja SAPA.

Dabar sakykime, kad parinkties strukt ūrai(B, C) galioja SAPA. Bet kuriemsx, y ∈
X, B := {x, y} ∈ B ir todėl C[B] 6= ∅. Tai reiškia, kad arbax ∈ C[B], arbay ∈
C[B], t. y. atskleistajam preferencijos sąryšiuiº∗ galioja pilnumo aksioma. Tarkime,
kad x º∗ y ir y º∗ z. TadaB′ := {x, y, z} ∈ B. Remiantis SAPA, jeiz ∈ C[B′],
tai y ∈ C[B′], ir jei y ∈ C[B′], tai x ∈ C[B′]. KadangiC[B′] 6= ∅, tai x ∈ C[B′]
bet kuriuo atveju ir toḋel x º∗ z, t. y. atskleistajam preferencijos sąryšiuiº∗ galioja
tranzityvumo aksioma. Liko parodyti, kad parinktisC yra normali. Kaip buvo miṅeta,
sąryšisC[B] ⊂ C∗(B;º∗) galioja visada atskleisto preferencijos sąryšio apibrėžimo
dėka. Įrodysime priešingo sąryšio teisingumą. Tarkime, kadB ∈ B ir x ∈ C∗(B;º∗),
t. y. x º∗ z visiemsz ∈ B. KadangiC[B] 6= ∅, egzistuojay ∈ C[B] ⊂ B. Tada
x º∗ y ir x ∈ C[B] remiantis SAPA, t. y. parinktisC yra normali.

Kad prielaidos apie pasirinkimą iš vieno, dviejų ir trijų elementų aibių pastarojoje
teoremoje gali b ūti svarbios, rodo kitas pavyzdys. Sakykime, kadX = {x, y, z} ir
B = {{x, y}, {x, y, z}}. Apibrėžkime parinktįC1:

C1[{x, y}] = {x} ir C1[{x, y, z}] = {x}.

ParinktisC1 atskleidžiax º∗ y ir x º∗ z, betC1 neatskleidžia preferencijos sąryšio
tarpy ir z. Tǎciau parinkties strukt ūrai(B, C1) galioja SAPA. Apibṙežkime parinktįC2:

C2[{x, y}] = {x} ir C2[{x, y, z}] = {x, y}.

Dabar atskleistas preferencijos sąryšisy º∗ x ( kaip ir kiti sąryšiaiy º∗ z, x º∗ y ir
x º∗ z). Tǎciau x ∈ C2[{x, y}] ir y 6∈ C2[{x, y}], t. y. parinkties strukt ūrai(B, C2)
negalioja SAPA.
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Racionalumas ekonomikoje Tai, kad ekonomikos veik̇ejo pasirinkimas apib ūdina-
mas racionalios preferencijos maksimizavimu yra labai svarbi neoklasikinės ekonomikos
prielaida. Atskleistosios preferencijos analizės teiginiai neretai vartojami pateisinti ši-
ai prielaidai. Atitinkamai interpretuoti šie teiginiai nurodo sąlygas tokiai ekonomikos
veikėjo elgsenai, kurią galima apib ūdinti pasirinkimo, atžvilgiu kurios nors racionalios
preferencijos, maksimizavimu.

Sakysime, kad parinktisC yra racionalizuojama, jei egzistuoja tokia racionalioji
preferencijaº, kadC[B] = C∗(B;º) kiekvienai aibeiB ∈ B. Pakankamai didelės
klaṡesB atveju 3.28 teorema teigia, kad parinktisC yra racionalizuojama tada ir tik
tada, kai jai galioja SAPA.

Pratimai

1. Sakykime, kadX = {x, y, z}, B = {{x, y}, {x, y, z}} ir C[{x, y}] = {x}.
Rasti visus tuos pasirinkimus išX, kad gautai parinkties strukt ūrai(B, C) galiotų
SAPA.

2. Parinkties strukt ūrai(B, C) galioja SAPA tada ir tik tada, kai galioja savybė:
sakykime, kadB,B′ ∈ B ir x, y ∈ B ∩ B′; jei x ∈ C[B] ir y ∈ C[B′], tai
{x, y} ⊂ C[B] ir {x, y} ⊂ C[B′].

3. Sakykime, kad(B, C) yra alternatyvų aiḃesX parinkties strukt ūra. Apibrėžkime
du atskleistuosius griežtos preferencijos sąryšius:

x Â∗ y ⇔ x º∗ y ir ¬[ y º∗ x ];
x Â∗∗ y ⇔ [ ∃ B′ ∈ B ] : x, y ∈ B′, x ∈ C[B′] ir y 6∈ C[B′].

Įrodyti, kad preferencijos sąryšiaiÂ∗ ir Â∗∗ sutampa, jei parinkties strukt ūrai
(B, C) galioja SAPA.

3.5 Pastabos ir papildoma literat ūra

Šiame skyrelyje ḋestoma tik viena sprendimų teorijos (angl. decision theory) dalis. Į
dalis ši teorija skirstoma pagal kelis aspektus. Vienas iš aspektų yra ar sprendimus daro
individas, ar jų gruṗe. Toks skirstymas turi prasmę, nes individo sprendimo motivaci-
ja remiasi tik vienu interesu. Tuo tarpu grupės sprendimus gali lemti galimybė derinti
keletą konfliktinių interesų. Šiame vadovėlyje nagriṅejami tik individų sprendimai. Su
gruṗes sprendimų problema susiduriama, kai nagrinėjami visuomeṅes pasirinkimai de-
rinant individualias vertybes (daugiau apie tai ži ūrėkK. J. Arrow(1963)).

Kitas sprendimų teorijos skirstymas į dalis grindžiamas pagal sprendimų priėmimo
aplinkybes: esant apibrėžtumui, rizikai, arba neapibrėžtumui. Apibṙežtumas reiškia,
kad visos pasirinkimo iš galimų alternatyvų pasekmės yra žinomos iš anksto. B ūtent ši
sprendimų teorijos dalis ir yra nagrinėjama vadov̇elyje. Jei pasirinkimo pasekṁe gali
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b ūti viena iš kelių alternatyvų su žinoma tikimybe alternatyvų aibėje, tai kalbama apie
sprendimų pri̇emimą esant rizikai. Ankstyvasis tokių sprendimų nagrinėjimo pavyzdys
yra 1738 metųD. Bernoulli5 darbe apie tikimybes ir vidurkius aprašomas garsusisSt.
Petersburgo paradoksas. Šiuolaikinės sprendimų rizikingoje aplinkoje teorijos, grindži-
amos numatomo naudingumo (angl. expected utility) maksimizavimo principu, vystymo
pradžia siejama suJ. von Neumanno ir O. Morgensterno darbu [21]. Tuo tarpu numato-
mo naudingumo teorijos kritiką ir alternativą, vadinamą perspektyvos teorija, pasi ūlėD.
Kahnemanas irA. Tversky(1979).

Jei tikimyḃe alternatyvų aiḃeje yra nežinoma ar beprasmė, o veiksmo pasekṁe ṅera
prognozuojama, tai tokios sprendimų priėmimo aplinkyḃes vadinamos neapibrėžtumu.
Tokiu atveju tikimybę galima apibrėžti priklausomai nuo preferencijų, ir šia prasme
laikant ją subjektyvia. Sprendimų teorijos neapibrėžtumo atveju suk ūrimas siejamas
suL. J. Savage(1954) darbu.

3.1 skyrelis Šiame vadov̇elyje naudojama preferencijos samprata yra viena iš kelių
galimų. Pavyzdžiui, Kreps (1990) naudoja kitokį aibėsX binarųjį sąryšįP , žodžiais
vadindamas jį griežtai vertingesnis (angl. strictly preferred), apibrėžiamą savyḃemis:

(a) asimetrija: bet kuriemsx, y ∈ X kartu negalimixPy ir yPx;

(b) neigiamasis tranzityvumas: bet kuriemsx, y, z ∈ X, jei xPy, tai arbaxPz, arba
zPy, arba abu.

Naudingumo (angl. utility) sąvoka susijusi ne tik su ekonomika, bet ir su vadybos
mokslu, psichologija. Naudingumas, arba utilitarizmas, taip pat išreiškia doktriną, pagal
kurią naudingumo maksimizavimas yra moralinis kriterijus, naudojamas visuomenės or-
ganizavime. Utilitarizmo doktrina giṁe mokslo apie visuomenę, tiksliau – visuomenės
pasirinkimo (angl. social choice) teorijos kontekste. Šios doktrinos pradininkaiJ. Ben-
thamas6 ir J. S. Millis7 maṅe, kad visuomeṅe tuṙetų siekti visų jos narių visuminio
naudingumo maksimizavimo: „daugumai žmonių daugiausia laimės“. Ilgainiui utili-
tarizmo doktrina ekonomikos teorijoje tapo tuo, ką3.1 skyrelyje vadiname racionaliąja
preferencija.

Labai plǎciai ir ilgą laiką naudojant naudingumo sąvoką, jos turinys tapo nevien-
areikšmis. J. Benthamas naudingumą apibrėž̇e hedonizmo terminais, kaip patiriamo
malonumo ir skausmo matą. Iš esmės toks naudingumas buvo naudojamas ekonomiko-
je iki 20-ojo amžiaus. Paskutinius šimtą metų ekonomistai naudingumu vadino alter-
natyvos trokštamumą arba preferenciją. Šia prasme naudingumas reiškė tai, ko žmo-
gus trokšta (angl. wants), ir nustatomas pagal stebimus žmogaus pasirinkimus. Dėl

5Daniel Bernoulli – Danielis Bernulis (1700–1782), olandų ir šveicarų matematikas.
6 Jeremy Bentham – Džeremis Bentamas (1748–1832), anglų juristas ir filosofas.
7 John Stuart Mill – Džonas Stiuartas Milis (1806–1876), anglų filosofas ir ekonomistas.
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sąvokų turinio skirtumo naudingumo terminas neretai pakeičiamas trokštamumu (an-
gl. wantabilty). D. Kahnemanas tirdamas praktinę žmogaus elgseną nustatė ryškų šių
sąvokų skirtingumą (žr. Kahneman ir kiti (1997)).

Ypač stipri opozicija racionalaus pasirinkimo teorijai formuojasi žmogaus elgesio
tyrinėjimų srityje. Jos pagrindą sudaro eksperimentų rezultatai, rodantys, jog ekono-
minio racionalumo prielaidos ne tik dažnai neišpildomos, bet yra sistemingo kitokio
elgesio paaiškinimai ir priežastys. Labiausiai žinomi yraA. Tverskyir D. Kahnemano
eksperimentų rezultatai. Pavyzdžiui, savo 1986 metų darbe jie aprašo eksperimentą,
kurio rezultatai rodo, jog tų pačių alternatyvų pasirinkimas priklauso nuo to, kaip jos
formuluojamos. Tiriamiesiems buvo pasi ūlyta tokia pasirinkimo galimybė: prognozuo-
jamas epidemijos aukų skaičius 600; reikia pasirinkti tarp dviejų viena kitą atmetančių
veikimo programų, kurių rezultatai yra

(a) 400 žmonių mirs.

(b) su tikimybe1/3 mirs 0 žmonių ir su tikimybe2/3 mirs600 žmonių.

Visiškai kitai žmonių grupei buvo pasi ūlyta ta pati užduotis tik kitais žodžiais for-
muluojamos veikimo programų pasekmės:

(c) 200 žmonių išgyvens.

(d) su tikimybe1/3 išgyvens visi 600 žmonių ir su tikimybe2/3 niekas neišgyvens.

Iš pirmosios apklausiamųjų grupės 22% pasirinko(a), o iš antrosios (kitų) apklausi-
amųjų gruṗes 72% pasirinko(c). Nors(a) ir (c) bei atitinkamai(b) ir (d) alternatyvos
reiškia tas pǎcias pasekmes, rezultatai rodo, jog pasirinkimas priklauso nuo to, kaip
pasekṁes formuluojamos.

3.2 skyrelis Apib ūdinsime gana sudėtingos ir svarbios3.14 teoremos (Debreu teo-
rema) įrodymo schemą. Tarkime, kadX yra euklidiṅes erdv̇esR` poaibis, o alter-
natyvų laukas(X,º) yra tolydus. Šį lauką išreiškiančią tolydžiąją naudingumo funkciją
konstruosime dviem žingsniais. Pirmiausia parodysime, kad laukas išreiškiamas didė-
jančia funkcijav : X → R, o po to parodysime, kaip pakeisti ją, norint gauti tolydžiąją
naudingumo funkciją.

Sakysime, kadR` erdv̇es vektorius yra racionalus, jei kiekviena jo koordinatė yra
racionalusis skaičius. Visų atvirųjų rutulių, kurių centras yra racionalusis vektorius ir
spindulys yra racionalus, aibė yra skaiti. TegulU1, U2, . . . yra visi šie atvirieji rutuliai.
Kiekvienamx ∈ X, apibṙežkime

N(x) := {n ∈ N : (∀ z ∈ Un) [x Â z]} ir v(x) :=
∑

n∈N(x)

1
2n

,

kur suma lygi nuliui jeiN(x) = ∅. Jeiy º x, taiN(y) ⊇ N(x) remiantis preferencijos
tranzityvumu (3.5 teiginys). Toḋel v(y) ≥ v(x). Tarkime, kady Â x. Kadangi aiḃe
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G(y) = {z ∈ X : y Â z} yra atvira, tai egzistuoja tokia atviroji aibė Un, kadx ∈ Un

ir Un ⊂ G(y). Toḋel v(y) > v(x), kadangin ∈ N(y), betn 6∈ N(x). Remiantis3.2.3
pratimu,v yra naudingumo funkcija.

Pagal apibṙežimą funkcijav neprivalo b ūti tolydi. Tǎciau v yra diḋejanti, o tokios
funkcijos tolydumą galima apib ūdinti atsižvelgiant į jos kitimo sritįv[X]. Antru žingsniu
parodysime, jog galima pakeisti funkcijąv taip, kad nauja funkcija b ūtų tolydi. Tuo tik-
slu įrodysime papildomą teiginį. Realiųjų skaičių aiḃes intervalas vadinamasišsigimu-
siu, jei jį sudaro vienintelis skaičius. Realiųjų skaičių aiḃes S spraga(angl. lacuna)
vadinamas toks suS neturintis bendrų taškų ir neišsigimęs realiųjų skaičių intervalas,
kurio galai (t. y. mažiausias viršutinis ir didžiausias apatinis rėžiai) priklausoS. Tarp
visųS aibės spragų, didžiausios iš jų vadinamosplyšiais(angl. gaps).

3.29 lema. Tolydžiojo alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcijau : X → R yra
tolydi jei visi jos kitimo sritiesu[X] plyšiai yra atviri.

Įrodymas.Funkcijau yra tolydi tada ir tik tada, kai bet kuriamr ∈ R
{

aibė U(r) := {z ∈ X : u(z) ≤ r} yra uždara ir
aibė V (r) := {z ∈ X : u(z) ≥ r} yra uždara.

Parodysime tik aiḃesU(r) uždarumą bet kuriamr ∈ R, nes šios savyḃes įrodymas aibei
V (r) yra simetriškas. Išskirsime tris atvejus.

I atvejis: r ∈ u[X], t. y. r = u(x) su kuriuo norsx ∈ X. Tada aiḃeU(r) yra uždara
(3.8) sąryšių ḋeka ir atsižvelgiant į(X,º) alternatyvų lauko tolydumą.

II atvejis: r priklauso atviramu[X] plyšiui, t. y.r ∈ (a, b) ir a, b ∈ u[X]. Tada

U(r) = {z ∈ X : u(z) ≤ r} = {z ∈ X : u(z) ≤ a}.
Ši aiḃe yra uždara remiantis I atveju, nesa ∈ u[X].

III atvejis: r 6∈ u[X] ir r nepriklauso plyšiui, kas yra ekvivalentu tam, kad galioja
viena iš alternatyvų:(a) r ≤ inf u[X], (b) r ≥ supu[X], arba(c) r liečia u[X]. Jei
(a), (b) ar (c), tai U(r) yra atitinkamai∅, X, ar∩s<r,s∈u[X]U(s) ir visos šios aiḃes yra
uždaros. Lemos įrodymas baigtas.

Remiantis įrodyta lema, pakanka rasti tokią funkcijąf : v[X] → R, kuri didėtų,
o jos reikšmių sritis galėtų tuṙeti tik atviruosius plyšius. Tada kompozicijau := f◦v
bus diḋejanti funkcija, jos reikšmių sritis turės tik atviruosius plyšius, taigi bus tolydi.
Vadinasi,3.14teoremos įrodymui baigti pakanka pasinaudoti teiginiu:

3.30 lema.Sakykime, kadS yra realiųjų skaičių aibė. Egzistuoja tokia didėjanti funkcija
f : S → R, kurios reikšmių sritiesf [S] visi plyšiai yra atviri intervalai.

Matematiṅes ekonomikos literat ūroje šis teiginys vadinamasplyšio lema(angl. gap
lemma). Pirmas šios lemos įrodymas priklausoDebreu[10, 12 skyrius]. Plyšio lema yra
fundamentalus naudingumo funkcijų teorijos rezultatas, iš kurio išplaukia daug gilių šios
teorijos išvadų ir taikymų. Iki šiol buvo rasta daug šios lemos apibendrinimų ir įrodymų,
kurių apžvalgą galima rasti Herden ir Mehta (2004).
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3.3skyrelis Šiame skyrelyje aptariama keletas pagrindinių preferencijos savybių, toli-
au naudojamų įrodyti pusiausvyros egzistavimui. Be to, preferencija yra vienas iš keliu
parametrų, nuo kurių priklausoArrow–Debreuekonomika, apibṙežiama (1.18) rinkiniu.
Dėl šių priežašcių yra prasminga klausti: kaip keičiasi preferencijos savybės, jei keǐcia-
ma pati preferencija? Nat ūralu manyti, kad ekonomikos modelis yra stabilus, jei mažas
parametro pasikeitimas tik nežymiai keičia modelio savybes.

Tam, kad įvertinti preferencijos „mažą pasikeitimą“, reikalingas atstumas tarp pref-
erencijų. Pamiṅesime vieną tokį apibrėžimą.

3.31 apibrėžtis. Tarkime, kadPm yra racionalių, tolydžių ir monotoniškų preferencijų
euklidinėje erdv̇ejeR`

+ aibė, oº ir seka(ºn) yra preferencijos išPm. Sakoma, kad
ºn konverguoja įº, jei su bet kuriaisx, y ∈ R`

+ tokiais, kadx Â y, su bet kuria įx
konverguojaňcia seka(xn) ir su bet kuria įy konverguojaňcia seka(yn) egzistuoja toks
N ∈ N, kadxn Ân yn kiekvienamn ≥ N .

Tarkime, kad euklidiṅes erdv̇esR`
+ preferencijosº ir ºn yra išreiškiamos tolydžio-

siomis naudingumo funkcijomisu ir un, atitinkamai. Sakoma, kadºn konverguoja įº
tada ir tik tada, kaiun(xn) → u(x) kiekvienamx ∈ R`

+ ir kiekvienai įx konverguojaňci-
ai sekai(xn). Šios preferencijų konvergavimo sampratos iliustravimui suformuluosime
tokį faktą:

3.32 teiginys. Tarkime, kad(R`
+,º) yra tolydusis alternatyvų laukas, o preferencija

º∈ Pm yra iškila. Tada aibėjePm egzistuoja griežtai iškilų preferencijų sekaºn,
konverguojanti įº.

Teiginio įrodymą ir tolesnį preferencijų konvergavimo klausimo aptarimą galima
rastiHildenbrando ir Kirmano knygoje [13, p. 57–63].

3.4skyrelis Be šiame skyrelyje miṅetų dviejų preferencijos sąryšių galimi ir kiti pref-
erencijos atskleidimo b ūdai (žr. Sen, 1971).
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4 Skyrius

Matematika II

Atsidėjus ir supratingai sudarytas skaičiavimo mechanizmas protui teikia greitesnį da-
lyko matymą ir, dažnai jį atliekant, pasi ūlo naujus ir lengvesnius kelius bei metodus.

Janas Sniadeckis, 1818.

Bendrosios pusiausvyros egzistavimas paprastai įrodinėjamas remiantisBrouwerio
nejudamojo taško teorema, arba jos apibendrinimu atitiktims -Kakutani nejudamojo
taško teorema. Atvirkš̌ciai, bendrosios pusiausvyros egzistavimo faktas įgalina įrodyti
Brouwerio nejudamojo taško teoremą. Ši aplinkybė rodo bendrosios pusiausvyros egzis-
tavimo fakto fundamentalumą, lygiant jį su kitomis pusiausvyros savybėmis.

4.1 Brouwerio nejudamojo taško teorema

Sakoma, kad funkcijaf , vaizduojanti aibęK į savę, turinejudamąjį tašką(angl. fixed
point), jei egzistuoja toksx ∈ K, kadf(x) = x. Tuo atveju, kaiK yra euklidiṅes erdv̇es
vienetinis rutulys, o funkcijaf yra tolydi, nejudamo taško egzistavimą įrodė Brouweris
1912 metais. Įrodysime šiek tiek bendresnį teiginį, taip pat vadinamąBrowerio neju-
damojo taško teorema:

4.1 teorema.TegulK ⊂ Rd yra iškilasis kompaktas, of : K → K tolydi. Tadaf turi
nejudamąjį tašką.

Brouwerio teoremą galima laikytiBolzanovidurinių reikšmių teoremos tolydžio-
sioms funkcijoms, įrodytos dar 1817 metais, apibendrinimu.

4.2 teorema. Tarkime, kadg : [a, b] → R yra tolydžioji funkcija irg(a) ≤ 0 ≤ g(b).
Tada egzistuoja toksc ∈ [a, b], kadg(c) = 0.
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Įrodymas.Jei g(a) = 0 arbag(b) = 0, tai įrodymas baigtas. Todėl galime tarti, kad
g(a) < 0 < g(b). TegulS := {x ∈ [a, b] : g(x) < 0}. Kadangia ∈ S ir S ⊂ [a, b], tai
realiųjų skaǐcių aiḃe S yra netuš̌cia ir apṙežta. Remiantis2.30teorema, egzistuoja šios
aibės mažiausias viršutinis rėžisc := MV RS . Remiantis realiųjų skaičių trichotomijos
savybe, galimi trys atvejai:g(c) < 0, g(c) > 0 ir g(c) = 0.

Tegulg(c) < 0. Remiantisg funkcijos tolydumu, egzistuoja toksδ > 0, kadg(x) <
0 kiekvienamx ∈ (c − δ, c + δ). Taigi c + δ/2 ∈ S – prieštara tam, kadc yra S
aibės mažiausias viršutinis rėžis. Jeig(c) > 0, tai prieštara gaunama samprotaujant
simetriškai. Lieka vienintelė galimyḃeg(c) = 0, ką ir reikia įrodyti.

Nejudamojo taško egzistavimą įrodysime tolydžiai funkcijai, kuri vaizduoja realiųjų
skaǐcių aiḃes uždarąjį intervalą į save. Tarkime, kad funkcijaf : [a, b] → [a, b] yra tolydi
ir a < b. Tada funkcijag su reikšṁemisg(x) := x−f(x), x ∈ [a, b], taip pat yra tolydi,
g(a) = a − f(a) ≤ 0 ir g(b) = b − f(b) ≥ 0. RemiantisBolzanovidurinių reikšmių
teorema, egzistuoja toksc ∈ [a, b], kadg(c) = 0, t. y. f(c) = c. Taigi c yra funkcijosf
nejudamasis taškas.

Brouwerio teoremos įrodymas euklidinės erdv̇es funkcijai yra gerokai sudėtingesnis.
Pateikiame keletą teoremos įrodymų. Pirmasis jų remiasi toliau įrodoma kombinatorine
Spernerio1 lema (4.6 lema).

Spernerio lema Teguld ∈ N+. Euklidinės erdv̇esRd vektoriaiw0, w1, . . . , wn vad-
inami geometriškai nepriklausomais, jei vektoriaiw1 − w0, . . . , wn − w0 yra tiesiškai
nepriklausomi. Taip gali b ūti tik atveju1 ≤ n ≤ d remiantis2.44teiginiu.

4.3 lema. Euklidinės erdvėsRd vektoriaiw0, w1, . . . , wn yra geometriškai nepriklauso-
mi tada ir tik tada, kai kiekvienam realiųjų skaičių rinkiniui{λ0, λ1, . . . , λn} iš sąlygų∑n

i=0 λiw
i = 0 ir

∑n
i=0 λi = 0 išplaukiaλi = 0 kiekvienami ∈ {0, 1, . . . , n}.

Įrodymas.Vektoriaiw1 −w0, . . . , wn −w0 yra tiesiškai nepriklausomi tada ir tik tada,
kai kiekvienam realiųjų skaičių rinkiniui {λ1, . . . , λn} lygybė

n∑

i=1

λi(wi − w0) = 0

galioja su sąlyga, kadλi = 0 kiekvienami ∈ {1, . . . , n}. Iš čia išplaukia lemos tvirtini-
mas suλ0 := −∑n

i=1 λi.

Euklidinės erdv̇esRd poaibisHn vadinamasn-mate hiperplokštumaerdv̇eje Rd,
jei egzistuoja tokie tiesiškai nepriklausomiRd erdv̇es vektoriaiv1, . . . , vn ir vektorius
v0 ∈ Rd, kad visi Hn elementaix yra išreiškiami sumax = v0 +

∑n
j=1 tjv

j , kur
t1, . . . , tn yra realieji skaǐciai. Jei vektoriųv1, . . . , vn tiesinį apvalkalą žyṁesimeV , tai
hiperplokštumaHn yra tiesiṅes erdv̇esV post ūmisHn = v0 + V = {v0 + v : v ∈ V }.

1Emanuel Sperner – Emanuelis Sperneris (1905–1980), vokiečių matematikas
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4.4 teiginys. Tarkime, kadRd erdvės vektoriaiw0, w1, . . . , wn yra geometriškai neprik-
lausomi. Tada egzistuoja vienintelėn-matė hiperplokštumaHn, talpinanti savyje aibę
{w0, . . . , wn}. Be to,Hn sudaro visi tieRd erdvės vektoriaix, kurie išreiškiami suma

x =
n∑

j=0

λjw
j ,

n∑

j=0

λj = 1. (4.1)

Įrodymas.Tegul Hn := w0 + {∑n
j=1 λj(wj − w0) : (λ1, . . . , λn) ∈ Rn}. Aibė Hn

yra n-maṫe hiperplokštumaHn, talpinanti savyje aibę{w0, . . . , wn}. Jeix ∈ Hn, tai
egzistuoja toks(λ1, . . . , λn) ∈ Rn, kad

x = (1−
n∑

j=1

λj)w0 +
n∑

j=1

λjw
j .

Pažyṁejęλ0 := 1−∑n
j=1 λj , gauname (4.1) išraišką. Atvirkš̌ciai, kiekvienasRd erdv̇es

vektoriusx išreiškiamas (4.1) suma, priklausoHn. HiperplokštumosHn vienatinumas
įrodomas remiantis4.3 lema.

4.5 apibrėžtis. Tegul w0, w1, . . . , wn yra geometriškai nepriklausomiRd erdv̇es vek-
toriai. n-simpleksuσ = [w0, w1, . . . , wn] erdv̇eje Rd vadinamas šių vektorių iškilas
apvalkasco {w0, w1, . . . , wn}, t. y.

σ = [w0, w1, . . . , wn] :=





n∑

j=0

λjw
j : λj ≥ 0, j = 0, . . . , n,

n∑

j=0

λj = 1



 .

Nesunku pasteḃeti, kad bet kurie du skirtingi vektoriaiw0, w1 yra geometriškai
nepriklausomi erdv̇ejeRd. Šiuos vektorius jungianti (uždara) atkarpa

[w0, w1] = {λw0 + (1− λ)w1 : λ ∈ [0, 1]}

yra paprašciausias1-simpleksas erdv̇eje Rd. Jei d ≥ 2, tai Rd erdv̇es trys vektori-
ai w0, w1, w2 yra geometriškai nepriklausomi tada ir tik tada, kai jie yra trikampio
virš ūṅes; šio trikampio vidus kartu su kraštinėmis yra2-simpleksas[w0, w1, w2] erdv̇eje
Rd, d ≥ 2. Panašiai erdv̇esRd, d ≥ 3, keturi vektoriaiw0, w1, w2, w3 yra geometriškai
nepriklausomi tada ir tik tada, kai jie yra tetraedro virš ūnės, o jo vidus kartu su visais
šonais yra3-simpleksas[w0, w1, w2, w3] erdv̇ejeRd, d ≥ 3.

Taigi n-simpleksas erdv̇ejeRd yra apibṙežtas kain ∈ {1, . . . , d}. Toliau bus patogu
0-simpleksu vadinti bet kurį euklidiṅes erdv̇es vektorių.n-simplekso[w0, w1, . . . , wn]
vektoriai wj , j = 0, . . . , n, vadinami jovirš ūnėmis. Bet kuriam skirtingų indeksų
poaibiui {j0, . . . , jk} ⊂ {0, . . . , n}, atitinkamask-simpleksas[wj0 , . . . , wjk ] vadina-
masn-simplekso[w0, . . . , wn] k-siena. Pagal šiuos apibrėžimus, kiekvienan-simplekso
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virš ūṅe yra0-siena, o patsn-simpleksas yran-siena. Kiekvienamn ∈ {1, . . . , d}, n-
simplekso(n− 1)-sieną vadinsimebriauna(angl. face).

Remiantis4.4 teiginiu, kiekvienamn-simpleksuiσ egzistuoja vienintelė n-maṫe
hiperplokštumaHn, talpinanti savyjeσ. Bet kurį vektoriųx ∈ Hn (4.1) išnašoje
atitinkantys realieji skaičiai λ0, λ1, . . . , λn yra vieninteliai ir vadinamix-o baricen-
trinėmis koordinatėmissimpleksoσ virš ūnių atžvilgiu. Hiperplokštumos vektoriusx
priklauso simpleksuiσ tada ir tik tada, kai visosx baricentriṅes koordinaṫesλj = λj(x)
yra neneigiamos. Kiekvienas simpleksoσ = [w0, . . . , wn] elementasx vieninteliu b ū-
du išreiškiamas suma

∑n
j=0 λjw

j . Teigiamų baricentrinių koordinačių indeksai sudaro
vektoriausx pagrindąχ(x), t.y.

χ(x) := {j : λj(x) > 0} ⊂ {0, . . . , n}.

Vėlgi pagal apibṙežimą, jeiχ(x) = {j0, . . . , jk}, tai vektoriusx ∈ [wj0 , . . . , wjk ].
n-simpleksoσ erdv̇ejeRd vidumivadinsime aibę tųσ vektorių, kurių visos baricen-

trinės koordinaṫes yra teigiamos, t. y. aibę{x ∈ σ : χ(x) = {0, . . . , n}}. Simplekso
vidus yra atviras ją talpinančios hiperplokštumos poaibis. Be to,σ yra jos vidaus ir jos
n + 1 briaunos sąjunga.

Tarkime, kadσ yra n-simpleksas.n-simpleksų{σi}m
i=1 rinkinys vadinamasσ-os

trianguliacija, jei ∪m
i=1σi = σ ir kiekviena sankirtaσi ∩ σj yra arba tuš̌cia, arba su-

tampa su bendra siena. Trianguliacijos{σi} elementaiσi vadinamielementariaisiais
n-simpleksais.

TegulW yra elementariųjų simpleksų virš ūnių aibė. Trianguliacija vadinamataisyk-
lingai žymėta, jei egzistuoja funkcijah : W → {0, . . . , n} su reikšṁemish(v) ∈ χ(v)
visiemsv ∈ W . Bet kurisk-simpleksas vadinamaspilnai žymėtu, jei jo virš ūnių aiḃeje
V apibṙežta funkcijah : V → {0, . . . , k} įgyja skirtingas reikšmes, t. y. funkcijah yra
siurjekcija.

Dabar jau esame pasiruošę suformuluoti ir įrodytiSpernerio lemą:

4.6 lema. Tarkime, kad1 ≤ n ≤ d ir n-simplekso erdvėjeRd trianguliacija yra taisyk-
lingai žymėta. Tarp visų elementariųjųn-simpleksų, pilnai žymėtų yra nelyginis skaičius.

Įrodymas.Tegulσ = [w0, . . . , wn] yra n-simpleksas erdv̇ejeRd ir {σi}m
i=1 yra taisyk-

lingai žymėtaσ-os trianguliacija. Apibṙešime keturias simpleksų aibes:

A yra pilnai žyṁetų elementariųjųn-simpleksų aiḃe;

B yra aiḃe tų elementariųjųn-simpleksų, kurių virš ūnės pažyṁetos skaǐciais iš aiḃes
{0, . . . , n− 1};

C yra aiḃe pilnai žyṁetų trianguliacijos briaunų, sutalpinamųσ-os viduje;

D yra aiḃe pilnai žyṁetų trianguliacijos briaunų, sutalpinamųσ-os briaunoje.
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Čia trianguliacijos briaunomis vadiname elementariųjųn-simpleksų briaunų vidų, jei
n ≥ 2 ir pačią briauną (virš ūnę), jein = 1. Kiekvienam elementariajamn-simpleksui
σi, F (σi) yra jo pilnai žyṁetų briaunų skaičius. Tvirtiname, kad

|A|+ 2|B| =
m∑

i=1

F (σi) = 2|C|+ |D| ir |D| yra nelyginis skaǐcius. (4.2)

Jei šis teiginys teisingas, tai|A| privalo b ūti nelyginis skaičius, t. y. iš šio teiginio iš-
plaukia lema.

Lemos teiginį įrodysime indukcija pagaln. Tarkime, kadn = 1. Šiuo paprašciausiu
atvejuσ yra tiesiog uždaras intervalas[w0, w1] = {tw0 + (1 − t)w1 : 0 ≤ t ≤ 1}, o
σ-os trianguliacija yra jo skaidinys į intervalusσi = [xi−1, xi], i = 1, . . . , m, w0 = x0

ir w1 = xm. Pagal lemos prielaidą šios trianguliacijos virš ūnių aibėjeW = {xi}m
i=0 yra

apibṙežta funkcijah su reikšṁemis aiḃeje{0, 1}. Šiuo atveju trianguliacija yra tinkamai
žymėta tada ir tik tada, kai intervalo[w0, w1] galai žyṁeti skirtingai, t. y. kaih(x0) 6=
h(xm). Kiekvieno intervaloσi = [xi−1, xi] briauna yra to intervalo galaixi−1 ir xi,
ir briauna yra pilnai žyṁeta, jeih joje įgyja reikšmę0. Šiuo atveju funkcijos reikšṁe
F (σi) yra intervaloσi = [xi−1, xi] galų, pažyṁetų nuliumi, skaǐcius ir toḋel

F (σi) =





0, jei h(xi−1) = h(xi) = 1,
1, jei h(xi−1) 6= h(xi), t. y. jei σi ∈ A,
2, jei h(xi−1) = h(xi) = 0, t. y. jei σi ∈ B.

Vadinasi galioja pirmoji (4.2) teiginio lygyḃe. Kita vertus,σ-os vidui priklausaňcių
briaunų, šiuo atveju virš ūniųxi ∈ (w0, w1), indėlis į sumąΣiF (σi) yra 2, jeih(xi) = 0
(jų yra |C|), ir tas inḋelis yra0 priešingu atveju. Likusi šios sumos dalis yra1, gaunama
iš to intervalo[w0, w1] galo, kuriameh įgyja 0. Toḋel galioja antroji (4.2) išnašos lygyḃe
ir |D| = 1, įrodantys visą (4.2) teiginį, o tuo pǎciu ir lemos teiginį, kain = 1.

Tarkime, kad1 < n ≤ d ir lemos teiginys teisingas visiemsRd erdv̇es (n − 1)-
simpleksams. Parodysime, kad teiginys teisingas bet kuriamn-simpleksui. Tam paste-
bėsime, kad taisyklingai žyṁetaσ-os trianguliacija{σi}m

i=1 sankirtoje su bet kuriaσ-os
briauna savo ruožtu sudaro tos briaunos taisyklingai žymėtą trianguliaciją, kuriai galioja
lemos teiginys pagal indukcijos prielaidą.

Jei elementarusisn-simpleksas yra pilnai žyṁetas, tai tarp visų jo briaunų yra tik
viena žyṁeta pilnai; ji yra ta briauna, kuriai nepriklauso virš ūnė su žymen. Kitaip
tariant, jeiσi ∈ A, tai F (σi) = 1. Jeiσi ∈ B, tai jo n + 1 virš ūṅes pažyṁetos vienu iš
rinkinių {0, 0, 1, . . . , n−1}, {0, 1, 1, . . . , n−1}, . . . , {0, 1, . . . , n−1, n−1}. Kiekvienas
toks elementarusisn-simpleksas turi lygiai dvi pilnai žyṁetas briaunas. Visais kitais
elementariųjųn-simpleksų virš ūnių žyṁejimo atvejais ṅera pilnai žyṁetos briaunos, ir
todėl galioja pirmoji (4.2) išnašos lygyḃe.

Įrodydami likusią (4.2) teiginio dalį, pirmiausia nagriṅekime tas pilnai žyṁetas trian-
guliacijos briaunas, kurios sutalpinamosσ viduje. Remiantis trianguliacijos apibrėžimu,
kiekvienas toks(n−1)-simpleksas (briauna) yra lygiai dviejų elementariųjųn-simpleksų
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bendra siena. Todėl tokių briaunų inḋelis į sumąΣiF (σi) yra 2|C|. Kadangiσ yra pil-
nai žyṁetas, jis turi tik vieną pilnai žyṁeta briauną su trianguliacijos pėdsaku, kuris yra
taisyklingai žyṁetas. Pagal indukcijos prielaidą ši briauna turi nelyginį skaičių |D| pil-
nai žyṁetų trianguliacijos briaunų, kurių indėlis į ΣiF (σi) yra |D|. Taigi galioja antroji
(4.2) teiginio dalis, ir tuo pǎciu lema yra įrodyta remiantis indukcijos principu.

Dabar esame pasiruošę įrodyti atskirąBrouwerio teoremos atvejį.

4.7 teorema. Tarkime, kadf yra tolydus euklidinės erdvėsRd n-simplekso atvaizdis į
save. Tadaf turi nejudamąjį tašką.

Įrodymas.Tegulσ ⊂ Rd yra n-simpleksas, kurįf atvaizduoja į save, ir tegulxi, fi(x),
i ∈ {0, . . . , n}, yra taškųx, f(x) ∈ σ baricentriṅes koordinaṫes. Tvirtiname, kad
kiekvienamx ∈ σ

χ(x) ∩ {i : fi(x) ≤ xi} 6= ∅. (4.3)

Primename, kadχ(x) yrax-o pagrindas, t. y. teigiamų baricentrinių koordinačių indeksų
aibė. Tegul, priešingai, egzistuoja toksx ∈ σ, kadfi(x) > xi kiekvienami ∈ χ(x).
Tada teisinga nelygyḃe

1 =
n∑

i=0

fi(x) >
∑

i∈χ(x)

xi =
n∑

i=0

xi = 1.

Ši prieštara įrodo (4.3). Kiekvienamx ∈ σ tegul h(x) yra minimalus (4.3) netuš̌cios
aibių sankirtos elementas. Tadah(x) ∈ χ(x) kiekvienamx ∈ σ ir bet kuri σ-os tri-
anguliacija yra taisyklingai žyṁeta. Toḋel remiantis Spernerio lema, kiekvienaσ-os
trianguliacija turi bent vieną pilnai žyṁetą elementarųjįn-simpleksą. Tegul[v0, . . . , vn]
yra kurios nors trianguliacijos pilnai žyṁetas elementarusisn-simpleksas. Galime tarti,
kadh(vi) = i visiemsi = 0, . . . , n. Tada, remiantish apibṙežimu,

fi(vi) ≤ vi
i visiemsi = 0, . . . , n. (4.4)

Bet kuriamε > 0 galima parinkti tokiąσ-os trianguliaciją, kurioje kiekvieno elemen-
tarausn-simplekso diametras ne didesnis užε (pavyzdžiui, baricentrinę trianguliaciją).
Keisdamiε taip, kadε = 1/k ↓ 0 ir pažyṁeję vi(k) := vi, i = 0, . . . , n, vekto-
rius, kuriems galioja (4.4), gaunamen + 1 begalinę seką{vi(k)}k≥1. Kadangiσ yra
kompaktas, remiantis2.60 teorema, iš kiekvienos begalinės sekos galima išrinkti kon-
verguojantį posekį. Be to, kadangi elementariųjųn-simpleksų, kurių vir ūṅes yra sekų
{vi(k)}k≥1 nariai, diametrai konverguoja į nulį, tai visų konverguojančių posekių ribos
privalo sutapti; tegulz yra bendra jų riba. Atsižvelgiant įσ uždarumą ir funkcijosf
tolydumąz ∈ σ ir fi(z) ≤ zi visiemsi = 0, . . . , n. Remiantis tuo, kad kiekvieno vek-
toriaus baricentrinių koordinačių suma yra1, gaunamef(z) = z, t. y. z yra funkcijosf
nejudamasis taškas.
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4.1 teoremos įrodymas.KadangiK ⊂ Rd yra apṙežta aiḃe, ją galima patalpinti į
pakankamai didelįn-simpleksąσ su kuriuo nors1 ≤ n ≤ d. KadangiK yra uždara ir
iškila, tai kiekvienamx 6∈ K egzistuoja toks vienintelis taškasxK ∈ K, kad|x−xK | =
inf{|x − y| : y ∈ K}. Be to, apibṙežęg(x) := xK , jei x ∈ σ \ K ir g(x) := x, jei
x ∈ K gauname tolydžią funkcijąg iš aiḃesσ į K. Toḋel kompozicijaf◦g yra tolydi
funkcija išσ į K ⊂ σ. Remiantis4.7 teorema, egzistuoja toksz ∈ σ, kadf(g(z)) = z.
Atsižvelgiant į pastarąją lygybęz privalo priklausytiK, ir todėl g(z) = z, t. y.f(z) = z.
Taigi z ∈ K yra nejudamasisf taškas.

Kitas Brouwerio teoremos įrodymas Šiuo metu egzistuoja daug skirtingųBrouw-
erio teoremos įrodymų.̌Cia pateikiame vieną iš paprasčiausių įrodymų, pasiskolintą iš
Dunford ir Schwartz (1958) knygos. Šios teoremos įrodyme remsimės tokiu pagalbiniu
teiginiu:

4.8 lema. TegulRd+1 3 x = (x0, x1, . . . , xd) 7→ g(x) ∈ Rd yra du kartus tolydžiai
diferencijuojama funkcijag, ir tegul hi yra determinantas, kurio stulpeliai yra sudaryti
iš d dalinių išvestiniųDx0g, . . . , Dxi−1g,Dxi+1g, . . . , Dxd

g. Tada

d∑

i=0

(−1)iDxihi = 0. (4.5)

Įrodymas.Kiekvienai porai skirtingų indeksųi, j ∈ {0, 1, . . . , d} tegul Ci,j yra toks
determinantas, kurio pirmas stulpelis yra mišrioji išvestinė Dxixjg, o likę stulpeliai yra
dalinės išvestiṅesDx0g, . . . , Dxd

g išdėstytos indeksų diḋejimo tvarka ir tarp kurių ṅera
Dxig ir Dxjg. Aišku, kadCi,j = Cj,i. Remdamiesi determinantų diferencijavimo ir
stulpelių sukeitimo taisyklėmis, bet kuriami ∈ {0, 1, . . . , d} gauname lygybę

Dxihi =
∑

j<i

(−1)jCi,j +
∑

j>i

(−1)j−1Ci,j .

Todėl pažyṁejusσ(i, j) := 1, jei j < i, σ(i, j) := 0, jei j = i ir σ(i, j) := −1, jei
j > i, lygybė

(−1)iDxihi =
n∑

j=0

(−1)i+jCi,jσ(i, j)

yra teisinga kiekvienami ∈ {0, 1, . . . , d}. Suḋeję gauname

d∑

i=0

(−1)iDxihi =
d∑

i,j=0

(−1)i+jCi,jσ(i, j).

Sukeitę indeksus vietomis ir pastebėję, kadσ(i, j) = −σ(j, i) gauname, kad

d∑

i,j=0

(−1)i+jCi,jσ(i, j) =
d∑

i,j=0

(−1)j+iCj,iσ(j, i) = (−1)
d∑

i,j=0

(−1)i+jCi,jσ(i, j)
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Todėl kiekviena iš trijų sumų privalo b ūti lygi nuliui. Iš̌cia išplaukia trokštama formulė
(4.5).

4.9 teorema. Tarkime, kadf yra tolydus euklidinės erdvėsRd vienetinio rutulio at-
vaizdis į save. Tadaf turi nejudamąjį tašką.

Įrodymas.TegulB0 ≡ B(0, 1) := {x ∈ Rd : |x| ≤ 1} yra euklidiṅes erdv̇esRd viene-
tinis rutulys ir tegul funkcijaf : B0 → B0 yra tolydi. Iš pradžių įsitikinsime, jog teo-
remą pakanka įrodyti tuo atveju, kaif yra be galo diferencijuojama. Iš tikro, remiantis
Weierstrasso teorema, tolydžiąją funkcijąf galima tolygiai aproksimuoti be galo difer-
encijuojamomis funkcijomis, kurios vienetinį rutulį atvaizduoja į save. Tarkime, kad
{fn} yra tokia funkcijų seka. Tada kiekvienamn ≥ 1 egzistuoja toksxn ∈ B0, kad
fn(xn) = xn. Kadangi euklidiṅes erdv̇es vienetinis rutulysB0 yra kompaktas, tai egzis-
tuoja sekos{xn} posekis{xnk

}, konverguojantis į vienetinio rutulio elementąx, kuris
ir yra funkcijosf nejudamasis taškas.

Toliau, galime tarti, kad funkcijaf yra be galo diferencijuojama. Tačiau tarkime,
kadf(x) 6= x visiemsx ∈ B0. Tegul realusis skaičiusa = a(x) yra kvadratiṅes lygties

1 = |x + a(x− f(x))|2 = a2|x− f(x)|2 + 2ax·(x− f(x)) + |x|2

didesnioji šaknis,̌cia · žymi skaliarinę sandaugą euklidinėje erdv̇ejeRd. Toḋel

|x− f(x)|2a = x·(f(x)− x) +
√

[x·(x− f(x))]2 + (1− |x|2)|x− f(x)|2. (4.6)

Kadangi|x − f(x)| 6= 0 visiemsx ∈ B0, (4.6) išnašoje esantis pošaknis yra teigiamas
visiems|x| 6= 1. Jei|x| = 1, tai (x, x−f(x)) 6= 0, kadangi priešingu atveju(x, f(x)) =
1, o dviejų vektorių, kurių ilgiai neviršija1, skaliariṅe sandauga gali b ūti lygi1 tada ir
tik tada, kai jie yra lyg ūs. Todėl (4.6) išnašoje esantis pošaknis yra teigiamas visiems
x ∈ B0. Kadangi funkcija(0,∞) 3 t 7→ √

t yra be galo diferencijuojama ir kadangi
|x − f(x)| 6= 0 visiemsx ∈ B0, tai (4.6) apibṙežia be galo diferencijuojamą funkciją
a : B0 → R. Pagal apibṙežimąa(x) = 0, jei |x| = 1. Tegulg yra funkcija su reikšṁemis
g(t, x) := x + ta(x)(x − f(x)) kiekvienamt ∈ R ir x ∈ Rd. Tadag yra be galo
diferencijuojama funkcija iš aiḃesR×B0 ⊂ Rd+1 į Rd. Kadangia(x) = 0 visiems|x| =
1, tai daliṅe išvestiṅe pagalt, Dtg(t, x) = 0 visiems|x| = 1. O pagala apibṙežimą
gauname, kad|g(1, x)| = 1 visiemsx ∈ B0.

Tarkime, kadh0(t, x) yra determinantas, kurio stulpelius sudaro dalinių išvestinių
vektoriaiDx1g(t, x), . . . , Dxd

g(t, x), ir tegul

I(t) :=
∫

B0

∫
h0(t, x) dx1 · · · dxd.

Kadangih0(0, x) ≡ 1, taiI(0) yra lygus rutulio t ūriui, ir toḋel I(0) 6= 0. Be toI(1) = 0,
kadangih0(1, x) ≡ 0 dėl tapatyḃes |g(1, x)| ≡ 1 (determinanto eilu̇es yra tiesiškai
priklausomos, nes normos išvestinė lygi nuliui). Norimą prieštarą gausime įrodę, kadI
yra konstanta, tai yra kadI ′(t) = 0 visiemst.
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DiferencijuodamiI(t) po integralo ženklu ir naudodamiesi (4.5) lygybe gauname,
kadI ′(t) yra lygi sumaid dėmenų

±
∫

B0

∫
Dxihi(t, x) dx1 . . . dxd, i = 1, . . . , d, (4.7)

kur hi(t, x) yra determinantas, kurio stulpeliai yra sudaryti iš vektorių

Dtg(t, x), Dx1g(t, x), . . . , Dxi−1g(t, x), Dxi+1g(t, x), . . . , Dxd
g(t, x).

Kiekvienami ∈ {1, . . . , d} tegulBi yra vienetinis rutulys sudarytas iš vektorių sud− 1
koordinatex1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd, ir tegul

x+
i := +

√
1− (x2

1 + · · ·+ x2
i−1 + x2

i+1 + · · ·+ x2
d), o x−i := −x+

i .

Taip pat teguly+
i , y−i ∈ Rd yra tokie vektoriai, kuriųj-toji koordinaṫe yraxj , jei j 6= i, o

i-toji koordinaṫe yra atitinkamaix+
i arbax−i . Tada kiekvienas iš (4.7) išnašosn integralų

yra lygus
∫

Bi

∫ [± hi(t, y+
i )∓ hi(t, y−i )

]
dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxd.

Tačiau |y+
i | = |y−i | = 1, ir todėl hi(t, y+

i ) = hi(t, y−i ) = 0, nesDtg(t, x) = 0, jei
|x| = 1. Toḋel I ′(t) = 0; tai ir reikėjo įrodyti.

Toliau parodoma, kadBrouwerio nejudamojo taško teorema (4.1teorema) nesunkiai
įrodoma naudojantis4.9teorema.

4.10 išvada.Tarkime, kadf yra tolydus euklidinės erdvės netuščio iškilojo kompakto
atvaizdis į save. Tadaf turi nejudamąjį tašką.

Įrodymas.TegulB(0, r) yra rutulys su centru nulyje ir spinduliur > 0, ir tegul f yra
tolydus B(0, r) atvaizdis į save. Tadax 7→ (1/r)f(rx), x ∈ B(0, 1), yra tolydus
vienetinio rutulio atvaizdis į save. Remiantis4.9 teorema, egzistuoja toksx ∈ B(0, 1),
kadf(rx) = rx. Kadangirx ∈ B(0, r), funkcijaf turi nejudamąjį tašką.

TegulK yra netuš̌cia, iškila ir kompaktiška euklidiṅes erdv̇esRd aibė, of yra toly-
dusK atvaizdis į savę. Sukonstruosime funkcijosf tolydųjį tęsinį f̃ į visą euklidinę
erdvę. KadangiK yra kompaktas, egzistuoja tirštas skaitusis aibėsK elementų poaibis
{z1, z2, . . . }. Pažyṁejęρ(x,K) atstumą tarpx ir K, kiekvienami ≥ 1 funkcija γi su
reikšṁemis

γi(x) := max
{

2− |x− zi|
ρ(x,K)

, 0
}

,

x 6∈ K, yra tolydi (4.1.1 pratimas). Tada funkcijãf su reikšṁemis reikšṁemis

f̃(x) :=

{
f(x) jei x ∈ K,(∑

i≥1 2−iγi(x)
)−1 ∑

i≥1 2−1γi(x)f(zi) jei x 6∈ K,
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yra funkcijosf tolydus tęsinys į visą euklidinę erdvęRd. Kadangi suma

(
m∑

i=1

2−iγi(x)

)−1 m∑

i=1

2−1γi(x)f(zi)

yra apibṙežta visiems pakankamai dideliemsm = m(x), x 6∈ K, ir priklauso aiḃes
f(K) iškilam apvalkaluicof(K), tai f̃(Rd) ⊂ cof(K) ⊂ K. Tarkime, kadr > 0
yra toks, kadK ⊂ B(0, r). Remiantis pirmąja įrodymo dalimi, egzistuoja funkcijosf̃
nejudamasis taškasx ∈ B(0, r), tai yra f̃(x) = x. Kadangif̃(x) ∈ K, tai x ∈ K
ir f(x) = f̃(x) = x, tai yra egzistuoja funkcijosf nejudamasis taškas; tai ir reikėjo
įrodyti.

Pratimai

1. Atstumu tarp vektoriausx ∈ E ⊂ R` ir aibėsF ⊂ R` vadinamas infimumas
ρ(x, F ) := inf{|x− y| : y ∈ F}. Įrodyti, kad funkcijax 7→ ρ(x, F ), x ∈ E, yra
tolydi. Taip pat, jeiF yra uždara, tai egzistuoja toksy ∈ F , kadρ(x, F ) = |x−y|
kiekvienamx ∈ E.

4.2 Atitikties tolydumas

Čia toliau nagriṅejama2.2 skyrelyje apibṙežta atitiktis tarp aibių. Kadangi mus domi-
na atitikties tolydumo sąvoka, reikalinga atstumo sąvoka. Todėl nagriṅesime atitiktis iš
euklidinės erdv̇esRm aibėsS į euklidinės erdv̇esRn aibęT . Netrukus apibṙešime atitik-
ties tolydumą iš išoṙes (4.11apibṙežimas) ir iš vidaus (4.13apibṙežimas). Tada atitiktis
vadinama tolydžia, jei ji yra tolydi iš išorės ir tolydi iš vidaus (4.15apibṙežimas).

4.11 apibrėžtis. Tarkime, kadS ir T yra euklidiṅes erdv̇es aiḃes ir ψ yra atitiktis iš
S į T su apibṙežimo sritimiA(ψ) ⊂ S. Sakysime, kadψ yra tolydi iš išorės taške
s ∈ A(ψ) (angl. upper hemicontinuous), jei kiekvienam aibėsψ[s] atvirajam viršaibiui
U egzistuoja tokias aplinkaV , kurios vaizdasψ[V ] ⊂ U . Jei atitiktisψ yra tolydi iš
išoṙes taškes kiekvienams ∈ A(ψ), tai ją vadinsimetolydžia iš išorėssavo apibṙežimo
srityje. Taip pat sakysime, kad atitikčiai ψ galioja išorinis tolydumastaške arba aiḃeje.

Pagal tokią tolydumo sąvoką aibėψ[s] negali tapti per daug didele – „sprogti į įšorę“
– lyginant ją suψ[s0], kai s yra arti s0. Tǎciau toje pǎcioje situacijojeψ[s] gali staiga
sumaž̇eti, t. y. „sprogti į vidų“. Nesunku pastebėti, kad atitiǩciai ψ esant funkcijai, jos
išorinis tolydumas yra ekvivalentus (funkcijos) tolydumui. Dėl šios priežasties atitiktims
nėra tinkamas kartais vartojamas pusiau tolydumo (angl. semicontinuous) terminas.

Atitikties tarp euklidiṅes erdv̇es poaibių tolydumui iš išorės patikrinti naudosiṁes
tokiu kriterijumi:
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4.12 teorema.Sakykime, kadS ir T yra euklidinių erdvių poaibiai irψ yra tokia atitiktis
iš S į T , kurios vaizdasψ[s] taškes ∈ A(ψ) ⊂ S yra kompaktiška aibė. Atitiktisψ yra
tolydi iš išorės taškes tada ir tik tada, kai kiekvienai įs konverguojančiai sekai(sn) ir
kiekvienai sekai(tn), sudarytai ištn ∈ ψ[sn], egzistuoja posekis(tnk

), konverguojantis
į kurį nors aibėsψ[s] elementą, arba trumpai:

jei sn → s, tn ∈ ψ[sn] ∀n, tai ∃ (tnk
) : tnk

→ t ∈ ψ[s]. (4.8)

Įrodymas.Tarkime, kad atitiktisψ yra tolydi iš išoṙes taškes, sekasn → s, o seka(tn)
sudaryta ištn ∈ ψ[sn]. Kadangi kompaktiṅe aiḃe yra apṙežta (2.60 teorema), o aiḃe
ψ[s] yra kompaktiṅe, tai egzistuoja aprėžtas ir atviras jos viršaibisU . Remiantis4.11
apibṙežimu, egzistuoja tokias aplinkaV , kadψ[t] ⊂ U visiemst ∈ V . Turėdamis
aplinkąV , galime rasti tokį indeksąN ∈ N+, kad visiemsn ≥ N , sn ∈ V , ir todėl
tn ∈ ψ[sn] ⊂ U . Iš čia gauname išvadą, kad(tn) yra apṙežta seka. Kadangi iš aprėžtos
sekos galima išrinkti konverguojantį posekį (2.62išvada), tai egzistuoja vektoriust ir į
jį konverguojantis sekos(tn) posekis(tnk

). Tarkime, kadt 6∈ ψ[s]. Tada atstumas tarp
vektoiaust ir aibėsψ[s] yra

ε := ρ(ψ[s], t) = inf{|u− t| : u ∈ ψ[s]} > 0

(kodėl?). Nesunku matyti, kad aibė

Gε := {u ∈ T : ρ(ψ[s], u) < ε/2}

yra atvirasψ[s] viršaibis. Dar kartą remdamiesi4.11apibṙežimu, įsitikiname, kad egzis-
tuoja toksK ∈ N+, kad tnk

∈ Gε visiemsk ≥ K. Naudodamiesi euklidiṅes normos
subadityvumu, kiekvienamu ∈ ψ[s] ir k ≥ K gauname nelygybes

|t− tnk
| ≥ |t− u| − |u− tnk

| ≥ ε− ε/2 = ε/2,

kas prieštarauja tam, kadtnk
→ t kai k →∞. Toḋel t ∈ ψ[s].

Įrodydami teoremos teiginį priešinga linkme tarkime, kad galioja (4.8), bet atitiktis
ψ nėra tolydi iš išoṙes taškes. Tada egzistuoja toks aibėsψ[s] atvirasis viršaibisU ,
jog kiekvienoss aplinkosV vaizdasψ[V ] turi elementų, nepriklausančių aibeiU , t. y.
ψ[V ]\U 6= ∅. Tarkime, kad(Bn) yra seka, sudaryta iš atvirųjų rutuliųBn = B(s, 1/n)
su centru taškes ir spinduliu1/n. Egzistuoja seka(tn), kurios elementaitn ∈ ψ[Bn]\U
(kodėl?). Kadangiψ[Bn] = ∪r∈Bnψ[r] kiekvienamn, tai taip pat turime tokią seką
(sn), kadsn ∈ Bn ir tn ∈ ψ[sn]. Tadasn → s, ir (4.8) prielaidos ḋeka privalo egzistuoti
į aibėsψ[s] elementąt konverguojantis posekis(tnk

). Tǎciau aiḃe T \ U yra uždara,
(tnk

) ⊂ T \ U , ir todėl ribat negali priklausyti aibeiψ[s] – prieštara, įrodantiψ išorinį
tolydumą taškes.

Atitikties kompaktiškumo prielaida taške įrodytoje teoremoje nėra suvaržanti, kaip
rodo šie argumentai. Tarkime, kad atitiktisψ iš S į T yra tolydi iš išoṙes aiḃejeS ir tegul
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s ∈ S. Pirma, pagal apibrėžimąψ[s] yra apṙežta. Antra, (4.8) kriterijuje pȧemę trivialią
seką(sn), kurios visi nariaisn = s, gauname, kad aibė ψ[s] yra uždara. Toḋel ψ[s] yra
kompaktas euklidiṅes erdv̇es poaibyjeT .

4.13 apibrėžtis. Tarkime, kadS ir T yra euklidiṅes erdv̇es aiḃes irψ yra atitiktis išS
į T su apibṙežimo sritimiA(ψ). Sakysime, kadψ yra tolydi iš vidaus taškes ∈ A(ψ)
(angl. lower hemicontinuous), jei kiekvienai atvirai aibeiU , turinčiai netuš̌cią sankirtą
su aibeψ[s], egzistuoja tokias aplinkaV , kad sankirtaψ[t]∩U 6= ∅ visiemst ∈ V . Jei
ψ yra tolydi iš vidaus taškes kiekvienams ∈ A(ψ), tai ją vadinsimetolydžia iš vidaus
savo apibṙežimo srityje. Taip pat kalḃesime apieψ vidinį tolydumątaške arba aiḃeje.

4.14 teorema.Tarkime, kadS ir T yra euklidinių erdvių poaibiai,ψ yra atitiktis išS
į T ir s ∈ A(ψ). Atitiktis ψ yra tolydi iš vidaus taškes tada ir tik tada, kai kiekvienai
į s konverguojančiai sekai(sn) ⊂ S ir kiekvienamt ∈ ψ[s] egzistuoja tokia įt kon-
verguojanti seka(tn) ⊂ T , kurios elementaitn ∈ ψ[sn] kiekvienamn, arba trumpai:

jei sn → s, t ∈ ψ[s], tai ∃ (tn) : tn → t, tn ∈ ψ[sn]. (4.9)

Įrodymas.Tarkime, kadψ yra tolydi iš vidaus taškes, sekasn → s, kai n → ∞ ir
t ∈ ψ[s]. Taip pat tarkime, kad kiekvienamk ∈ N+, Bk := B(t, 1/k) yra atvirasis
rutulys su centru tašket ir spinduliu 1/k. Aišku, kadBk ∩ ψ(s) 6= ∅ kiekvienam
k. Kadangiψ yra tolydi iš vidaus taškes, tai kiekvienamk ∈ N+, egzistuoja tokias
aplinkaVk, kadψ[r] ∩Bk 6= ∅ kiekvienamr ∈ Vk. Kadangisn → s, tai kiekvienamk,
egzistuoja toksnk ∈ N+, kadsn ∈ Vk kiekvienamn ≥ nk. Galima tarti, kadnk < nk+1

visiemsk. Tada egzistuoja tokia seka(tn), kad kiekvienamn ≥ n1, tn ∈ ψ[sn]∩Bk jei
n ∈ [nk, nk+1) (kodėl?). Taip sudaryta seka(tn) išpildo (4.9).

Įrodydami teoremos teiginį priešinga linkme tarkime, kad galioja (4.9), betψ nėra
tolydi iš vidaus taškes. Tada egzistuoja tokia atviroji aibė U , kadU ∩ ψ[s] 6= ∅ ir bet
kurioje s aplinkojeV yra toks taškassV , kadψ[sV ] ∩ U = ∅. Toḋel egzistuoja tokia
į s konverguojanti seka(sn), kadψ[sn] ∩ U = ∅. Dabar tarkime, kadt ∈ U ∩ ψ[s].
Pagal prielaidą (4.9) egzistuoja tokia įt konverguojanti seka(tn), kadtn ∈ ψ[sn] ⊂ U c

kiekvienamn. KadangiU c := T \ U uždara, tai ribat taip pat tuṙetų priklausytiU c –
prieštara tam, kadt ∈ U . Prieštara įrodo, kadψ yra tolydi iš vidaus taškes.

Pagaliau, atitikties tolydumas suprantamas taip:

4.15 apibrėžtis. Tarkime, kadS ir T yra euklidiṅes erdv̇es aiḃes irψ yra atitiktis išS į
T . Sakysime, kadψ yra tolydi taškes ∈ S, jei taškes ji yra tolydi iš išoṙes ir tolydi iš
vidaus. Jeiψ yra tolydi taškes kiekvienams ∈ S, tai ją vadinsimetolydžia aibėjeS.

Tolydumo stabilumas Toliau suformuluosime keletą faktų apie tolydumo savybės
išlaikymą, pereinant nuo atitikčių prie jų standartinių transformacijų.
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Prisiminę aiḃes uždarinį (2.56apibṙežimas), galime taip pat apibrėžti atitiktiesϕ iš
S į T uždarinį:

ϕ : s 7→ ϕ[s] ⊂ T, s ∈ A(ϕ).

4.16 teiginys.Jei atitiktisϕ iš S į T yra tolydi iš išorės taškes ∈ A(ϕ), tai jos uždarinio
atitiktis ϕ iš S į T taip pat tolydi iš išorės taškes.

Įrodymas.Si ūlome tai padaryti skaitytojui, įrodžius ir pasinaudojus tuo, kad bet ku-
rios dvi uždaros ir nesikertančios euklidiṅes erdv̇es aiḃes turi nesikertaňcias atvirąsias
aplinkas.

Tarkime, kadϕi, i = 1, . . . , n, yra atitiktys išS į T . Jei
⋂n

i=1A(ϕi) 6= ∅, tai
atitikčių sąjungayra atitiktis

n⋃

i=1

ϕi : s 7→
n⋃

i=1

ϕ[s] ⊂ T, s ∈
n⋂

i=1

A(ϕi).

Paliekame skaitytojui įrodyti tokį teiginį:

4.17 teiginys.Jei kiekvienami = 1, . . . , n atitiktis ϕi iš S į T yra tolydi iš išorės taške
s ∈ A(ϕi) ir s ∈ ⋂n

i=1A(ϕi), tai jų sąjunga taip pat tolydi iš išorės taškes.

Tarkime, kadψ yra atitiktis išS į T ir ϕ yra atitiktis išT į U , kur U yra taip pat
euklidinės erdv̇es aiḃe. Priminsime (žr. (2.21)), kad kompozicijos atitiktimi vadinama
aibė

ϕ◦ψ = {(s, u) ∈ S × U : ∃ t ∈ T, t ∈ ψ[s] ir u ∈ ϕ[t]}, (4.10)

jei ji yra netuš̌cia. Pavyzdžiui, taip yra, jeiR(ψ) = A(ϕ). Nesunku matyti, kad

A(ϕ◦ψ) 3 s 7→ ϕ◦ψ[s] =
⋃

t∈ψ[s]

ϕ[t] ⊂ U.

4.18 teiginys.Tarkime, kadψ yra atitiktis išS į T , ϕ yra atitiktis išT į U ir yra apibrėžta
kompozicijos atitiktisϕ◦ψ. Tada galioja(a) ir (b); čia

(a) jei ψ ir ϕ yra tolydžios iš išorės, taiϕ◦ψ yra tolydi iš išorės;

(b) jei ψ ir ϕ yra tolydžios iš vidaus, taiϕ◦ψ yra tolydi iš vidaus.

Įrodymas. Įrodysime tik teiginį(a); si ūlome skaitytojui įrodyti teiginį(b). Tarkime, kad
{s, s1, s2, . . . } ⊂ A(ϕ◦ψ), sn → s, kai n → ∞ ir un ∈ ϕ◦ψ[sn] kiekvienamn. Tada
kiekvienamn, egzistuoja tokstn ∈ T , kad tn ∈ ψ[sn] ir un ∈ ϕ[tn]. Kadangiψ yra
tolydi iš išoṙes, tai remiantis (4.8) egzistuoja toks sekos(tn) posekis(tnk

) ir t ∈ ψ[s],
kadtnk

→ t, kai nk →∞. Kadangiunk
∈ ϕ[tnk

] ir ϕ yra tolydi iš išoṙes, tai egzistuoja
tokie sekos(u′k), kurios nariai yrau′k := unk

, posekis(u′kl
) ir u ∈ ϕ[t], kadu′kl

→ u, kai
l → ∞. Kadangiu ∈ ϕ◦ψ[s], tai ϕ◦ψ yra tolydi iš išoṙes taškes ∈ A(ϕ◦ψ) remiantis
4.12teorema. Kadangis ∈ A(ϕ◦ψ) yra laisvai pasirinktas, taiϕ◦ψ yra tolydi iš išoṙes
savo apibṙežimo srityje.
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Norėdami pasakyti, kad atitikties vaizdams galioja tam tikros savybės naudosiṁes
tokiu apibṙežimu. Priminsime, jog atitikties vaizdai apibrėžti 2.2skyrelio pradžioje.

4.19 apibrėžtis. Sakysime, kad atitiktisϕ iš S į T turi iškilus vaizdus,jei atitikties
vaizdasϕ[x] yra iškilas aiḃejeT kiekvienamx ∈ A(ϕ) ⊂ S. Analogiškai apibṙežiama
atitiktis turinti kompaktiškus vaizdusir atitiktis turinti uždarus vaizdus.

Pratimai

1. Įrodyti 4.18(b) teiginį.

2. Tegulψ : S → T yra funkcija. Įrodyti, kad ji yra tolydi taške tada ir tik tada, kai
ji yra tolydi iš išoṙes tame taške (kaip atitiktis).

4.3 Kakutanio nejudamojo taško teorema

Tarkime, kadS yra euklidiṅes erdv̇es aiḃe ir µ yra atitiktis išS į pačią save. AiḃesS
elementasx vadinamasµ nejudamuoju tašku, jei x ∈ A(µ) ir x ∈ µ[x]. Akivaizdu,
jog µ esant funkcijai, t. y. kaiµ[s] = {µ(s)} kiekvienams ∈ A(µ) ⊂ S, tai atitikties
nejudamasis taškasx tampa funkcijos nejudamuoju tašku, nes tuo atvejuµ(x) = x ∈
{x} = µ[x] (žr. 2.36apibṙežimą ir komentarą po jo).

4.20 teorema.Tarkime, kadS yra euklidinės erdvės netuščias, kompaktiškas ir iškilas
poaibis, oµ yra tolydi iš išorės atitiktis išA(µ) = S į S, kurios vaizdai iškili. Tadaµ
turi bent vieną nejudamąjį tašką.

Šią Kakutanio2 teoremą įrodysime atitiktį aproksimuodami tolydžiąja funkcija ir
taikydamiBrouwerio teoremą funkcijoms. Priminsime, kadB(x, ε) yra euklidiṅes erd-
vės atvirasis rutulys su centrux ∈ R` ir spinduliuε > 0, o ρ(x,G) = inf{|x− y| : y ∈
G} yra atstumas tarp taškox ∈ R` ir aibėsG ⊂ R`. Tada aiḃesG ε-aplinka yra

Nε(G) := {x ∈ R` : ρ(x,G) < ε} =
⋃

y∈G

B(y, ε).

Kai G = µ ⊂ R` × Rk, atstumoρ((u, v), G), (u, v) ∈ R` × Rk, apibṙežime naudojama
euklidinėR`+k erdv̇es norma, remiantis2.3skyrelio pradžioje padarytu susitarimu.

4.21 teiginys.TegulS ⊂ R` yra kompaktiška aibė,T ⊂ Rk yra iškila aibė irµ yra iškila,
kompaktiška ir tolydi iš viršaus atitiktis išS į T . Tada kiekvienamε > 0 egzistuoja tokia
(nuoε priklausanti) tolydžioji funkcijaf : S → T , kuriai galioja f ⊂ Nε(µ).

2Shizuo Kakutani – Kakutanis (1911–2004), japonų matematikas.
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Įrodymas.Kiekvienamδ > 0 ir x ∈ S rutulio B(x, δ) vaizdo atžvilgiuµ iškilą apval-
kalą pažyṁekime taip:

µδ[x] := co
(
µ[B(x, δ)]

)
. (4.11)

Šios aiḃes apibṙežia atitiktįµδ : x 7→ µδ[x] ⊂ T , x ∈ S. Pirmiausia įrodysime pagalbinį
teiginį.

4.22 lema.Kiekvienamε > 0 egzistuoja toksδ > 0, kadµδ ⊂ Nε(µ).

Tarkime, kad taip ṅera. Tada egzistuoja toksε > 0, kad kiekvienamn ∈ N+ galime
rasti tokią sutvarkytąją porą(xn, yn) ∈ µ1/n, kuriai galioja nelygyḃe

ρ((xn, yn), µ) ≥ ε. (4.12)

Kiekvienamn, kadangiyn ∈ µ1/n[xn] ⊂ Rk, remiantis (4.11) žymėjimu suδ = 1/n ir
Carathéodory teorema (2.99teorema), egzistuoja tokie

y0
n, . . . , yk

n ∈ µ[B(xn, 1/n)], (4.13)

ir λ0
n, . . . , λk

n ∈ R+, kad
∑k

i=0 λi
n = 1 ir yn =

∑k
i=0 λi

nyi
n. Remiantis (4.13), kiekvien-

am n ir i galima rasti tokiuszi
n ∈ B(xn, 1/n), kadyi

n ∈ µ[zi
n]. Kadangi aiḃe S yra

kompaktiška, tai noṙedami supaprastinti žyṁejimus galime tarti, kad pati seka(xn) kon-
verguoja į kurį norsx ∈ S, kai n → ∞, ir todėl kiekvienami, zi

n konverguoja įx, kai
n → ∞. Kadangiµ yra tolydi iš viršaus, tai remiantis4.12 teorema, v̇el supaprasti-
nant žyṁejimus galima tarti, kad kiekvienami, yi

n konverguoja į tokįyi ∈ T , kuriam
yi ∈ µ[x]. Be to, kadangiλi

n ∈ [0, 1], tai galime tarti, jog kiekvienami egzistuoja tokie
λi ∈ [0, 1], kad

∑k
i=0 λi = 1 ir λi

n konverguoja įλi. Tada, kain → ∞, tai sumos
yn =

∑k
i=0 λi

nyi
n konverguoja į sumąy :=

∑k
i=0 λiyi, kuri priklauso iškilai aibeiT

ir y ∈ µ[x], nesµ yra iškila. Taigi(xn, yn) konverguoja į(x, y) ∈ µ, kas prieštarauja
nelygybei (4.12). Ši prieštara įrodo lemą.

Grįždami prie4.21 teiginio įrodymo, tarkime, kad duotasε > 0. Remiantis4.22
lema, egzistuoja toksδ > 0, kadµδ ⊂ Nε(µ). Lieka sukonstruoti tokią tolydžią funkciją
f : S → T , kadf ⊂ µδ. Tai padarysime konstruodami vadinamąjį vieneto skaidinį.

KadangiS yra kompaktas, tai egzistuoja tokia baigtinė aiḃe {xi}m
i=1 ⊂ S, kad

atvirieji rutuliai {B(xi, δ)}m
i=1 dengiaS. Kiekvienami = 1, . . . ,m apibṙežkime funkci-

ją gi : S → R+ su reikšṁemisgi(x) := ρ(x, S \ B(xi, δ)). Kiekviena iš funkcijųgi

yra tolydi (4.1.1 pratimas) ir lygi nuliui už rutulioB(xi, δ). Be to, nei vienameS taške
visosgi kartu ṅera lygios nuliui. Toḋel galime apibṙežti funkcijasλi := gi/

∑m
j=1 gj ,

i = 1, . . . , m, išS į [0, 1], kurios yra tolydžios ir
∑m

i=1 λi ≡ 1 (šeima{λi}m
i=1 vadinama

vieneto skaidiniu). Kiekvienami = 1, . . . , m imkime yi ∈ µ[xi] ir kiekvienamx ∈ S
pažyṁekime

f(x) :=
m∑

i=1

λi(x)yi ∈ T.
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Visų pirma, šios reikšṁes apibṙežia tolydžiąją funkcijąf : S → T . Antra, kiekvienami
ir x ∈ S, jei λi(x) > 0, tai x ∈ B(xi, δ) pagalgi apibṙežimą, ir toḋel, prisiminę (4.11),
gauname, kadf(x) ∈ µδ[x], t.y. f ⊂ µδ; tai ir reikėjo įrodyti.

Kakutanio teoremos įrodymas.Remsiṁes4.21teiginiu, kaiS = T ⊂ R` ir ε = 1/n,
n ∈ N+. Taigi kiekvienamn egzistuoja tokia tolydžioji funkcijafn : S → S, kuriai

{(x, fn(x)) : x ∈ S} = fn ⊂ N1/n(µ) = {(u, v) ∈ S × S : ρ((u, v), µ) < 1/n}.
(4.14)

RemiantisBrouwerio teorema (4.1 teorema), kiekvienamn egzistuojafn nejudamasis
taškas, t. y. egzistuoja toksxn ∈ S, kadfn(xn) = xn. Remiantis (4.14), kiekvienam
n galima rasti tokiusun, vn ∈ S, kadvn ∈ µ(un), |xn − un| <

√
2/n ir |xn − vn| =

|fn(xn) − vn| <
√

2/n. KadangiS yra kompaktas, tai seka(xn) turi konverguojantį
posekį. Kad žyṁeti b ūtų paprasčiau, tarsime, jog pati seka(xn) konverguoja įx ∈ S.
Todėl un → x ir vn ∈ µ[un]. Kadangiµ yra tolydi iš viršaus atitiktis, tai remiantis4.12
teorema seka(vn) turi posekį, konverguojantį į kurį norsµ[x] aibės elementąv. Dar
kartą paprastumo dėlei tarkime, kadvn → v, kai n → ∞. Kadangi|xn − vn| → 0, tai
x = v ∈ µ[x]; tai ir reikėjo įrodyti.

4.4 Pastabos ir papildoma literat ūra

Nejudamojo taško teorija Nejudamojo taško teorija matematikoje yra labai plati ir
gili netiesiṅes analiżes sritis. Matematikos specialybės studentams geriausiai yra gerai
žinoma tikBanacho nejudamojo taško teorema.

4.1skyrelis Pateiksime dar vieną, bet labai trumpąBrouwerio nejudamojo taško teore-
mos įrodymas. Jis remiasi labai svarbia matematikoje ir jos taikymuose indekso teorija
(angl. degree theory).

Tarkime, kad aiḃe Ω ⊂ Rd yra netuš̌cia, apṙežta ir atvira,Ω yra jos uždarinys, o
funkcija g : Ω → Rd yra tolydi. Su šia funkcija susiesime sveiką skaičių (indeksą),
kuris yra stabilus atžvilgiu funkcijos pokyčių ir išreiškia naudingą informaciją apie ją.

Galima b ūtų bandyti laikyti funkcijos indeksu jos nulių skaičių. Daugeliui funkcijų
šis skaǐcius nekinta, nežymiai keičiant pǎcią funkciją. Tǎciau, funkcijag su reikšṁemis
g(x) = x2 ir jų pokyčiaix2+ε, gauti nežymiai kintantε, keičia tokio „indekso“ reikšmes
0, 1 arba2, priklausomai nuo to arε yra teigiamas, nulis ar neigiamas. Taip apibrėžtas
„indeksas“ b ūtų stabilus tik negausiai funkcijų klasei.

Žymiai naudingesnis yra „algebrinis“ funkcijos nulių skaičiavimo metodas. B ūtent,
tarkime, kad funkcijag : Ω → Rd turi šias savybes:

(1) 0 6∈ g(∂Ω);

(2) g yra tolydžiai diferencijuojama aiḃejeΩ;
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(3) jei x0 ∈ Ω yra toks, kadg(x0) = 0, tai detDg(x0) 6= 0.

Jei galioja(3) savyḃe, tai 0 vadinama funkcijosg reguliaria reikšme. Funkcijomsg,
turinčioms savybes(1) – (3), indeksas apibrėžiamas skaičiumi

d(g, Ω, 0) :=
∑

x0∈g−1(0)

sign detDg(x0), (4.15)

jei g−1(0) 6= ∅, ir d(g,Ω, 0) := 0 priešingu atveju. Funkcijosg savybes(1) – (3) leidžia
įsitikinti, kad aiḃe g−1(0) yra baigtiṅe ir d(g, Ω, 0) yra sveikas skaičius. Svarbiausia
šiame indekso apibrėžime yra tai, kad kiekvienos šaknies indėlis į suma priklauso nuo
tiesiṅes aproksimacijos orientacijos tame taške. Gauta suma funkcijos pokyčių atžvilgiu
yra pakankamai stabili. Nagrinėto pavyzdžiog(x) = x2 + ε atveju, nepriklausomai nuo
ε ženklo, indeksas visada lygus0 (kai tik 0 ∈ Ω). Kaip tik atsižvelgiant į tokį stabilumą,
galima pratęsti indekso apibrėžimą toms funkcijoms, kurioms neb ūtinai galioja(2) ir (3)
savyḃes. NaudojantSardo teoremą apie reguliarių reikšmių tirštumą, nulio reguliarumo
sąlygą galima susilpninti ir apibrėžti indeksą riba

d(g, Ω, 0) := lim
ε→0

d(gε,Ω, 0),

kai nulis yra reguliari funkcijosgε reikšṁe kiekvienamε. Riba nepriklauso nuo funkcijų
gε sekos parinkimo, nors šio fakto įrodymas yra netrivialus. Nudojant kitą aproksimaci-
ją, tolydaus diferencijuojamumo sąlygą galima pakeisti funkcijosg tolydumu ir api-
brėžti vienintelį skaǐcių d(g, Ω, 0), kai tik funkcijag : Ω → Rd yra tolydi ir 0 6∈ g(∂Ω).
Taip apibṙežtas skaǐciusd(g, Ω, 0) vadinamas funkcijosBrouwerio indeksu antΩ (nulio
atžvilgiu). Šios konstrukcijos detales galima rasti Deimling (1985), Schmitt ir Thomp-
son (1998), bei Browder (1983) darbuose.Brouwerio indeksas siejasi suKroneckerio
charakteristika irGausso atvaizdžiu. Apie tai ir kitas įdomias istorines detales galime
paskaityti Siegberg (1981) straipsnyje.

Brouwerio indeksas turi daug įdomių savybių; pavyzdžiui šias savybes.

(1) Normavimas. JeiI yra tapatinga funkcija, tai

d(I, Ω, 0) =
{

1 jei 0 ∈ Ω,
0 jei 0 6∈ Ω.

(2) Sprendinio savybė. Jeid(g,Ω, 0) 6= 0, tai egzistuoja toksx ∈ Ω, kadg(x) = 0.

(3) Homotopijos invariantiškumas. Jei funkcijaH : [0, 1] × Ω → Rd yra tolydi ir
H(t, x) 6= 0 kiekvienamx ∈ ∂Ω ir t ∈ [0, 1], tai d(H(t, ·), Ω, 0) yra konstanta, t.
y. nepriklauso nuot.

(4) Išpjovimas. JeiK yra uždarasΩ poaibis ir joje apibṙežta funkcijag neturi nulių,
tai d(g, Ω, 0) = d(g, Ω \K, 0).
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Šių savybių įrodymus galima rasti knygose Brown (1993), Lloyd (1978) ir Deimling
(1985). Sprendinio savybė beveik akivaizdi toms funkcijomsg, kurių Brouwerio in-
deksas išreiškiamas (4.15) formule, tǎciau ji visai neakivaizdi funkcijoms turiňcioms tik
tolydumo savybę. Sprendinio savybė kartu su homotopijos invariantiškumu yra vos ne
naudingiausios indekso teorijos savybės; žinant vienos funkcijosBrouwerio indeksą gal-
ima jį surasti kitai funkcijai, jei tarp jų įmanoma sugalvoti homotopiją, tenkinančią (3)
sąlygą.

IšvardytosBrouwerio indekso savyḃes įgalina pasi ūlyti glaustą nejudamojo taško
teoremos įrodymą.

4.23 teorema.TegulΩ yra euklidinės erdvėsRd uždaras vienetinis rutulys su centru
nulyje. Jei funkcijaf : Ω → Ω yra tolydi, tai ji turi nejudamąjį tašką.

Įrodymas.Galime tarti, kadf neturi nejudamojo taško ant rutulio sienos∂Ω (sferos).
TegulH : [0, 1]× Ω → Rd yra funkcija su reikšṁemis

H(t, x) := x− tf(x), t ∈ [0, 1] ir x ∈ Ω.

Nesunku įsitikinti, kadH tolydi ir H(t, x) 6= 0 kiekvienamx ∈ ∂Ω ir t ∈ [0, 1].
Remiantis homotopijos invariantiškumu ir normavimo savybėmis, galioja lygyḃes

d(I − f, Ω, 0) = d(H(1, ·), Ω, 0) = d(H(0, ·), Ω, 0) = d(I, Ω, 0) = 1.

Tada ḋeka sprendinio savybės, egzistuoja toksx ∈ Ω, kadx − f(x) = 0, t. y. f(x) =
x.

4.2 skyrelis Atitikties tolydumo tyrimų pradininkais laikomi Kuratowski (1932) ir
Bouligand (1932). Berge [4] ir Hildebrand (1974) knygose surinkti svarbiausi rezul-
tatai apie atitiǩcių tolydumą. Literat ūroje galima rasti skirting ūs atitikties tolydumo api-
brėžimus; tokie skirtumai ir jų pasekṁes apžvelgti Moore (1968).

4.3skyrelis 4.21teiginį įrodė von Neumann (1937).
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5 Skyrius

Mainų rinka

Skaǐciavimo aiškinimui suteikti tai, ko jame neaptinkame, arba apsvarstyti pasitelkus
metafiziką – tai klastoti mokslą ir protą nuvesti nuo tiesos bei tikrumo kelio.

Janas Sniadeckis, 1818.

Šiame skyriuje grįžtame prie konkurencinės rinkos nagriṅejimo. Kol kas tarkime,
kad rinkoje yra tik vartotojai ir ṅera gamintojų. Tokia rinka vadinamamainų rinka(an-
gl. exchange market). Vartotojo pasirinkimui iš gėrybių aiḃes apib ūdinti naudosimės
3 skyriuje nagriṅetu alternatyvų lauku. Taigi mainų rinkoje yra ribotas kiekis gėrybių,
kurias reikia optimaliai paskirstyti tarp vartotojų. Gamyba mainų rinkoje nevyksta, ir
todėl naujų ġerybių nesukuriama.

Gėrybių skirstymo mechanizmas mainų rinkoje grindžiamas gėrybių kaina. Skyri-
aus pabaigoje parodoma, kad egzistuoja tokia gėrybių kaina, kuriai esant visos gėryḃes
taip paskirstomos tarp visų mainų rinkos subjektų, kad maksimizuotų jų naudingumo
funkcijas.

5.1 Vartotojo problema

Vartotoju vadinamas individas arba namų ūkis, kurio tikslas yra iš duotos gėrybių aiḃes
pasirinkti, nusipirkti ir suvartoti geriausią jam įpirkti įmanomą gėrybių rinkinį. Varto-
tojo problema yra klausimas: žinant gėrybių kainas ir pradinį savo turtą, ar įmanoma
iš įperkamų ġerybių aiḃes, vadinamos biudžeto aibe, pasirinkti sau naudingiausių gėry-
bių aibę. Šiame skyrelyje nustatomos sąlygos, kada ši problema turi sprendinį, kada
sprendinys yra vienintelis ir pan..

Biudžeto aibė Šiame skyrelyje nagriṅejamas vienas vartotojas. Kaip ir anksčiau, taria-
ma, kad nagriṅejamoje mainų rinkoje yrà prekių. Prek̇e tapatinama su indeksuh ∈
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{1, . . . , `}, o jos kiekis apib ūdinamas realiuoju neneigiamuoju skaičiumi xh. Tokiu b ū-
du euklidiṅes erdv̇es vektoriusx = (x1, . . . , x`) ∈ R`

+ išreiškia tam tikrąprekių rinkinio
kiekį, vadinamąvartojimo planu. Prekių kiekis rinkoje yra ribotas, o rinkoje esamų prek-
ių kiekių aiḃeX, vadinamavartojimo aibe, sudaro euklidiṅes erdv̇es poaibį. Dažniausiai
tarsime, kad vartojimo aiḃeX yra uždaras, iškilas ir aprėžtasR`

+ poaibis. Toliau visada
yra tariama, kad0 ∈ X.

Kiekvienos prek̇esh ∈ {1, . . . , `} vienetokainayra realusis neneigiamasis skaičius
ph. Tadap = (p1, . . . , p`) yra vektorius euklidiṅeje erdv̇eje R`

+, vadinamaskainų
sistema, o prekių rinkinio x = (x1, . . . , x`) kaina yra vektorių skaliariṅe sandauga
p·x =

∑`
h=1 phxh. Toliau tariama, kad prekių kainos nepriklauso nuo vartotojo. Tokia

prielaida pateisinama, kai kiekvieno vartotojo prekės poreikis sudaro tik mažą dalį tos
prek̇es visumiṅes paklausos.

Greta miṅeto prekių išteklių fizinio ribotumo, nusakomo vartojimo aibeX, varto-
tojo pasirinkimas yra ribojamas ir jo ekonominėmis galimyḃemis. B ūtent, vartotojo
pasirinkimas yra ribojamas tomis gėryḃemis, kurias jis gali įpirkti. Ekonomines gal-
imybes lemia prekių kainų sistemap ir vartotojo pradinis turtase, kurio kainaw =
p·e ≥ 0. Kadangi mainų rinkoje ṅera pelno, tai pradinis turtas sutampa su pradiniais
įnašais. Pora(p, w) vadinamakainos–turto b ūsenair yra aiḃesR`+1

+ vektorius. Duotai
kainos–turto b ūsenai(p, w) gėrybių rinkinysx ∈ X yra įperkamas, jei jo kaina yra ne
didesṅe už pradinio turto kainąw, t. y. jei galioja nelygyḃe p·x ≤ w. Taigi fizinis ir
ekonominis ġerybių rinkinių ribotumas yra nusakomas aibe

B(p, w) = {x ∈ X : p·x ≤ w}, (5.1)

vadinamabiudžeto aibe. AibėB′(p, w) := {x ∈ X : p·x = w} toliau vadinamabiudže-
to kraštu(žr. 3.1piešinį3.1skyrelyje).

5.1 teiginys. TegulX ⊂ R`
+ ir (p, w) ∈ R`+1

+ . Tada biudžeto aibėB(p, w) yra

(a) iškila, jei X iškila;

(b) uždara, jeiX uždara;

(c) aprėžta, jei arbaX aprėžta, arbap > 0.

Įrodymas.Visi teiginiai lengvai įrodomi naudojantis tik apibrėžimais. Ḋel (c) teiginio
antros dalies pastebėkime, kad jeic := minh ph > 0, tai 0 ≤ xh ≤ w/c kiekvienam
h ∈ {1, . . . , `} ir x ∈ B(p, w).

Kadangi0 ∈ X ⊂ R`
+, tai 0 ∈ B(p, w) kiekvienam(p, w) ∈ R`+1

+ , t. y. biudžeto
aibė visada netuš̌cia1. Toḋel biudžeto aiḃes priskirtis kainos–turto b ūsenai

β : (p, w) 7→ B(p, w) ⊂ X, (p, w) ∈ R`+1
+ ,

1Matematine prasme.
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apibṙežia atitiktįβ išR`+1
+ į X, toliau vadinamąbiudžeto atitiktimi(2.2skyrelis). Papras-

tumo ḋelei toliau sutvarkytosios poros(p, w) vaizdą žyṁesimeβ[p, w] vietojeβ[(p, w)].
Parodysime, kad biudžeto atitiktis yra nulinės eil̇es teigiamai homogeniška tokia

prasme.

5.2 apibrėžtis. Sakykime, kadα ≥ 0, o S ir T yra euklidinių erdvių poaibiai. Atitiktis
ψ iš aiḃesS į aibęT su apibṙežimo sritimiA(ψ) yraα eilės teigiamai homogeniška,jei

ψ[λs] = λαψ[s]

kiekvienamλ > 0 ir s ∈ A(ψ) ⊂ S. Čia dešiṅe puṡe lygi aibei{λαt : t ∈ ψ[s]} pagal
tiesiṅese erdv̇ese įprastą aiḃes daugybos iš skaliaro taisyklę.

Kartu su teigiamu homogeniškumu nustatysime biudžeto atitikties tolydumą iš išorės
(4.11apibṙežimas) ir tolydumą iš vidaus (4.13apibṙežimas).

5.3 teorema.Sakykime, kadX ⊂ R`
+ yra vartojimo aibė. Biudžeto atitikčiaiβ iš R`+1

+

į X galioja (a), (b) ir (c) savybės:

(a) β yra nulinės eilės teigiamai homogeniška, t. y.β[λp, λw] = β[p, w] kiekvienam
λ > 0 ir (p, w) ∈ R`+1

+ ;

(b) β yra tolydi iš išorės aibėjeR`+1
+ , jei aibėX yra kompaktiška;

(c) β yra tolydi iš vidaus tokioje kainos–turto b ūsenoje(p, w) ∈ R`+1
+ , kur w > 0, o

aibėX yra iškila.

Įrodymas. (a): Naudojantis funkcijosp 7→ p·x tiesiškumu, savyḃe (a) išplaukia iš ly-
gybių

β[λp, λw] = {x ∈ X : (λp)·x ≤ (λw)} = β[p, w],

galiojaňcių kiekvienam(p, w) ≥ 0 ir λ > 0.
(b): Tarkime, kadX yra kompaktiška ir(p, w) ∈ R`+1

+ . Įrodysime, kadβ yra tolydi
iš išoṙes taške(p, w). Remiantis2.60teorema ir5.1 teiginiu, biudžeto aiḃe β[p, w] yra
kompaktiška, ir toḋel galima naudotis atitikties tolydumo iš išorės taške (4.8) kriteriju-
mi. Tarkime, kad(pn, wn) → (p, w), kai n → ∞, ir xn ∈ β[pn, wn] kiekvienamn.
Reikia įrodyti, kad egzistuoja prekių rinkinysx ∈ β[p, w] ir sekos(xn) posekis(xnk

),
konverguojantis įx. Dar kartą remiantis2.60teorema, egzistuoja toksx ∈ X ir posekis
(xnk

), kadxnk
→ x, kai k → ∞. Kadangipnk

·xnk
≤ wnk

kiekvienamk, o skaliariṅe
sandauga yra tolydi funkcija (2.4.7 pratimas), taipnk

·xnk
→ p·x, kai k → ∞. Iš čia ir

išplaukia, kadp·x ≤ w, t. y. x ∈ β[p, w]. Taigi, biudžeto atitiktisβ yra tolydi iš išoṙes
taške(p, w) remiantis4.14teorema.

(c): Tarkime, kadX yra iškila ir (p, w) ≥ 0 yra kainos–turto b ūsena su teigiamu
pradiniu turtuw > 0. Biudžeto atitiktiesβ tolydumą iš vidaus taške(p, w) patikrinsime
remdamiesi (4.9) kriterijumi. Tarkime, kad(pn, wn) → (p, w) ir x ∈ β[p, w], t. y.
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p·x ≤ w. Reikia rasti tokią aiḃesX elementų seką(xn), kadpn·xn ≤ wn kiekvienam
n ir xn → x, kai n → ∞. Pirma tarkime, kadp·x < w. Kadangi skaliariṅe sandauga
yra tolydi funkcija (2.4.7 pratimas), tai egzistuoja toksN ∈ N+, kadpn·x < wn visiems
n ≥ N . Kiekvienamn < N imkime bet kurįxn ∈ β[pn, wn], o kiekvienamn ≥ N
imkimexn := x. Tada atvejup·x < w seka(xn) tenkina trokštamą savybę.

Dabar tarkime, kadp·x = w, t. y. x priklauso biudžeto kraštuiB′(p, w). Kadangi
0 ∈ X ir w > 0, tai 0 ∈ β[p, w]. KadangiX yra iškila, tai visi atkarpos[0, x] :=
{λx : λ ∈ [0, 1]} taškai priklausoX. Kadangi(pn, wn) → (p, w), kai n → ∞, tai
egzistuoja toks numerisN ∈ N+, kad visiemsn ≥ N biudžeto kraštasB′(pn, wn) kerta
tiesę, kurioje guli atkarpa[0, x], vieninteliame taškẽxn ir į tą jos pusę nuo0, kur yrax.
Tegulxn := x̃n, jei x̃n ∈ [0, x], ir xn := x, jei x̃n 6∈ [0, x]. Tadapn·xn ≤ pn·x̃n = wn.
Įrodysime, kadxn → x, kai n →∞.

Iš tikrųjų, kievienamn, xn = λnx kuriam norsλn ∈ [0, 1]. Pakanka įsitikinti,
kadλn → 1, kai n → ∞. Tarkime, kad taip ṅera. Tada egzistuojaλ ∈ [0, 1) ir toks
sekos(λn) posekis(λnk

), kuris konverguoja įλ, kai k → ∞. Kadangi kiekvienam
pakankamai dideliamk

wnk
= pnk

·x̃nk
= pnk

·xnk
= λnk

pnk
·x,

tai peṙeję prie ribos, kaik → ∞, gaunamew = λp·x < p·x = w – prieštara, įrodanti,
kadλn → 1. Teoremos5.3 įrodymas baigtas.

Vartotojo paklausos aibė Vartotojo problema – optimalus pasirinkimas iš biudžeto
aibės – sprendžiama naudojantis3 skyriuje nagriṅetu preferencijos sąryšiu. Taigi toliau
tariama, kad prekių aiḃejeX ⊂ R`

+ yra apibṙežtas racionalusis preferencijos sąryšisº, t.
y. tariama, kad pora(X,º) yra alternatyvų laukas, kuris toliau šiame ir kitame skyriuose
vadinamas prekių lauku. Dažniausiai bus tariama, kad prekių laukas(X,º) yra tolydus.
Remiantis3.14teorema, toks prekių laukas išreiškiamas tolydžiąja naudingumo funkcija
u : X → R.

Tarkime, kad(p, w) ∈ R`+1
+ yra kainos–turto b ūsena. Kaip anksčiau aptarta, varto-

tojas renkasi iš biudžeto aibėsB(p, w), apibṙežtos (5.1) sąryšiu. Prisimenant pasirinki-
mo aiḃesC(B;º) apibṙežimą (3.3) atvejuB = B(p, w) ir sąryšį (3.4), b ūseną(p, w)
atitinkanti vartotojopaklausos aibė(angl. demand set) yra

D(p, w) = C(B(p, w);º) = {x ∈ B(p, w) : (∀ z ∈ B(p, w))[x º z]}.

Jei preferencijaº yra išreiškiama naudingumo funkcijau, tai

D(p, w) = {x ∈ B(p, w) : u(x) ≥ u(z) ∀ z ∈ B(p, w)} (5.2)

=: argmax
{
u(x) : x ∈ B(p, w)

}
.

Sakysime, kadvartotojo optimalaus pasirinkimo problematuri sprendinį kainos–turto
b ūsenoje(p, w) ∈ R`+1

+ , jei paklausos aiḃeD(p, w) yra netuš̌cia.
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Vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi sprendinį esant įvairioms sąlygoms.
Vienas tokių sąlygų rinkinys gaunamas naudojantis išvada:

5.4 išvada. Sakykime, kad vartojimo aibėX ⊂ R`
+ yra kompaktiška, prekių laukas

(X,º) yra tolydus ir(p, w) ∈ R`+1
+ . Tada kainos–turto b ūsenoje(p, w) vartotojo opti-

malaus pasirinkimo iš biudžeto aibėsB(p, w) problema turi bent vieną sprendinį.

Įrodymas.Remiantis5.1teiginiu ir 2.60teorema, biudžeto aibėB := B(p, w) yra kom-
paktiška. Tada galime taikyti3.11teoremą pasirinkimo aibeiC(B;º) = D(p, w), kuri
ir įrodo išvadą.

Pastarąją išvadą galima įrodyti ir kitu b ūdu. Kadangi tolydus prekių laukas išreiškia-
mas tolydžiąja naudingumo funkcija remiantisDebreu teorema (3.14 teorema), o bi-
udžeto aiḃe yra kompaktiška, tai optimalus prekių rinkinys egzistuoja, jei naudingumo
funkcija šioje aiḃeje įgyja maksimumą. Taigi vietoje3.11 teoremos galima naudotis
Weierstrasso teorema (2.65teorema).

Šia Weierstrasso teorema pasinaudosime pagrįsdami kitą išvadą apie optimalaus
pasirinkimo problemos išsprendžiamumą. Skirtingai nuo praeitos išvados, dabar var-
tojimo aiḃe neprivalo b ūti kompaktiška, bet atitinkama kainų sistemą turi sudaryti tik
teigiamieji skaǐciai.

5.5 išvada. Sakykime, kad vartojimo aibėX ⊂ R`
+ yra uždara, prekių laukas(X,º)

yra tolydus,p ∈ R`
++ ir w ≥ 0. Tada kainos–turto b ūsenoje(p, w) vartotojo optimalaus

pasirinkimo iš biudžeto aibėsB(p, w) problema turi bent vieną sprendinį.

Įrodymas.Kadangip > 0, tai, remiantis5.1(c) teiginio antrąja dalimi ir2.60teorema,
B(p, w) yra kompaktiška aiḃe. RemiantisDebreuteorema (3.14teorema), preferencija
išreiškiama tolydžiąja naudingumo funkcija. Todėl, kaip ką tik buvo miṅeta, tolydžioji
funkcija bent vieną maksimumą aibėje B(p, w) įgyja remiantisWeierstrasso teorema
(2.65teorema).

Vartotojo optimalaus pasirinkimo sprendinio vienaties sąlygos gaunamos naudojan-
tis šia išvada:

5.6 išvada.Tarkime, kad vartojimo aibėX ⊂ R`
+ yra iškila ir uždara, o prekių laukas

(X,º) yra tolydus ir iškilas. Kiekvienai kainos–turto b ūsenai(p, w) ∈ R`+1
++ :

(a) paklausos aibėD(p, w) yra netuščia, kompaktiška ir iškila;

(b) jei, be to,(X,º) yra griežtai iškila, tai paklausos aibėD(p, w) turi vienintelį
elementą.

Įrodymas.Remiantis5.1 teiginiu, biudžeto aiḃe B(p, w) yra netuš̌cia, kompaktiška ir
iškila. Kitos išvados gaunamos pritaikius3.20teiginį biudžeto aibeiB = B(p, w).
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5.7 apibrėžtis. Tarkime, kad(p, w) ∈ R`+1
+ yra kainos–turto b ūsena. Sakysime, kad

šią b ūseną atitinkančiai paklausos aibeiD(p, w) galiojaWalraso dėsnis,jei D(p, w) yra
netuš̌cia ir p·x = w kiekvienamx ∈ D(p, w).

Kitaip tariant,Walraso dėsnis galioja, jei pasirinkimas iš biudžeto aibės priklauso
biudžeto kraštui. Prisimindami lokaliojo nepasotinamumo savybę (3.6 apibṙežimas),
turime tokį faktą.

5.8 išvada. Jei prekių laukas(X,º) lokaliai nepasotinamas ir kainos–turto b ūseną
(p, w) ∈ R`+1

+ atitinkanti paklausos aibėD(p, w) yra netuščia, tai jai galioja Walraso
dėsnis.

Įrodymas.Pakanka pasinaudoti3.7(c) teiginiu biudžeto aibeiB = B(p, w) ir pasteḃeti,
kad jos vidiniaiX atžvilgiu taškai sudaro aibę{x ∈ X : p·x < w}.

Walraso paklausos atitiktis Tarkime, kadX ⊂ R`
+ yra vartojimo aiḃe, (X,º) yra

prekių laukas irD ⊂ R`+1
+ yra tokia kainos–turto b ūsenų(p, w) aibė, kurioms vartotojo

optimalaus pasirinkimo problema turi sprendinį, t.y. (5.2) lygybe apibṙežta paklausos
aibėD(p, w) yra netuš̌cia. Tada priskirtis

ϕ : (p, w) 7→ D(p, w) ⊂ X, (p, w) ∈ D, (5.3)

yra atitiktis išR`+1
+ į X su apibṙežimo sritimiA(ϕ) = D, kuri toliau vadinamaWalraso

paklausos atitiktimi. Kaip ir biudžeto atitikties atveju, paprastumo dėlei toliau žyṁesime
elemento(p, w) vaizdąϕ[p, w], o neϕ[(p, w)]. Tuo atveju, kai kiekvienam(p, w) ∈ D
paklausos aibęD(p, w) sudaro vienintelis elementasx = x(p, w), tai funkcijaϕ : D →
X vadinamaWalraso paklausos funkcijasu reikšṁemis

ϕ(p, w) = x ∈ {x} = D(p, w) (5.4)

(žr. komentarus po2.36apibṙežimo).
Nustatysime pagrindinesWalraso paklausos atitikties savybes.

5.9 teiginys. Sakykime, kadX ⊂ R`
+ yra vartojimo aibė ir(X,º) yra prekių laukas.

Walraso paklausos atitikčiaiϕ iš R`+1
+ į X su apibrėžimo sritimiD galioja (a), (b), (c)

ir (d) savybės:

(a) ϕ yra nulinės eilės teigiamai homogeniška;

(b) jei X yra kompaktiška ir(X,º) yra tolydus, taiϕ apibrėžimo sritisD yraR`+1
+ ;

(c) jei laukas(X,º) yra iškilas, taiϕ turi iškilus vaizdus, t. y. aibėϕ[p, w] yra iškila
kiekvienai kainos-turto b ūsenai(p, w) ∈ D;

(d) jei X yra iškila ir uždara, o(X,º) yra tolydus ir griežtai iškilas, taiϕ yra funkcija
išR`+1

++ į X.
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Įrodymas. (a): Remiantis ta pǎcia savybe biudžeto atitikčiai β (žr. 5.3(a) teoremą),
turime lygybes

ϕ[λp, λw] =
{
x ∈ β[λp, λw] : (∀ z ∈ β[λp, λw] )[x º z]

}
= ϕ[p, w]

kiekvienam(p, w) ∈ D ir λ > 0, įrodaňcias nuliṅes eil̇es teigiamo homogeniškumo
savybę atitiǩciai ϕ.

(b): Remiantis5.4 išvada, aiḃe ϕ[p, w] yra netuš̌cia kiekvienai b ūsenai(p, w) ∈
R`+1

+ , ir todėlD = R`+1
+ .

(c): Tegul(p, w) ∈ D, x1, x2 ∈ D(p, w) ir λ ∈ (0, 1). Galime tarti, kadx1 6= x2.
Šių elementų iškilas darinysxλ := λx1+(1−λ)x2 ∈ B(p, w), remiantis5.1(a) teiginiu.
Kadangix1 ∼ x2 dėl 3.7(a) teiginio biudžeto aibeiB = B(p, w), tai remiantis3.18(b)
lemaxλ º x1, ir todėl xλ ∈ D(p, w) preferencijos tranzityvumo dėka.

(d): Remiantis5.6(b) išvada, aiḃeϕ[p, w] turi vienintelį elementą kiekvienai b ūsenai
(p, w) ∈ R`+1

++ . Tai įrodo(d) ir visą teiginį.

Toliau įrodomas svarbiausias faktas apie paklausos atitikties tolydumą iš išorės, kuri-
uo tiesiogiai naudojamasi pusiausvyros egzistavimui įrodyti.

5.10 teorema.Tarkime, kad vartojimo aibėX ⊂ R`
+ yra kompaktiška ir prekių laukas

(X,º) yra tolydus. Walraso paklausos atitiktisϕ iš R`+1
+ į X yra tolydi iš išorės aibėje

R`+1
++ .

Įrodymas.Tegul (p, w) ∈ R`+1
++ . Pasirinkimo aiḃe ϕ[p, w] = D(p, w) yra netuš̌cia

remiantis5.9(b) teiginiu. Išorinio tolydumo savybę taške(p, w) įrodysime taikydami
4.12teoremą. Tarkime, kad seka((pn, wn)) ⊂ R`+1

++ ⊂ A(ϕ),

lim
n→∞(pn, wn) = (p, w) ir xn ∈ D(pn, wn) kiekvienamn. (5.5)

Reikia rastix ∈ D(p, w) ir sekos(xn) posekį (xnk
), konverguojantį įx. Kadangi

D(pn, wn) ⊂ X kiekvienamn ir X yra kompaktas, tai2.60teoremos ḋeka egzistuoja
vektoriusx ∈ X ir į jį konverguojantis posekis(xnk

). Kadangi prekių laukas(X,º)
yra tolydus, tai remiantis3.14 teorema preferencija išreiškiama tolydžia naudingumo
funkcija u. Toḋel pakanka parodyti, kadx ∈ B(p, w) ir u(x) ≥ u(y) kiekvienam
y ∈ B(p, w). Kadangipnk

·xnk
≤ wnk

kiekvienamk ∈ N remiantis (5.5), tai peṙeję prie
ribos kaik →∞, gaunamep·x ≤ w, t. y.x ∈ B(p, w). Kito fakto įrodymui imkime bet
kurį prekių rinkinįy ∈ B(p, w) ir kiekvienamn apibṙežkime skaǐcių

σn :=
wn

max{pn·y, wn} ∈ (0, 1].

Kadangi skaliariṅe daugyba ir maksimumo funkcija yra tolydžios, tai

lim
n→∞σn =

w

max{p·y, w} = 1.
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Todėl kiekvienamn, apibṙežęyn := σny, turime yn ∈ B(pn, wn) ir yn → y, kai
n →∞. Remiantis (5.5) antrąja prielaida gaunameu(xn) ≥ u(yn). Kadangixnk

→ x,
kai k → ∞, tai iš čia išplaukia, kadu(x) ≥ u(y). Toḋel x ∈ D(p, w), ir atitiktis ϕ yra
tolydi iš išoṙes taške(p, w); tai ir reikėjo įrodyti.

Paklausos aibių pavyzdžiai Paprastuose prekių lauko pavyzdžiuose paklausos aibę
galima nustatyti grafiškai ieškant netuščios sankirtos tarp biudžeto aibės ir didžiausią
naudingumo funkcijos reikšmę atitinkančios indiferentiškumo aiḃes. Sakykime, kad
(R2

+,ºu) yra tobulųjų pakaitų prekių laukas, apibrėžtas naudingumo funkcija (3.12),
kurioje parametraia = b = 1. Vartotojo su tokiu prekių lauku optimalaus pasirinkimo
problemos sprendiniai sudaro aibę

D(p, w) =




{(w/p1, 0)}, kai p2 > p1,
{x ∈ R2

+ : p·x = w}, kai p2 = p1,
{(0, w/p2)}, kai p2 < p1,

(5.6)

kiekvienai kainos–turto b ūsenai(p, w) = (p1, p2, w) > 0. Matome, kad ši optimalaus
pasirinkimo problema visada turi sprendinį. Tačiau sprendinys ṅera vienintelis, kai
abiejų prekių kainos yra lygios. Tai neprieštarauja5.6(b) išvadai, kadangi tobulųjų
pakaitalų prekių laukas nėra griežtai iškilas. Paklausos aibė (5.6) rodo, kad bus pasirink-
ta ta prek̇e, kurios kaina yra mažesnė. Jei abiejų prekių kainos vienodos, tai optimalus
pasirinkimas yra biudžeto kraštas.

Kitas pavyzdys. Sakykime, kad(R2
+,ºu) yra tobulųjų papildinių prekių laukas,

apibṙežtas naudingumo funkcija (3.13), kurioje parametraia = b = 1. Vartotojo su tokiu
prekių lauku optimalaus pasirinkimo problemos sprendiniai sudaro vieno elemento aibę

D(p, w) = {(w/(p1 + p2), w/(p1 + p2))} (5.7)

kiekvienai kainos–turto b ūsenai(p, w) = (p1, p2, w) > 0. Pagal šį pasirinkimą abi
prek̇es vartojamos kartu, ir todėl vartotojas išleistų visus savo pinigus prekių poroms,
kurių kaina yrap1 + p2.

Šiais dviem atvejais vartotojo optimalaus pasirinkimo problemos sprendimas yra pa-
prastas. Kai kuriais kitais atvejais naudinga pasinaudoti funkcijų ekstremumų paieškos
metodais.

Cobbo–Douglaso prekių laukas Tarkime, kad(R2
+,ºu) yra prekių laukas, išreiškia-

mas naudingumo funkcijau su reikšṁemis

u(x) = xε
1x

1−ε
2 , x = (x1, x2) ∈ R2

+, 0 < ε < 1,

t. y. laukas, išreiškiamas (3.9) funkcija, kai ` = 2 ir α1 = 1 − α2 = ε. Tegul
p = (p1, p2) > 0 ir w > 0. Atvejis w = 0 yra trivialus ir toliau nenagriṅejamas.
KadangiCobbo–Douglaso prekių laukas yra tolydus, tai remiantis5.5 išvadaWalraso
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paklausos aiḃeD(p, w) yra netuš̌cia. Remiantis5.6 išvada, aibęD(p, w) sudaro vienin-
telis elementas, kadangi(R2

++,ºu) laukas yra griežtai iškilas pagal3.3.4 pratimą. Be to,
tame pǎciame pratime buvo įsitikinta, kad šis laukas yra lokaliai nepasotinamas ir todėl,
remiantis5.9(b) teiginiu, vienintelis vartotojo problemos sprendinys guli ant biudžeto
krašto (Walraso dėsnis).

Visos šiosCobbo–Douglaso prekių lauko savyḃes rodo, kad vienintelis vartotojo
problemos sprendinysz = (z1, z2) yra aiḃes

{z} = D(p1, p2, w) = argmax
{
u(x1, x2) : p1x1 + p2x2 = w, (x1, x2) ≥ 0

}
(5.8)

vienintelis elementasz ir z ∈ R2
++. Šio elemento radimas paprastai formuluojamas

kaip sąlyginio esktremumo paieškos uždavinys, kurio sprendimui naudosimeLagrangeo
daugiklių metodą.

Suformuluosime2.118teoremą, kuria remiasiLagrangeo daugiklų metodas, atveju,
kai d = 2 ir m = 1. Šiuo atveju apribojimų aibęMg sudaraňcių funkcijų gradientų
tiesinio nepriklausomumo sąlyga yra ekvivalenti tam, kad vienintelis gradientas nelygus
nuliui, ir todėl gauname:

5.11 išvada.Sakykime, kadf, g : R2
++ → R yra tolydžiai diferencijuojamos funkcijos.

Tarkime, kad funkcijosf ekstremumas yra tokiame taškez ∈ Mg = {x ∈ R2
++ : g(x) =

0}, kuriame∇g(z) 6= 0. Tada egzistuoja toks realusis skaičiusλ, kad

∇f(z) = λ∇g(z).

Šiuo teiginiu randamas skaičius λ, vadinamasLagrangeo daugikliu. Lagrangeo
daugiklio metodas reiškia (2.76) lygčių sistemos sprendimą, kuri šiuo atveju virsta lygčių
sistema 




D1L(z, λ) = D1f(z)− λD1g(z) = 0,
D2L(z, λ) = D2f(z)− λD2g(z) = 0,
D3L(z, λ) = −g(z) = 0,

(5.9)

kur Lλ(z) ≡ L(z, λ) = f(z)− λg(z) ir z = (z1, z2). Išsprendę sistemą atžvilgiuz1, z2

ir λ, gauname ekstremumo taško koordinates.
Sprendžiant vartotojo problemą (5.8), tegulf := u : R2

++ → R ir g(x) := p1x1 +
p2x2 − w, x = (x1, x2) ∈ R2

++. Tada (5.9) lygčių sistema įgyja pavidalą:

{
(ε/z1, (1− ε)/z2) = λ(p1, p2),
p1z1 + p2z2 = w.

Išsprendę šią sistemą kintamųjųz1, z2 ir λ atžvilgiu, gauname lokaliojo ekstremumo
tašką

x∗ = (x∗1, x
∗
2) =

(
εw

p1
,
(1− ε)w

p2

)
. (5.10)
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Norėdami nustatyti ekstremumo tipą, remsimės2.119teorema ir2.125teorema, kai
d = 2 ir m = 1. Be to,2.125teoremoje naudosiṁes matricomis

A = HLλ(x∗) =
[
D1D1Lλ(x∗) D1D2Lλ(x∗)
D2D1Lλ(x∗) D2D2Lλ(x∗)

]

ir
B = Jg(x∗) =

[
D1g(x∗), D2g(x∗)

]
.

Iš jų gauname (2.78) lygybe apibṙežtą apribotąją Hesse’s matricą

C3 =




0 D1g(x∗) D2g(x∗)
D1g(x∗) D1D1Lλ(x∗) D1D2Lλ(x∗)
D2g(x∗) D2D1Lλ(x∗) D2D2Lλ(x∗)


 . (5.11)

Naudodamiesi šiomis matricomis,2.119ir 2.125teoremomis gauname:

5.12 išvada.Sakykime, kadf, g : R2
++ 7→ R yra tolydžiai diferencijuojamos funkcijos.

Tarkime, kadx∗ ∈ Mg = {x ∈ R2
++ : g(x) = 0} ir λ ∈ R yra tokie, kad∇Lλ(x∗) = 0.

Tadax∗ yra funkcijosf

(a) lokalusis minimumas aibėjeMg, jei detC3 < 0;

(b) lokalusis maksimumas aibėjeMg, jei det C3 > 0,

kur C3 yra apribotoji Hesse’s matrica(5.11).

Pritaikysime šį kriterijų spręsdami vartotojo problemą (5.8), kuriojef = u : R2
++ →

R ir g(x) = p1x1 + p2x2 − w, x = (x1, x2) ∈ R2
++. Ekstremumo taškex∗ su koordi-

naṫemis (5.10) apribotoji Hesse’s matrica yra

C3 =




0 p1 p2

p1 −p2
1/(εw2) 0

p2 0 −p2
2/((1− ε)w2)


 .

Kadangi jo determinantas detC3 = p2
1p

2
2/(ε(1 − ε)w2) > 0, tai (5.10) yra naudingumo

funkcijos u maksimumo taškas ant biudžeto krašto. Be to,R3
++ aibėje yra apibṙežta

Walraso paklausos funkcijaϕ, visiems(p1, p2, w) > 0 įgyjanti reikšmęϕ(p1, p2, w) =
x∗ = x∗(p1, p2, w).

Pratimai

1. Tarkime, kad(R2
+,º) yra prekių laukas, apibrėžtas CES naudingumo funkcija

(3.16). RastiWalraso paklausos funkciją. Apskaičiuoti gautos funkcijos ribą, kai
ρ → 0. Atsakymas: kiekvienam(p1, p2, w) ∈ R3

++ ir 0 < ρ < 1 reikšṁeϕ(p, w)
yra lygi

{( a

p1

)1/(1−ρ)
,
( b

p2

)1/(1−ρ)} w

p1

(
a/p1

)1/(1−ρ) + p2

(
b/p2

)1/(1−ρ)
.
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5.2 Išlaidų minimizavimo problema

Šiame skyrelyje parodoma, kad vartotojo optimalaus pasirinkimo problemą galima na-
grinėti kitu b ūdu – minimizuojant vartotojo išlaidas. Tarkime, kad vartotojo aibėje X
apibṙežta naudingumo funkcijau : X → R. Matysime, kad teiginiai:

x∗ minimizuoja aiḃeje{x ∈ X : u(x) ≥ u(x∗)} išlaidas kainosp atžvilgiu ir

x∗ maksimizuoja aiḃeje{x ∈ X : p·x ≤ p·x∗} gėrybes naudingumou atžvilgiu

yra dual ūs.

Netiesioginio naudingumo funkcija Kaip ir ankšciau, tarkime, kad vartojimo aibė
X ⊂ R`

+ ir (X,º) yra prekių laukas, išreiškiamas naudingumo funkcijau. Duotai
kainos–turto b ūsenai(p, w) ∈ R`+1

+ gėryḃe x ∈ ϕ[p, w] tada ir tik tada, kaiu(x) ≥
u(y) visoms ġeryḃemsy ∈ B(p, w). Taigi naudingumo funkcijosu maksimali biudžeto
aibėje reikšṁe ġerybių naudingumą išreiškia priklausomai nuo kainos–turto b ūsenos, t.
y. netiesiogiai.

5.13 apibrėžtis. Sakykime, kadX ⊂ R`
+ yra vartojimo aiḃe, (X,º) yra prekių laukas,

išreiškiamas naudingumo funkcijau, ir vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi
sprendinį aiḃejeD ⊂ R`+1

+ . Funkcijav : D → R, apibṙežta reikšṁemis

D 3 (p, w) 7→ v(p, w) := max{u(x) : x ∈ B(p, w)},

vadinamanetiesiogine naudingumo funkcija(angl. indirect utility function).

Netiesiogiṅe naudingumo funkcija yra apibrėžta aiḃejeD, jei šioje aiḃeje yra api-
brėžtaWalraso paklausos atitiktisϕ, ir priklauso nuo naudingumo funkcijosu. Remi-
antis3.7(a) teiginiu,u(x1) = u(x2), jei x1, x2 ∈ ϕ[p, w], (p, w) ∈ D. Toḋel v(p, w) =
u(ϕ[p, w]) visiems(p, w) ∈ D, t. y. netiesiogiṅe naudingumo funkcijav yra Walraso
paklausos atitiktiesϕ ir naudingumo funkcijosu kompozicija, arbav = u◦ϕ. Remi-
antis5.5išvada galima nurodyti tokias pakankamas netiesioginės naudingumo funkcijos
apibṙežtumo aiḃejeR`+1

++ sąlygas.

5.14 išvada.Jei vartojimo aibėX ⊂ R`
+ yra uždara ir prekių laukas(X,º) yra tolydus,

tai netiesioginė naudingumo funkcijav yra apibrėžta aibėjeR`+1
++ .

Toliau įrodoma keletas netiesioginio naudingumo funkcijos savybių.

5.15 teorema.Sakykime, kad vartojimo aibėX ⊂ R`
+ yra iškilasis kompaktas, o prekių

laukas(X,º) yra lokaliai nepasotinamas ir išreiškiamas tolydžiąja naudingumo funkci-
ja u. AibėjeR`+1

++ apibrėžta netiesioginė naudingumo funkcijav = u◦D yra:

(a) nedidėjanti koordinatėsph > 0 atžvilgiu ir nemažėjanti koordinatėsw > 0 atžvil-
giu;
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(b) nulinės eilės teigiamai homogeninė;

(c) tolydi;

(d) kvazi–iškila(2.104(a) apibrėžimas).

Įrodymas. (a) ir (b) savybių įrodymai paliekami skaitytojui kaip pratimai. Įrodysime
savybę(c). Remiantis5.10 teorema, atitiktisϕ yra tolydi iš išoṙes aiḃeje R`+1

++ . Jei
ϕ yra funkcija, taiv yra tolydi kaip tolydžiųjų funkcijų kompozicija (2.4.10 pratimas).
Jei ne, tarkime, kad(p, w) > 0, c := v(p, w) ir U yra atviroji c aplinka. Kadangiu
tolydi, tai kiekvienamx ∈ ϕ[p, w] ⊂ X egzistuoja tokia atvirojix aplinkaVx ⊂ X,
kadu[Vx] ⊂ U (2.4.9 pratimas). Aiḃe V := ∪{Vx : x ∈ ϕ(p, w)} yra atvira (2.53(b)
teiginys),ϕ[p, w] ⊂ V ir u[V ] ⊂ U . Remiantisϕ tolydumu iš išoṙes egzistuoja tokia
(p, w) aplinkaW , kad ϕ[W ] ⊂ V , ir todėl v[W ] ⊂ u[V ] ⊂ U . Iš čia išplaukiav
tolydumas taške(p, w).

Savybei(d) įrodyti taikysime2.105(d) teiginį, kuriuo remiantis pakanka parodyti,
kad kiekvienamc ∈ R aibė Kc := {(p, w) ∈ R`+1

++ : v(p, w) ≤ c} yra iškila. Tegul
c ∈ R, (p′, w′), (p′′, w′′) ∈ Kc, λ ∈ (0, 1) ir (p, w) := λ(p′, w′) + (1 − λ)(p′′, w′′).
Įrodysime, kadu(x) ≤ c bet kuriamx ∈ B(p, w). Tegulx ∈ B(p, w). Tada

λp′·x + (1− λ)p′′·x = p·x ≤ w = λw′ + (1− λ)w′′.

Palyginę kairę ir dešinę šios nelygybės puses, galime teigti, kad arbap′·x ≤ w′, arba
p′′·x ≤ w′′ (arba abu kartu). Pirmu atvejuu(x) ≤ v(p′, w′) ≤ c, antru atvejuu(x) ≤
v(p′′, w′′) ≤ c. Taigi u(x) ≤ c bet kuriamx ∈ B(p, w); tai ir reikėjo įrodyti.

Išlaidų funkcija Sakykime, kadX ⊂ R`
+ yra vartojimo aiḃe ir u : X → R yra

naudingumo funkcija. Priminsime, kad0 ∈ X. Bet kuriemsp ∈ R`
++ ir c ≥ u(0)

tegul

E(p, c) := {x ∈ X : p·x ≤ p·z ∀ z ∈ u−1[[c,∞)]} (5.12)

=: argmin
{
p·x : x ∈ X, u(x) ≥ c

}
.

Sakysime, kadišlaidų minimizavimo problema(angl. expenditure minimization prob-
lem) turi sprendinį kainos–naudingumo lygiui(p, c), jei aiḃe E(p, c) yra netuš̌cia. Jei
išlaidų minimizavimo problema turi sprendinįx∗ ∈ E(p, c) kiekvienam(p, c) ∈ D ⊂
R`

++× [u(0),∞), tai sakysime, kad srityjeD apibṙežtaišlaidų funkcijae su reikšṁemis

e(p, c) := p·x∗ = inf{p·x : x ∈ X, u(x) ≥ c}. (5.13)

5.16 teiginys. Sakykime, kad vartojimo aibėX ⊂ R`
+ uždara, naudingumo funkcija

u : X → R tolydi ir (p, c) ∈ R`
++ × [u(0),∞). Išlaidų minimizavimo problema turi

sprendinį kainos–naudingumo lygiui(p, c), jei egzistuoja toks gėrybių rinkinysx0 ∈ X,
kadu(x0) ≥ c.
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Įrodymas.Jei sprendinys egzistuoja, tai jis priklauso aibeiK := {x ∈ X : p·x ≤ p·x0},
kuri yra kompaktiška. Aiḃe E(p, c) yra uždaras kompaktiškos aibėsK poaibis ir toḋel
pati yra kompaktiška aiḃe 2.61lemos ḋeka. Kadangix 7→ p·x, x ∈ E(p, c), yra tolydi,
tai ji savo apibṙežimo srityje igyja minimalią reikšmę remiantisWeierstrasso teorema
(2.65teorema); tai ir reik̇ejo įrodyti.

Jei naudingumo funkcijau : X → R yra neapṙežta, tai pastarojo teiginio sąlyga apie
gėrybių rinkiniox0 egzistavimą visada išpildyta. Taigi tokioms naudingumo funkcijoms,
išlaidų minimizavimo problema turi sprendinį kiekvienam kainos–naudingumo lygiui.

Vartotojo optimalaus pasirinkimo ir išlaidų minimizavimo problemų sprendiniai yra
dual ūs toliau formuluojama prasme.

5.17 teorema.Sakykime, kadX ⊂ R`
+ yra iškiloji vartojimo aibė,(X,º) yra lokaliai

nepasotinamas prekių laukas, išreiškiamas tolydžiąja naudingumo funkcijau : X → R
ir p > 0.

(a) Jeix∗ ∈ D(p, w) kuriam norsw > 0, tai x∗ ∈ E(p, u(x∗)). Be to,e(p, u(x∗)) =
w.

(b) Jeix∗ ∈ E(p, c) kuriam norsc > u(0), tai x∗ ∈ D(p, p·x∗). Be to,u(x∗) = c.

Įrodymas. (a): Tegul w > 0 ir x∗ ∈ D(p, w). Pakanka parodyti, kadp·x∗ ≤ p·x
visiems tiemsx ∈ X, kuriemsu(x) ≥ u(x∗). Jei taip ṅera, tai egzistuoja toksx′ ∈ X,
kadu(x′) ≥ u(x∗) ir p·x′ < p·x∗ ≤ w. Remiantis(X,º) lokaliuoju nepasotinamumu,
galima rasti tokįx′′ ∈ X, kadu(x′′) > u(x′) ≥ u(x∗) ir p·x′′ < w. Tai reiškia, jog
egzistuoja tokia ġeryḃex′′ ∈ X, kadx′′ ∈ B(p, w) ir u(x′′) > u(x∗), o tai prieštarauja
tam, kadx∗ ∈ D(p, w) (3.7(b) teiginys). Ši prieštara įrodo pirmąją(a) dalį. Antroji dalis
yra Walraso dėsnisp·x∗ = w, kuris galioja5.8 išvados ḋeka, nes(X,º) yra lokaliai
nepasotinamas prekių laukas.

(b): Tegulc > u(0) ir x∗ ∈ E(p, c). Kadangiu(x∗) ≥ c > u(0), tai x∗ 6= 0 ir todėl
p·x∗ > 0. Pakanka įrodyti, kadu(x∗) ≥ u(x) kiekvienamx ∈ B(p, p·x∗). Jei taip ṅera,
tai galima rasti tokįx′ ∈ B(p, p·x∗), kadu(x′) > u(x∗). KadangiX iškila ir 0 ∈ X, tai
λx′ ∈ X kiekvienamλ ∈ (0, 1). Pȧemęλ pakankamai arti1, gauname tokįx′′ := λx′,
kadp·x′′ < p·x∗ ir u(x′′) > u(x∗) ≥ c – prieštara tam, kadx∗ yra naudingumo lygįc
atitinkaňcios išlaidų minimizavimo problemos sprendinys. Ši prieštara įrodo pirmą(b)
dalį. Remiantis antra dalimi, jeiu(x∗) > c, tai pȧemęλ pakankamai arti1, gautume
u(λx∗) > c ir p·(λx∗) < p·x∗ – prieštara, įrodanti teiginį.

5.17teorema leidžia nustatyti tokius sąryšius tarp išlaidų funkcijose ir netiesioginio
naudingumo funkcijosv (5.13apibṙežimas): bet kuriemsp > 0, w > 0 ir c > u(0)

e(p, v(p, w)) = w ir v(p, e(p, c)) = c. (5.14)

Iš tikrųjų, pirmasis sąryšis išplaukia iš(a) savyḃes antros dalies bei to, kadu(x∗) =
v(p, w). Tuo tarpu antrasis sąryšis išplaukia iš(b) savyḃes antros dalies, nesc =



186 5 Skyrius. Mainų rinka

u(x∗) = v(p, p·x∗) ir p·x∗ = e(p, c). Be kita ko, (5.14) sąryšiai reiškia, kad fiksuo-
tamp > 0, e(p, ·) ir v(p, ·) yra atvirkštiṅes viena kitai funkcijos.

Toliau įrodoma keletas išlaidų funkcijos savybių.

5.18 teorema.Sakykime, kadX ⊂ R`
+ yra iškila ir uždara vartojimo aibė, o lokaliai

nepasotinamas prekių laukas(X,º) yra išreiškiamas tolydžia ir neaprėžta naudingumo
funkcijau : X → R. Tada išlaidų funkcijae yra apibrėžta srityjeR`

++ × [u(0),∞), ir
jai galioja savybės:

(a) e yra pirmosios eilės teigiamai homogeninė funkcija atžvilgiup;

(b) e didėja koordinatėsc atžvilgiu ir nemažėja koordinatėsph atžvilgiu;

(c) e įgaubtap atžvilgiu, t. y. kiekvienamc ≥ u(0),

e(λp′ + (1− λ)p′′, c) ≥ λe(p′, c) + (1− λ)e(p′′, c),

jei p′, p′′ > 0 ir λ ∈ (0, 1);

(d) e tolydi.

Įrodymas.Funkcijae apibṙežta nurodytoje srityje5.16 teiginio ḋeka, nes naudingumo
funkcijau yra neapṙežta.

(a): Tarkime, kadp > 0, c ≥ u(0) ir λ > 0. Kadangiλp > 0, tai E(λp, c) yra
netuš̌cia aiḃe. Tegulx∗ ∈ E(λp, c), t. y. u(x∗) ≥ c, e(λp, c) = (λp)·x∗ ≤ (λp)·x
visiems tiemsx ∈ X, kuriemsu(x) ≥ c. Suprastinę išλ gauname, kadp·x∗ ≤ p·x
visiems tiemsx ∈ X, kuriemsu(x) ≥ c. Taigi p·x∗ ≤ e(p, c). Pastarojoje nelygyḃeje
≤ galima pakeisti= nesu(x∗) ≥ c. Gautą lygybę padauginę išλ gaunamee(λp, c) =
λe(p, c), t. y. galioja savyḃe (a).

(b): Pirma, reikia parodyti, kad kiekvienamp > 0, e(p, c′) < e(p, c′′), jei c′ < c′′.
Tarkime priešingai, kad egzistuoja tokiep > 0 ir c′ < c′′, kade(p, c′) ≥ e(p, c′′). Tegul
x′ ∈ E(p, c′) ir x′′ ∈ E(p, c′′). Kiekvienamλ ∈ (0, 1) tegul xλ := λx′′. Kadangi
c′′ > c′ ir p·x′ ≥ p·x′′ pagal prielaidą, taiλ esant pakankamai arti1, u(xλ) > c′

ir p·x′ > p·xλ – prieštara tam, kadx′ ∈ E(p, c′). Tai įrodo pirmą savyḃes (b) dalį.
Remiantis antra dalimi tarkime, kadc ≥ u(0), p′h < p′′h, p′l = p′′l kiekvienaml 6= h ir
x′ ∈ E(p′, c′). Tada visiems tokiemsx ∈ X, kadu(x) ≥ c, p′·x′ ≤ p′·x ≤ p′′·x, t. y.
p′·x′ yra aiḃes{p′′·x : x ∈ X, u(x) ≥ c} apatinis ṙežis. Toḋel e(p′, c) ≤ e(p′′, c).

(c): Tarkime, kadc ≥ u(0), p′, p′′ > 0, pλ := λp′ + (1 − λ)p′′ > 0 kuriam nors
λ ∈ (0, 1), o xλ ∈ E(pλ, c). Tadau(xλ) ≥ c ir

e(pλ, c) = pλ·xλ = λp′·xλ + (1− λ)p′′·xλ ≥ λe(p′, c) + (1− λ)e(p′′, c),

t. y. galioja savyḃe (c).
(d): Tarkime priešingai, kad(pn, cn) → (p, c), bet e(pn, cn) 6→ e(p, c) kai n →

∞. Remiantis jau įrodytu teiginiu(b), seka(e(pn, cn)) yra apṙežta. Toḋel egzistuoja
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konverguojantis jos posekis. Tarkime, kad pati seka konverguoja, t. y. kuriam norsa ∈ R,
e(pn, cn) → a, kai n → ∞. Tada arbaa < e(p, c), arbaa > e(p, c). Tarkime, kad
turime pirmą atvejį (antru atveju įrodymas simetriškas). Remiantis (5.14) ir v tolydumu
(5.15(c) teorema),cn = v(pn, e(pn, cn)) → v(p, a) ir, pagal prielaidą,cn → c =
v(p, e(p, c)) kai n →∞. Toḋel v(p, a) = v(p, e(p, c)), arba, naudojantisv apibṙežimu,

u(ϕ[p, a]) = u(ϕ[p, e(p, c)]). (5.15)

Tarkime, kadx ∈ ϕ[p, a] ir y ∈ ϕ[p, e(p, c)]. RemiantisWalraso dėsniu ir prielai-
da, p·x = a < e(p, c) = p·y. Egzistuoja tokiax aplinka U , kad visiemsz ∈ U ,
p·z < e(p, c), t. y. U ⊂ B(p, e(p, c)). Remiantis lokaliuoju nepasotinamumu, randame
tokį z ∈ B(p, e(p, c)), kuriamu(z) > u(x) = u(y) dėka (5.15), o tai prieštaraujay
optimalumui. Teoremos įrodymas baigtas.

Hickso paklausos atitiktis Tarkime, kadX ⊂ R`
+ yra vartojimo aiḃe,u : X → R yra

naudingumo funkcija irD ⊂ R`
+ × [u(0),∞) yra tokia kainos–naudingumo lygių(p, c)

aibė, kurioms išlaidų minimizavimo problema turi sprendinį, t. y. (5.12) aibėE(p, c) yra
netuš̌cia. Tada priskirtis

ψ : (p, c) 7→ E(p, c) ⊂ X, (p, c) ∈ D,

yra atitiktis išR`
++ × [u(0),∞) į X su apibṙežimo sritimiD, kuri toliau vadinama

Hickso2 (kompensuotos)paklausos atititiktimi(angl. Hicksian compensated demand
correspondence). Kaip ir anksčiau panašiais atvejais (žr.Walraso paklausos atitiktis
(5.3)), elemento(p, c) vaizdą žyṁesimeψ[p, c] vietojeψ[(p, c)]. Jei (5.12) aibėsE(p, c),
sudarytos iš vieno elementox = x(p, c), visiems(p, c) ∈ D, tai funkcijaψ : D → X su
reikšṁemisψ(p, c) = x ∈ {x} = E(p, c) vadinamaHickso paklausos funkcija.

PagalHickso paklausos atitikties apibrėžimą, kiekvienamx ∈ ψ[p, c], p·x = e(p, c).
Jeiψ yraHickso paklausos funkcija, tai pastarasis sąryšis išreiškiamas lygybe

e(p, c) = p·ψ(p, c) (5.16)

kiekvienam(p, c) ∈ D.
Netrukus pamatysime, kadHickso paklausos atitiktis yra dualiWalraso paklausos

atitikčiai su panašiomis savybėmis. Pavyzdžiui,Walraso dėsnis, teigiantis, kad pasirink-
tis iš biudžeto aiḃes priklauso biudžeto kraštui, turi analogąHickso paklausos atitiǩciai.

5.19 apibrėžtis. Tarkime, kad(p, c) ∈ R`
+ × [u(0),∞) yra kainos–naudingumo lygis.

Sakysime, kad šį lygį atitinkančiai aibeiE(p, c) galiojabeperteklinis naudingumas,jei
ji yra netuš̌cia ir u(x) = c kiekvienamx ∈ E(p, c). Jeiψ yra Hickso paklausos atitik-
tis, apibṙežta srityjeD, ir ši savyḃe galioja visiems pasirinktims išψ[p, c] kiekvienam
(p, c) ∈ D, tai sakoma, kadHickso paklausos atitiǩciai galiojabeperteklinio naudingu-
mo savybė.

2John Richard Hicks – Džonas Hiksas (1904–1989), anglų ekonomistas, Nobelio premijos laureatas.
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Toliau įrodoma keletasHickso paklausos atitikties savybių.

5.20 teorema.Sakykime, kadX ⊂ R`
+ yra iškila ir uždara vartojimo aibė, o lokaliai

nepasotinamas prekių laukas(X,º) yra išreiškiamas tolydžia ir neaprėžta naudingu-
mo funkcijau : X → R. Hickso paklausos atitiktisψ apibrėžta srityjeD = R`

++ ×
[u(0),∞) ir galioja savybės:

(a) ψ yra nulinės eilės teigiamai homogeninė atitiktis kainosp atžvilgiu;

(b) beperteklinis naudingumas: kiekvienam(p, c) ∈ D ir x∗ ∈ ψ[p, c], u(x∗) = c;

(c) ψ[p, c] yra iškila kiekvienam(p, c) ∈ D, jei laukas(X,º) yra iškilas;

(d) ψ yra funkcija, jei laukas(X,º) yra griežtai iškilas.

Įrodymas. Hickso paklausos atitiktisψ apibṙežtumas srityjeD galioja atsižvelgiant į
5.16teiginį, nes naudingumo funkcijau yra neapṙežta.

(a): Tegul p > 0, c ≥ u(0) ir λ > 0. Kadangie(λp, c) = λe(p, c) remiantis
5.18teoremos(a) teiginiu, jeix ∈ ψ[λp, c] tai (λp) · x = e(λp, c) = λe(p, c), ir todėl
p·x = e(p, c), t. y. x ∈ ψ[p, c], nesu(x) ≥ c. Taigi ψ[λp, c] ⊂ ψ[p, c]. Lygiai taip pat
gaunameψ[p, c] ⊂ ψ[λp, c]. Tai reiškia, kadψ[λp, c] = ψ[p, c].

(b): Tegul p ∈ R`
++ ir c = u(0). Tadax∗ = 0 ∈ ψ[p, c]. Jeix ∈ R`

+ ir x 6= 0,
tai p·x > 0 = p·x∗. Tai reiškia, kadψ[p, c] turi vienintelį elementą0, ir todėl šiai
aibei galioja beperteklinis naudingumas. Tegul(p, c) ∈ D, c > u(0) ir x∗ ∈ ψ[p, c].
Tadax∗ 6= 0. Jeiu(x∗) > c, tai pȧemęλ pakankamai arti1 gaunameu(λx∗) > c ir
p·(λx∗) < p·x∗ – prieštara, įrodanti, kadu(x∗) = c.

(c): Tarkime, kad(X,º) yra iškilas laukas. Tegul(p, c) ∈ D, x′, x′′ ∈ ψ[p, c],
x′ 6= x′′ ir x := λx′ + (1 − λ)x′′ kuriam norsλ ∈ (0, 1). Remiantis3.19(a) teiginiu,
u yra kvazi–įgaubta funkcija ir toḋel u(x) ≥ min{u(x′), u(x′′)} ≥ c. Be to,p·x =
λp·x′ + (1 − λ)p·x′′ ≤ p·y visiems tiemsy ∈ X, kuriemsu(y) ≥ c. Iš čia išplaukia
x ∈ ψ[p, c].

(d): Dabar tarkime, kad(X,º) yra griežtai iškilas laukas. Tarkime, kad egzistuoja
tokie (p, c) ∈ D ir x′, x′′ ∈ ψ[p, c], kad x′ 6= x′′. Naudodamiesi praeito paragrafo
žymėjimais ir argumentais gauname, kadx ∈ ψ[p, c] ir u(x) > c remiantis prekių lauko
griežtu iškilumu. Tada pȧemęλ pakankamai arti1, gaunameu(λx) > c ir p·(λx) < p·x.
Tai prieštaraujax minimalumui ir toḋel x′ = x′′ = ψ(p, c); tai ir reikėjo įrodyti.

5.17teorema leidžia susietiHickso paklausos atitiktįψ ir Walraso paklausos atitiktį
ϕ, apibṙežtą (5.3) priskirtimi, tokiais sąryšiais: bet kuriemsp > 0, w > 0 ir c > u(0),

ψ[p, c] = ϕ[p, e(p, c)] ir ϕ[p, w] = ψ[p, v(p, w)]. (5.17)

Iš tikrųjų, remiantis5.17teoremos(a) savybe, jeix∗ ∈ ϕ[p, w], tai x∗ ∈ ψ[p, u(x∗)] ir
w = e(p, u(x∗)). Kadangiu(x∗) = v(p, w), tai

ϕ[p, w] ⊂ ψ[p, v(p, w)] ir ϕ[p, e(p, u(x∗))] ⊂ ψ[p, u(x∗)].
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Remiantis tos pǎcios teoremos(b) savybe jeix∗ ∈ ψ[p, c], tai x∗ ∈ ϕ[p, p·x∗] ir c =
u(x∗) = v(p, p·x∗). Kadangip·x∗ = e(p, c), tai

ψ[p, c] ⊂ ϕ[p, e(p, c)] ir ψ[p, v(p, p·x∗)] ⊂ ϕ[p, p·x∗].
Dar kartą remiantis abiejų savybių antromis dalimis,p·x∗ = w ir u(x∗) = c. Iš čia
išplaukia (5.17) sąryšiai.

Pirmas iš (5.17) sąryšių paaiškina terminąHickso kompensuotojipaklausos atitiktis.
Kintant kainaip ir esant fiksuotam naudingumo lygmeniuic, ψ[p, c] išreiškia paklausą
ϕ, atitinkaňcią pasikeitusią vartotojo turto vertę išw į e(p, c). Pereinant nuo kainosp
prie kainosp′, Hickso turto kompensacija vadinamas pokytis∆w = e(p′, c) − w. Tai-
gi, keičiantis kainai,Hickso kompensuotoji paklausos atitiktis išlaiko pastovų vartotojo
naudingumo lygmenįc, tuo tarpuWalraso paklausos atitiktis išlaiko pastovią vartotojo
turto vertęw.

Gauti (5.14) ir (5.17) sąryšiai taikomi kitame skyrelyje, nagrinėjant vartotojo pak-
lausos ḋesnius.

Pratimai

1. Tarkime, kad(R2
+,º) yra prekių laukas, apibrėžtas CES naudingumo funkcija

(3.16). Rasti netiesioginio naudingumo funkciją.

2. Įrodyti 5.15Teoremos(a) ir (b) savybes.

3. NaudojantisLagrangeo daugiklių metodu charakterizuoti aibėsE(p, c), p ∈ R2
++,

c ≥ u(0) beperteklinio naudingumo elementus. Nuoroda: naudotisLagrangeo
funkcijaL(x, λ) := p·x− λ(u(x)− c), x = (x1, x2).

4. Cobbo–Douglaso naudingumo funkcijos (3.15) atveju rastiHickso funkcijąψ ir
išlaidų funkcijąe. Atsakymas: pažyṁejusK :=

[
ε−ε(1− ε)ε−1

]
,

ψ(p, c) = cK

{
ε

[
p2

p1

]1−ε

, (1− ε)
[
p1

p2

]ε
}

ir e(p, c) = Kpε
1p

1−ε
2 c. (5.18)

5. CES naudingumo funkcijos (3.16) atveju rastiHickso funkcijąψ ir išlaidų funkciją
e. Atsakymas:

ψ(p, c) =

{
p

1
ρ−1

1

[
p

ρ
ρ−1

1 + p
ρ

ρ−1

2

]− 1
ρ

c, p
1

ρ−1

2

[
p

ρ
ρ−1

1 + p
ρ

ρ−1

2

]− 1
ρ

c

}
.

6. Sakykime, kad(R2
+,º) yra prekių laukas, apibrėžtas naudingumo funkcija

u(x) = x1 + x2, x = (x1, x2) ∈ R2
+.

Rasti atitinkamąHickso paklausos atitiktįψ ir išlaidų funkcijąe.
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7. Sakykime, kad vartotojo netiesioginė naudingumo funkcija yra

v(p, w) =
w

min{p1, p2} , p = (p1, p2) > 0 ir w > 0.

Rasti išlaidų funkcijąe. Kokia yra šio vartotojo naudingumo funkcija?

8. Sakykime, kad(R2
+,º) yra prekių laukas, apibrėžtas naudingumo funkcija

u(x) = min{x1, x2}, x = (x1, x2) ∈ R2
+.

Rasti atitinkamąHickso paklausos atitiktįψ ir išlaidų funkcijąe.

9. Sakykime, kad vartotojo netiesioginė naudingumo funkcija yra

v(p, w) =
w

p1 + p2
, p = (p1, p2) > 0 ir w > 0.

Rasti išlaidų funkcijąe. Kokia yra šio vartotojo naudingumo funkcija?

5.3 Vartotojo paklausos ḋesnis

Vartotojo paklausos ḋesniu vadinamas paklausos ir kainos kitimas priešingomis kryp-
timis, t. y. diḋejant kainai paklausa mažėja, ir atvirkš̌ciai. Pirmiausia šiame skyrelyje
parodoma, kad vartotojo paklausos dėsnis galiojaWalraso paklausos funkcijai tam tikru
b ūdu kompensuojant kainos pokyčius. Antroje skyrelio dalyje įrodomosSlutskyo lygtys
glodžioms naudingumo ir pasirinkimo funkcijoms. Šiems sąryšiams taip pat suteikiama
vartotojo paklausos ḋesnio interpretacija.

Silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma 3.4 skyrelyje paroḋeme, jog parink-
ties strukt ūros savybė SAPA garantuoja, kad atskleisti pasirinkimai yra racional ūs. Be
to, SAPA galioja parinkties strukt ūrai(B∗, C∗

º), kurią apibṙežia racionalus preferenci-
jos sąryšisº. Tokią suderinamumo savybę pritaikysime tirdami vartotojo pasirinkimus
nusakomusWalraso paklausos funkcijaϕ, apibṙežta (5.4) priskirtimi.

5.21 apibrėžtis. Sakoma, kadWalraso paklausos funkcijaiϕ galioja silpnoji atskleis-
tosios preferencijos aksioma, arba SAPA, jei bet kurioms dviem kainos–turto b ūsenoms
(p, w) ir (p′, w′) teisinga implikacija:

jei p·ϕ(p′, w′) ≤ w ir ϕ(p, w) 6= ϕ(p′, w′), tai p′·ϕ(p, w) > w′. (5.19)

Ši savyḃe reiškia, kad vartotojo pasirinkimas turi b ūti suderintas. B ūtent, pasirinki-
mo savyḃesp·ϕ(p′, w′) ≤ w ir ϕ(p, w) 6= ϕ(p′, w′) rodo, jog kainos–turto b ūsenoje
(p, w), ϕ(p, w) yra vertingesnis užϕ(p′, w′). Šis atskleistas pasirinkimas ir SAPA savy-
bė teigia tokio pasirinkimo suderinamumą tą prasme, kad kainos–turto b ūsenoje(p′, w′),
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pasirinkusϕ(p′, w′), negalima pasirinktiϕ(p, w), ir šis negalimumas išreiškiamas tuo,
kadϕ(p, w) neprieinamas b ūsenoje(p′, w′).

Parodysime, kad taip suformuluota SAPAWalraso paklausos funkcijaiϕ yra atskiras
SAPA atvejis parinkties strukt ūrai(B∗, C∗

º) (žr. 3.27apibṙežimą). Tarkime, kadX ⊂
R`

+ yra vartojimo aiḃe ir ϕ : R`+1
++ → X yraWalraso paklausos funkcija, apibrėžta (5.4)

reikšṁemis. Taip pat tarkime, kad

B∗ = {B(p, w) : (p, w) ∈ R`+1
++} ir C∗

º[B(p, w)] = ϕ(p, w)

kiekvienai kainos–turto b ūsenai(p, w) ∈ R`+1
++ . Patikrinsime, kad SAPA galioja parink-

ties strukt ūrai(B∗, C∗
º) tada ir tik tada, kai SAPA galiojaWalraso paklausos funkcijai

ϕ.
Iš tikrųjų, tarkime, kad SAPA galiojaWalraso paklausos funkcijaiϕ. Taip pat

tarkime, kadB = B(p, w), B′ = B(p′, w′), x ºB y, x ∈ B′ ir y ∈ C∗
º[B′]. Tada

x = ϕ(p, w), y = ϕ(p′, w′), p·ϕ(p′, w′) ≤ w ir p′·ϕ(p, w) ≤ w′. (5.20)

Kadangiϕ yra funkcija, taix ∈ C∗
º(B′) tada ir tik tada, kaix = y. Jeix 6= y, tai

remiantis (5.19) teisinga griežta nelygyḃe p′·ϕ(p, w) > w′ – prieštara (5.20), įrodanti,
kadx = y, ir todėl SAPA galioja parinkties strukt ūrai(B∗, C∗

º).
Dabar tarkime, kad SAPA galioja parinkties strukt ūrai(B∗, C∗

º). Taip pat tarkime,

kad(p, w), (p′, w′) ∈ R`+1
++ , x := ϕ(p, w), y := ϕ(p′, w′), x 6= y ir p·y ≤ w. Tada

x ∈ C∗
º[B(p, w)], y ∈ B(p, w) ir y ∈ C∗

º[B(p′, w′)].

Remiantis pirmais dviem sąryšiais,x º∗ y. Be to, remiantis SAPA parinkties strukt ūrai
(B∗, C∗

º), jei x ∈ B(p′, w′), tai x ∈ C∗
º[B(p′, w′)]. Toḋel x = y – prieštara, įrodan-

ti, kad x 6∈ B(p′, w′), t. y. p′·ϕ(p, w) > w′. Taigi SAPA galiojaWalraso paklausos
funkcijai ϕ.

Toliau šiame skyrelyjeWalraso paklausos funkcijąϕ : R`+1
++ → R`

+ galima pakeisti
bet kuria kita funkcija, kuri yra nuliṅes eil̇es teigiamai homogeniška funkcija (5.9(a)
teiginys) ir kuriai galiojaWalraso dėsnis (5.7 išvada). Priminsime, kad funkcijaϕ yra
nulinės eil̇es teigiamai homogeniška, jei bet kuriems(p, w) ∈ R`+1

++ ir λ > 0

ϕ(λp, λw) = ϕ(p, w).

Taip pat, funkcijaiϕ galiojaWalraso dėsnis, jei bet kuriems(p, w) ∈ R`+1
++ ,

p·ϕ(p, w) = w. (5.21)

Keičiantis kainai, keǐciasi kiekvieno vartotojo pradinio turto kaina. Gali atsitikti taip,
kad, pasikeitus kainai, pradinis vartotojo pasirinkimas nepriklauso jo naujajai biudžeto
aibei. Toliau nagriṅesime tokius kainos pokyčius, kurie pradinį vartotojo pasirinkimą
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išlaiko įperkamu su nauja kaina. Sakysime, kad kainos pokytis iš b ūsenos(p, w) į b ūseną
(p′, w′) yra kompensuojamas(Slutskyo prasme), jeiw′ = p′·ϕ(p, w). Kitaip sakant,
kainos pokytis yra kompensuojamasSlutskyo prasme, jei b ūsenoje(p, w) pasirinktas
gėrybių rinkinysϕ(p, w) yra įperkamas b ūsenoje(p′, w′).

Dabar įrodysime, kad SAPA priklauso tik nuo kompensuojamų kainos pokyčių.

5.22 lema.Walraso paklausos funkcijaiϕ galioja SAPA tada ir tik tada, kai(5.19) galio-
ja kompensuotiems kainos pokyčiams.

Įrodymas.Pakanka parodyti, kad, negaliojant SAPA, egzistuoja tokie kompensuotieji
kainos poky̌ciai, kuriems SAPA taip pat negalioja. Tarkime, kad(p′, w′) ir (p′′, w′′) yra
dvi tokios kainos–turto b ūsenos, kurioms (5.19) negalioja, t. y.ϕ(p′, w′) 6= ϕ(p′′, w′′),

p′′·ϕ(p′, w′) ≤ w′′ ir p′·ϕ(p′′, w′′) ≤ w′.

Jei bent viename iš šių sąryšių teisinga lygybė, tai abiem atvejais turime kompensuotą
kainos pokytį, kuriam negalioja (5.19), ir lemos įrodymas tokiu atveju baigtas. Todėl
tarkime, kad

p′′·ϕ(p′, w′) < w′′ ir p′·ϕ(p′′, w′′) < w′. (5.22)

Tegul

λ :=
w′′ − p′′·ϕ(p′, w′)

[w′ − p′·ϕ(p′′, w′′)] + [w′′ − p′′·ϕ(p′, w′)]
∈ (0, 1).

Tada, naudojantWalraso dėsnį, šiamλ gaunama lygyḃe

(λp′ + (1− λ)p′′)·ϕ(p′, w′) = (λp′ + (1− λ)p′′)·ϕ(p′′, w′′).

Pažyṁekimep := λp′ + (1 − λ)p′′ ir w := p·ϕ(p′, w′) = p·ϕ(p′′, w′′). Toliau taikant
Walraso dėsnį funkcijaiϕ, turime lygybęw′ = p′·ϕ(p′, w′). Tada, naudojantis pirmąja
(5.22) nelygybe,

λw′ + (1− λ)w′′ > λp′·ϕ(p′, w′) + (1− λ)p′′·ϕ(p′, w′) = w

Walraso dėsnis = p·ϕ(p, w)
= λp′·ϕ(p, w) + (1− λ)p′′·ϕ(p, w).

Todėl arbap′·ϕ(p, w) < w′, arbap′′·ϕ(p, w) < w′′. Tarkime, kad galioja pirmoji alter-
natyva. Tadaϕ(p, w) 6= ϕ(p′, w′), p·ϕ(p′, w′) = w ir p′·ϕ(p, w) < w′, o tai prieštarauja
SAPA kompensuotam kainos pokyčiui iš (p′, w′) į (p, w). Galiojant antrai alternatyvai,
prieštara gaunama simetriškai; tai ir reikėjo įrodyti.

Toliau įrodoma, kad skyrelio pradžioje minėtasis vartotojo paklausos dėsnis galioja
kompensuotiems kainos pokyčiams. Kainos pokytį pažyṁejus∆p := p′ − p, o pak-
lausos pokytį pažyṁejus∆ϕ := ϕ(p′, w′) − ϕ(p, w), nelygybę∆p·∆ϕ ≤ 0 galima
interpretuoti kaip kainos ir paklausos kitimą priešingomis kryptimis.
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5.23 teorema.Walraso paklausos funkcijaiϕ SAPA galioja tada ir tik tada, kai kiekvien-
am kompensuotam kainos pokyčiui iš kainos–turto b ūsenos(p, w) į b ūseną(p′, w′)
galioja nelygybė

∆p·∆ϕ = (p′ − p)·[ϕ(p′, w′)− ϕ(p, w)
] ≤ 0, (5.23)

ir ši nelygybė yra griežta, jeiϕ(p, w) 6= ϕ(p′, w′).

Įrodymas.Sakykime, kad funkcijaiϕ galioja SAPA ir kainos pokytis iš b ūsenos(p, w)
į b ūseną(p′, w′) yra kompensuojamas. Pakanka įrodyti (5.23) su griežta nelygybe, kai
ϕ(p, w) 6= ϕ(p′, w′), nes priešingu atveju akivaizdžiai teisinga lygybė. Taigi tarkime,
kadϕ(p, w) 6= ϕ(p′, w′). Kadangi nagriṅejamas kainos pokytis yra kompensuotas, tai
p′·ϕ(p, w) = w′. Be to, remiantis Walras’o ḋesnio išvada,p′·ϕ(p′, w′) = w′. Iš čia
išplaukia, kad

p′·[ϕ(p′, w′)− ϕ(p, w)
]

= 0. (5.24)

Dar kartą pasinaudojus kompensuoto turto apibrėžimuw′ = p′·ϕ(p, w) gauname, kad
prekių rinkinysϕ(p, w) yra įperkamas esant kainos–turto b ūsenai(p′, w′). Toḋel, remi-
antis SAPA, kitas prekių rinkinysϕ(p′, w′) negali b ūti įperkamas esant kainos–turto
b ūsenai(p, w), t. y. p·ϕ(p′, w′) > w. Pastaroji nelygyḃe kartu su kitaWalraso dėsnio
išvadap·ϕ(p, w) = w leidžia teigti, kad

p·[ϕ(p′, w′)− ϕ(p, w)
]

> 0. (5.25)

Iš (5.24) ir (5.25) išplaukia (5.23) su griežta nelygybe.
Dabar tarkime priešingai, kad (5.23) su griežta nelygybe galioja bet kuriam kom-

pensuotam kainos pokyčiui iš (p, w) į (p′, w′), ir ϕ(p, w) 6= ϕ(p′, w′). Jei funkcijaiϕ
negalioja SAPA, tai, remiantis5.22lema, egzistuoja toks kompensuotas kainos pokytis
iš (p, w) į (p′, w′), kadϕ(p, w) 6= ϕ(p′, w′), p·ϕ(p′, w′) ≤ w ir p′·ϕ(p, w) = w′. Iš čia
ir Walraso dėsnio ḋeka gauname

p·[ϕ(p′, w′)− ϕ(p, w)
] ≤ 0 ir p′·[ϕ(p′, w′)− ϕ(p, w)

]
= 0.

Taigi

ϕ(p, w) 6= ϕ(p′, w′) ir (p′ − p)·[ϕ(p′, w′)− ϕ(p, w)
] ≥ 0,

o tai prieštarauja prielaidai (5.23) su griežta nelygybe. Todėl funkcijaiϕ galioja SAPA;
tai ir reikėjo įrodyti.

Slutskyo lygtis Kai naudingumo funkcija ir paklausos funkcijos yra glodžios, galima
gauti tikslesnę informaciją apie paklausos kitimo strukt ūrą.

Toliau iki šio skyrelio pabaigos tarkime, kad vartojimo aibė X ⊂ R`
+ yra iškila ir

uždara, o lokaliai nepasotinamas prekių laukas(X,º) yra griežtai iškilas ir išreiškiamas
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tolydžia neapṙežta naudingumo funkcijau : X → R. Tokiu atvejuWalraso paklausos
funkcijaϕ yra apibṙežta aiḃejeR`+1

++ , o Hickso paklausos funkcijaψ yra apibṙežta aiḃeje
R`

++ × [u(0),∞). Be to, pirmajai iš šių dviejų funkcijų galiojaWalraso dėsnis (5.21), o
antrajai galioja beperteklinis naudingumas: bet kuriems(p, c) ∈ R`

++ × [u(0),∞)

u(ψ(p, c)) = c.

Praḋesime nuo išlaidų funkcijose ir Hickso paklausos funkcijosψ, kurių reikšmes
sieja (5.16) sąryšis.

5.24 teorema.Sakykime, kadu yraC1 klasės funkcija su niekur nelygiu nuliui gradientu
∇u, o Hickso paklausos funkcijaψ yra diferencijuojama. Kiekvienam(p, c) ∈ R`

++ ×
[u(0),∞), išlaidų funkcijae yra diferencijuojama taške(p, c) ir jos gradientas kainos
vektoriaus atžvilgiu yra

∇pe(p, c) = ψ(p, c). (5.26)

Įrodymas.Jei c = u(0), tai ψ(p, c) = 0 ir e(p, c) = 0 kiekvienamp > 0. Toḋel
(5.26) galioja atvejuc = u(0). Tegul c > u(0) ir p > 0. Tada visos vektoriaus
ψ(p, c) koordinaṫes teigiamos. Jei ne, tai naudojant lauko lokalųjį nepasotinamumą ir
beperteklinio naudingumo savybę, gauname prieštarą. Taigiψ(p, c) ∈ R`

++.
Kadangi paklausos funkcijaiψ galioja beperteklinis naudingumas, taiu(ψ(p, c)) =

c. Taikydami kompozicijos diferencijavimo taisyklę iš2.78 teiginio funkcijai R+ 3
ph 7→ (u◦ψ)(p, c) (čia ph yra p vektoriaush-toji koordinaṫe), kiekvienamh = 1, . . . , `
gauname

Dh(u◦ψ)(p, c) =
∑̀

i=1

Diu(ψ(p, c))Dhψi(p, c) = 0.

Kadangiψ(p, c) yra skaliariṅes sandaugos sąlyginio ekstremumo taškas, tai remiantis
2.118teorema sud = ` ir m = 1 funkcijomsf(x) = p·x ir g(x) = u(x)− c, x ∈ R`

++,
egzistuoja toksLagrangeo daugiklisλ, kad kiekvienami = 1, . . . , `,

pi = λDiu(ψ(p, c)).

Dar kartą taikydami kompozicijos diferencijavimo taisyklę – šį kartą funkcijaiph 7→
e(p, c) = p·ψ(p, c) – ir pasinaudoję gautomis išraiškomis, turime lygybes

Dhe(p, c) = ψh(p, c) +
∑̀

i=1

piDhψi(p, c) = ψh(p, c)

kiekvienamh = 1, . . . , `. Iš čia ir išplaukia teoremos teiginys.

Tuo, kadHickso paklausos funkcija yra išlaidų funkcijos gradientas, galima pasin-
audoti nustatantHickso paklausos funkcijos Jacobi’o matricos savybes, kurias toliau ir
išvardijame.
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5.25 išvada.Sakykime, kadu yra C1 klasės funkcija su niekur nelygiu nuliui gradientu
∇u, o Hickso paklausos funkcijaψ yra C1 klasės funkcija. Tada išlaidų funkcijae yra
C2 klasės funkcija kainų sistemos atžvilgiu ir kiekvienam(p, c) ∈ R`

++ × (u(0),∞)
galioja teiginiai:

(a) Jpψ(p, c) = Hpe(p, c);

(b) Jpψ(p, c) yra simetrinė matrica;

(c) Jpψ(p, c) yra neigiamai pusapibrėžtė matrica;

(d) Jpψ(p, c)p = 0.

Įrodymas.Remiantis5.24teorema, lygyḃeψi(p, c) = Die(p, c) galioja kiekvienami ∈
{1, . . . , `}, p > 0 ir c > u(0). Toliau fiksuokime bet kurį naudingumo lygįc > u(0).
Kadangiψ yraC1 funkcija, tai remiantis2.74(b) teiginiu funkcijap 7→ De(p, c), p > 0,
yra diferencijuojama ir funkcijap 7→ D2e(p, c), p > 0, yra tolydi. Taigi e yra C2

klaṡes funkcija kainų sistemos atžvilgiu ir jos antroji išvestinė yra simetriṅe funkcija
(2.94išvada). Toḋel kiekvienamj, i ∈ {1, . . . , `} ir p > 0, galioja lygyḃes

Djψi(p, c) = DjDie(p, c) = DiDje(p, c) = Diψj(p, c).

Tai įrodo (a) ir (b) teiginius. Kadangi funkcijae yra įgaubta atžvilgiup (5.18(c) teo-
rema), tai remiantis2.108(a) teorema Hesse’s matricaHpe(p, c) yra neigiamai pusapi-
brėžṫe kiekvienamp > 0, kas įrodo(c) teiginį. Paskutinis teiginys yraEulerio teoremos
(2.79išvada) pasekṁe, nesHickso paklausos funkcijaψ yra nuliṅes eil̇es teigiamai ho-
mogeniṅe5.20(a) teoremos ḋeka.

5.24 teoremoje įrodyta, kad tam tikromis sąlygomisHickso paklausos funkcijosψ
reikšṁe lygi išlaidų funkcijose gradientui kainos atžvilgiu. Įsivaizduojant, kad išlaidų
minimizavimo problema duali vartotojo optimalaus pasirinkimo problemai, toks pat
sąryšis tuṙetų galioti tarpWalraso paklausos funkcijosϕ ir netiesiogiṅes naudingumo
funkcijosv gradiento. Parodysime, kad taip nėra. Priežastis yra ta, kadWalraso funkci-
ja nepriklauso nuo naudingumo funkcijos keitimo jos monotonine transformacija, kuri
nekeǐcia santykiṅes preferencijos (3.16teiginys). Tuo tarpu netiesioginės naudingumo
funkcijos reikšṁe priklauso nuo tokios pat transformacijos. Tačiau funkcijasϕ ir v sieja
toliau įrodomaRoyaus3 tapatybe(angl. Roy’s identity):

5.26 teorema.Sakykime, kadu yra C1 klasės funkcija su niekur nelygiu nuliui gradien-
tu ∇u, o Walraso paklausos funkcijaϕ yra diferencijuojama. Kiekvienai kainos–turto
b ūsenai(p, w) ∈ R`+1

++ , netiesioginio naudingumo funkcijav yra diferencijuojama, ir
galioja lygybė

∇pv(p, w) = −Dwv(p, w)ϕ(p, w),

kur Dwv(p, w) = D`+1v(p, w) žymi kryptinę išvestinę taške(p, w) kryptimie`+1.

3Rene Roy, pranc ūzų ekonomistas.
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Įrodymas.Funkcijav, b ūdama diferencijuojamų funkcijų kompozicija, taip pat difer-
encijuojama. Tegul kainos–turto b ūsena(p̄, w̄) > 0 ir c̄ := v(p̄, w̄). Tadac̄ > u(0)
(kodėl?). Remiantis (5.14) antruoju sąryšiu, lygyḃe c̄ = v(p, e(p, c̄)) galioja visiems
p ∈ R`+1

++ . Diferencijuodami pastarąją lygybę kainų sistemosp taškep̄ atžvilgiu, gau-
name

∇pv(p̄, e(p̄, c̄)) + Dwv(p̄, e(p̄, c̄))∇pe(p̄, c̄) = 0. (5.27)

Pirma, remiantis5.24teorema ir po to (5.17) pirmu sąryšiu, turime

∇pe(p̄, c̄) = ψ(p̄, c̄) = ϕ(p̄, e(p̄, c̄)). (5.28)

Antra, įstatę (5.28) į (5.27) ir po to įstatę reikšmee(p̄, c̄) = w̄, gautą iš (5.14) pirmo
sąryšio, turime

∇pv(p̄, w̄) + Dwv(p̄, w̄)ϕ(p̄, w̄) = 0,

kas įrodo teoremos teiginį.

KadangiHickso paklausos funkcija priklauso nuo naudingumo lygio, jos reikšmės
nėra tiesiogiai įvertinamos. TačiauHickso paklausos funkcijos Jacobi’o matricą galima
išreikštiWalraso paklausos funkcija ir jos Jacobi’o matrica, kurių reikšmės priklauso nuo
rinkoje stebimų dydžių. Toliau įrodoma šių funkcijų priklausomybė vadinamaSlutskyo4

lygtimi.

5.27 teorema.Sakykime, kadu yra C1 funkcija su niekur nelygiu nuliui gradientu∇u,
Walraso paklausos funkcijaϕ ir Hickso paklausos funkcijaψ yra diferencijuojamos.
Kiekvienai kainos–turto b ūsenai(p, w) > 0

Jpψ(p, v(p, w)) = Jpϕ(p, w) + Dwϕ(p, w)ϕ(p, w)t. (5.29)

Įrodymas.Tegul kainos–turto b ūsena(p̄, w̄) > 0 ir c̄ := v(p̄, w̄). Tada c̄ > u(0)
(kodėl?). Remiantis (5.17) pirmuoju sąryšiu, lygyḃe ψ(p, c̄) = ϕ(p, e(p, c̄)) galioja
visiemsp > 0. Kadangi funkcijae yra diferencijuojama5.24teoremos ḋeka, tai difer-
encijuodami pastarosios lygybės i-tąją komponentę atžvilgiu kainų sistemosp taškep̄
j-tosios koordinaṫes kryptimi, gauname lygybes

Djψi(p̄, c̄) = Djϕi(p̄, e(p̄, c̄)) + Dwϕi(p̄, e(p̄, c̄))Dje(p̄, c̄)

kiekvienami, j ∈ {1, . . . , `}. Pirma, remiantis (5.26) ir po to (5.17) pirmu sąryšiu,
turime

Dje(p̄, c̄) = ψj(p̄, c̄) = ϕj(p̄, e(p̄, c̄))

Antra, įstatę (5.28) į (5.27) ir po to įstatę reikšmęe(p̄, c̄) = w̄, gautą iš (5.14) pirmo
sąryšio, turime

Djψi(p̄, c̄) = Djϕi(p̄, w̄) + Dwϕi(p̄, w̄)ϕj(p̄, w̄)

4Eugene Slutsky – Slutskis (1880–1948), ukrainiečių matematikas.
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kiekvienami, j ∈ {1, . . . , `}. Perrašę šias lygybes`× ` matricomis, gauname

[
Djψi(p̄, c̄)

]
=

[
Djϕi(p̄, w̄)

]
+




Dwϕ1(p̄, w̄)
. . . . . . . . . . .
Dwϕ`(p̄, w̄)


 [

ϕ1(p̄, w̄) · · ·ϕ`(p̄, w̄)
]
.

Tai ir reikėjo įrodyti.

Ypač svarbi yraSlutskyo lygties (5.29) dešinioji puṡe. Ten esaňcios matricos ele-
mentai

sij(p, w) := Djϕi(p, w) + Dwϕi(p, w)ϕj(p, w)

vadinamipakeitimų nariais(angl. substitution terms), o pati matrica

S(p, w) := [sij(p, w)] ∈ M`×`

vadinamaSlutskyo matrica. Kadangi Slutsky matricaS(p, w) = Jpψ(p, v(p, w)), tai
remiantis5.25 išvada, ji yra simetriṅe ir neigiamai pusapibrėžṫe kiekvienam(p, w) ∈
R`+1.

RemiantisSlutskyo matricos neigiamu pusapibrėžtumio, kiekvienami ∈ {1, . . . , `}
galioja nelygyḃe

sii(p, w) = Diψi(p, v(p, w)) ≤ 0,

vadinama vartotojo paklausos dėsnio∆ϕ·∆p ≤ 0 silpnąja forma. Šios nelygybės in-
terpretacija teigia, kad kiekvienos gėryḃes paklausos ir jos kainos pokyčiai yra skirtingo
ženklo, kitiems dydžiams esant pastoviems.

Tos pǎciosSlutskyo lygties (5.29) dešiṅeje puṡeje esaňcios antros matricos elementai
vadinamipajamų nariais(angl. income term), kadangi jie išreiškia paklausos kitimo
dydį atsirandantį atsižvelgiant į turimo turto vertės kitimą. RemiantisSlutskyo lygtimi,
kainos poky̌cio ∆pj sukurtasWalraso paklausos pokytis yra

∆jϕi := ϕi(p + ∆pj , w)− ϕi(p, w)
≈ Djϕj(p, w)∆pj = Djψi(p, v(p, w))∆pj −Dwϕiϕj(p, w)∆pj .

Pratimai

1. Sakykime, kadϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) : R4
++ → R3

++ yra Walraso paklausos funkcija
su reikšṁemis

ϕ1(p, w) =
p2

p1 + p2 + p3

w

p1
, ϕ2(p, w) =

p3

p1 + p2 + p3

w

p2
,

ϕ3(p, w) =
βp1

p1 + p2 + p3

w

p3
,

kai (p, w) = (p1, p2, p3, w) ∈ R4
++. Nustatyti funkcijosϕ teigiamo homogenišku-

mo eilę ir kada jai galiojaWalraso dėsnis?



198 5 Skyrius. Mainų rinka

2. Sakykime, kad dviejų ġerybių ekonomikojeWalraso paklausos funkcijaiϕ(p, w)
galioja Walraso dėsnis. Paklausa pirmajai gėrybei yraαw/p1. Rasti antrosios
gėryḃes paklausą. Kokia yra gautosWalraso paklausos funkcijos teigiamo ho-
mogeniškumo eil̇e?

3. Patikrinti Slutskyo lygtį Cobbo–Douglaso naudingumo funkcijos atveju. Šiuo
atvejuWalraso funkcija yra (5.10), oHickso funkcija yra (5.18). Be to, pažyṁejus
K := a−a(1− a)−(1−a), v(p, w) = (w/K)p−a

1 pa−1
2 ,

e(p, c) = cKpa
1p

1−a
2 ir h(p, c) = cK

(
a

(
p2

p1

)1−a

, (1− a)
(

p1

p2

)a)
.

Po to rastiSlutskyo matricą. Atsakymas:

S(p, w) = wa(1− a)

( − 1
p2
1

1
p1p2

1
p1p2

− 1
p2
2

)
.

4. Sakykime, kadϕ = (ϕ1, ϕ2) : R3
++ → R2

++ yra Walraso paklausos funkcija.
Dviejų gėrybių pakeičiamumo elastingumu(angl. elasticity of substitution be-
tween two goods) vadinamas dydis

ξ12(p, w) :=
∂(ϕ1(p, w)/ϕ2(p, w))

∂(p1/p2)
p1/p2

ϕ1(p, w)/ϕ2(p, w)
,

(p, w) = (p1, p2, w) ∈ R3
++ (žr. pastabas ḋel žymėjimų po 2.75 apibṙežimo).

Parodyti, kad CES naudingumo funkcijaiξ12(p, w) = 1/(1 − ρ), 0 < ρ < 1
(žr. 5.1.1 pratimą). Kam lygusξ12(p, w) tobulųjų pakaitų, tobulųjų papildinių ir
Cobbo–Douglaso naudingumo funkcijoms?

5.4 Grynųjų mainų problema

Tapatinant prekių lauką su jų vartotoju, galima sakyti, jog iki šiol nagrinėjome rinką,
sudarytą iš vieno vartotojo. Šiame skyrelyje nagrinėjama rinka, kurioje veikia daugiau
negu vienas vartotojas ir kiekvienas iš jų gali turėti skirtingas preferencijas. Esant duo-
tai kainų sistemai, kiekvienas vartotojas renkasi tokį optimalų prekių rinkinį, kurį jam
leidžia asmeninis biudžetas. Biudžetas riboja pasirenkamų prekių kainą, bet ne pačias
prekes. Toḋel esant kainų sistemai fiksuotai, gali vykti visų rinkos dalyvių turimų prekių
perskirstymas tarp skirtingų vartotojų. Tokia rinka vadinamagrynaisiais mainais(angl.
pure exchange) – joje nevyksta prekių gamyba.

Grynųjų mainų problemayra klausimas, kokioje rinkoje egzistuoja tokia kainų sis-
tema, kuri leidžia kiekvienam rinkos dalyviui optimaliai rinktis iš visų rinkoje esamų
prekių. Tai yra rinkos bendrosios pusiausvyros (BP) problemos atskiras atvejis, kai nėra
gamybos.
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Antras šiame skyrelyje nagrinėjamos BP problemos supaprastinimas yra prielaida,
kad kiekvieno vartotojo pasirinkimo problema turi vienintelį sprendinį. Tuo atveju varto-
tojo paklausos aiḃes priklausomyḃe nuo kainos yraWalraso paklausos funkcija. Kitame
skyriuje nagriṅesime atvejį, kai ši priklausomybė yraWalraso paklausos atitiktis.

Grynųjų mainų rinka Priminsime šios rinkos matematinį modelį. Sakykime, kad
esaman vartotojų pažyṁetų indeksaisi ∈ V = {1, . . . , n}, kurie gali rinktis iš̀ prekių,
pažyṁetų indeksaish ∈ {1, . . . , `}. Vartojimo aiḃeX ⊂ R`

+ visiems vartotojams yra ta
pati, tǎciau kiekvieno vartotojo pasirinkimas yra individualus ir nepriklauso nuo likusių
vartotojų pasirinkimų. Kiekvienami ∈ V , i-tasis vartotojas yra pilnai apib ūdinamas sa-
vo prekių lauku(X,ºi), kuriame preferencijaºi yra išreiškiama naudingumo funkcija
ui : X → R.

Kaip ir ankšciau, kainų sistema yra vektoriusp = (p1, . . . , p`) ∈ R`
+, kurio koor-

dinaṫe ph yra h-tosios prek̇es vieneto kaina, o kainų sistemas sudarančių tokių vektorių
aibę žymimeP ⊂ R`

+. Iki šiol vartotojo pradinis turtas, išreiškiamas kainaw = wi,
buvo laikomas nepriklausomu nuo rinkos kainų sistemosp. Toliau šiame skyrelyjei-
tojo vartotojo pradinis turtas yra išreiškiamas prekių rinkiniuei = (ei,1, . . . , ei,`) ∈ X,
vadinamupradiniu įnašu(angl. initial endowment), ir jo pradinio turto kaina yra

wi = p·ei =
∑̀

h=1

phei,h.

Taigi pradinių įnašų suma
∑n

i=1 ei riboja visoje rinkoje turimų prekių kiekį.
Bet kurioje kainų sistemojep ∈ P , i-tasis vartotojas renkasi savo biudžeto aibėje

spręsdamas optimalaus pasirinkimo problemą, t. y. randa savo paklausos aibę

Di(p) := Di(p, p·ei) = argmax
{
ui(x) : x ∈ B(p, p·ei)

}
,

kur, kaip ir ankšciau,B(p, wi) = {x ∈ X : p·x ≤ wi} yra biudžeto aiḃe. 5.6(b) išvadoje
nustatytomis sąlygomis, su bet kuria kainų sistemap > 0, i-tojo vartotojo optimalaus
pasirinkimo problema turi vienintelį sprendinįxi := ϕi(p, p·ei), t. y.{xi} = Di(p, p·ei).
Visų rinkos dalyvių pasirinkimų kaina

p·
( ∑

i∈V

xi

)
≤

∑

i∈V

wi = p·
(∑

i∈V

ei

)
.

Esant optimaliam pasirinkimui, dar lieka klausimas, ar visų vartotojų pasirinktas prekių
vektorius

∑
i∈V xi nėra didesnis už rinkoje turimus išteklius, ribojamus pradinių įnašų

suma
∑

i∈V ei.
Pastarąjį klausimą suformuluosime kitu b ūdu.Prekių paskirstiniu(angl. allocation)

rinkoje vadinamas vektorius

(xi) := (xi)n
i=1 = (x1, . . . , xn) ∈ Xn := X × · · · ×X,
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sudarytas iš kiekvienam vartotojui tenkančių prekių rinkiniųxi ∈ X. Jei(xi) yra prek-
ių paskirstinys, o(ei) = (ei)n

i=1 yra pradinių įnašų rinkinys, taivisuminė perteklinė
paklausa(angl. aggregate excess demand), toliau vadinama VPP, yra vektorius

Z(xi) :=
∑

i∈V

xi −
∑

i∈V

ei ∈ R`.

Prekių paskirstinys(xi) vadinamasleistinu (angl. feasible allocation), jei visuminė
pertekliṅe paklausaZ(xi) ≤ 0. Kitaip tariant, su kiekviena prekeh ∈ {1, . . . , `}, i-
tajam vartotojui tenkaňciosh-tosios prek̇es kiekių sumos

∑
i∈V xi,h ≤

∑
i∈V ei,h.

Sakysime, kad kainų sistemų aibėjeP yra apibṙežtavisuminės perteklinės paklau-
sos funkcijaζ, toliau vadinama VPP funkcija, jei su kiekviena kainų sistemap ∈ P ir
kiekvienam vartotojui ∈ V , aiḃejeDi := {(p, p·ei) : p ∈ P} ⊂ R`+1

+ yra apibṙežta
Walraso paklausos funkcijaϕi, o ζ funkcijos reikšṁe yra

ζ(p) := Z(ϕi(p, p·ei)) =
∑

i∈V

ϕi(p, p·ei)−
∑

i∈V

ei ∈ R`.

Taip pat sakysime, kadgrynųjų mainų problema turi sprendinį kainų sistemų aibėjeP ,
jei šioje aiḃeje apibṙežta VPP funkcijaζ ir egzistuoja tokia kainų sistemap∗ ∈ P ,
kad ζ(p∗) ≤ 0. Pastaroji nelygyḃe ζ(p) ≤ 0 reiškia, jog vartotojų pasirinktas gėry-
bių paskirstinys

∑
i∈V ϕi(p, p·ei) nėra didesnis už rinkoje turimus išteklius, ribojamus

pradinių įnašų suma
∑

i∈V ei, o tai yra dar vienas anksčiau miṅeto klausimo formulavi-
mas.Čia apibṙežta VPP funkcija yra (1.23) priskirtimi apibṙežtos visumiṅes pertekliṅes
paklausos atitikties atvejis, kai nėra gamybos.

Nuo kokių rinką apib ūdinančių dydžių priklauso grynųjų mainų problemos sprendi-
mas? Apibendrinant tai, kas pasakyta,grynųjų mainų rinkayra vartotojų pasirinkimus
apib ūdinantis rinkinys(X,ºi, ei)i∈V ir kainų sistemų aiḃe P ⊂ R`

+, arba glaustai
grynųjų mainų rinka yra rinkinys

E = (X,ºi, ei, P ). (5.30)

Šios rinkosb ūsenavadinsime vektorių(xi, p) = (x1, . . . , xn, p) ∈ Xn × P .

5.28 apibrėžtis. Grynųjų mainų rinkosE Walraso pusiausvyravadiname tokią šios
rinkos b ūseną(x∗i , p

∗) ∈ Xn × P , kuriai galioja(a) ir (b):

(a) kiekvienami ∈ V , x∗i = ϕi(p∗, p∗·ei), t. y. prekių lauką(X,ºi) ir biudžeto
aibęB(p∗, p∗·ei) atitinkantii-tojo vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi
vienintelį sprendinįx∗i ;

(b) prekių paskirstinys(x∗i ) yra leistinas, t. y. VPPζ(p∗) = Z((x∗i )) ≤ 0.

Grynųjų mainų rinkos Walraso pusiausvyros(x∗i , p
∗) kainų sistemap∗ vadinamapusi-

ausvyrine kaina.

Remiantis ankstesniais apibrėžimais, galima teigti, kad grynųjų mainų rinkojeE
egzistuoja pusiausvyra tada ir tik tada, kai aibėjeP apibṙežta VPP funkcijaζ ir egzistuoja
tokia kainap∗ ∈ P , kadζ(p∗) ≤ 0. Jei pastaroji savyḃe galioja, taix∗i := ϕi(p∗, p∗·ei).
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Walraso pusiausvyros egzistencija Toliau šiame skyrelyje randamos tokios sąlygos
grynųjų mainų rinkaiE , kurios garantuojaWalraso pusiausvyros egzistavimą (5.32 iš-
vada žemiau). Tos sąlygos yra išreikštos rinkąE sudarantiems elementams. Tačiau
praḋesime nuo paieškos tokių tiesioginių sąlygų VPP funkcijaiζ, kad ζ(p∗) ≤ 0 su
kuriuo norsp∗ ∈ P .

Pirmoji svarbi VVP funkcijos savyḃe yra jos tolydumas, išplaukiantis išWalraso
paklausos funkcijos tolydumo. Ši savybė reikalinga naudojantBrouwerio nejudamojo
taško teoremą.

Antroji VPP funkcijos savyḃe yraWalraso dėsnis formuluojamas taip:

5.29 apibrėžtis. Tarkime, kadP ⊂ R`
+ ir ζ : P → R`. Sakoma, kad VPP funkcijai

ζ galioja Walraso dėsnis,jei skaliariṅe sandaugap·ζ(p) = 0 kiekvienai kainų sistemai
p ∈ P .

Jei kiekvienamp ∈ P ir i ∈ V paklausos aibeiDi(p, p·ei) galiojaWalraso dėsnis
(5.7apibṙežimas) ir{ϕi(p, p·ei)} = Di(p, p·ei), tai VPP funkcijaiζ : P → R` taip pat
galiojaWalraso dėsnis. Iš tikro, kiekvienamp ∈ P , turime

p·ζ(p) =
∑

i∈V

[
p·ϕi(p, p·ei)− p·ei

]
= 0. (5.31)

Walraso dėsnis VPP funkcijai reiškia, kad visuminės pertekliṅes paklausosζ(p) kaina
yra nulis bet kuriai kainų sistemaip ∈ P . Šią sąlygą galima interpretuoti kaip grynųjų
mainų rinkos paklausos suderinamumą su pasi ūla. Tokiu atveju,Walraso dėsnis yra
visos rinkos biudžeto apribojimas, reiškiantis, kad visada paklausos vertė turi sutapti su
pasi ūlos verte.

Trečioji VPP funkcijos savyḃe yra nuliṅe jos teigiamo homogeniškumo eilė. Kaip
ir kitais atvejais, ji išplaukia iš analogiškos savybėsWalraso paklausos funckijai (5.9(a)
teiginys). Šios savyḃes ḋeka, kainų sistemap yra pusiausvyriṅe kaina tada ir tik tada,
kai pusiausvyrine kaina yra vektoriusλp su kuriuo norsλ > 0. Toḋel, atvejuP = R`

+

pusiausvyriṅes kainos pakanka ieškoti aibėje

σ :=
{
p = (ph) ∈ R`

+ :
∑̀

h=1

ph = 1
}
. (5.32)

Ši aiḃe yra4.5 apibṙežimu apib ūdinta irstandartiniu(` − 1)-simpleksuvadinama aiḃe
σ = [e1, . . . , e`]; čiaeh yra euklidiṅes erdv̇es standartiṅes bażes vektoriai.

Dabar parodysime, kad bet kuri minėtas tris savybes turinti funkcijaζ : σ → R`

(neb ūtinai VPP funkcija) turi savybę, analogiškąWalraso pusiausvyros(b) sąlygai5.28
apibṙežime.

5.30 teorema.Tarkime, kad funkcijaζ = (ζh) : σ → R` yra tolydi, ir jai galioja Wal-
raso dėsnis. Tada egzistuoja tokia kainų sistemap∗ = (p∗h) ∈ σ, kad ζ(p∗) ≤ 0 ir
ζh(p∗) = 0, jei p∗h > 0.
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Įrodymas.Sukonstruosime tolydžią funkcijąf : σ → σ ir parodysime, jog šios funkci-
jos nejudamasis taškas yra ieškoma kainų sistemap∗. Pirmiausia pastebėsime, kad
kiekvienamp ∈ σ

g(p) :=
∑̀

h=1

max{0, ph + ζh(p)} > 0. (5.33)

Iš tikro, priešingu atveju egzistuoja toksp̄ = (p̄h) ∈ σ, kadg(p̄) = 0, t. y. p̄h+ζh(p̄) ≤ 0
su kiekvienuh. Kadangip̄ ∈ R`

+, tai padauginę kiekvieną iš šių nelygybių išp̄h ir suḋeję,
gauname|p̄|2 + p̄·ζ(p̄) ≤ 0. Walraso dėsnio ḋeka,p̄·ζ(p̄) = 0, ir matome, kad pastaroji
nelygyḃe prieštarauja tam, kad|p̄| > 0. Tokiu b ūdu (5.33) savyḃe galioja kiekvienam
p ∈ σ.

Kiekvienamp ∈ σ ir h ∈ {1, . . . , `} tegul

fh(p) := max{0, ph + ζh(p)}/g(p).

Remiantis (5.33),
∑`

h=1 fh(p) = 1, o reikšṁesf(p) := (f1(p), . . . , f`(p)), p ∈ σ,
apibṙežia funkcijąf iš σ į σ. Nesunku įsitikinti, kad funkcijaf yra tolydi, nes tokia
yra funkcijaζ. Tada remiantisBrouwerio teorema (4.1 teorema), egzistuoja toksp∗ =
(p∗h) ∈ σ, kadf(p∗) = p∗, t. y. kiekvienamh ∈ {1, . . . , `}

p∗h = max{0, p∗h + ζh(p∗)}/g(p∗). (5.34)

TegulI0 yra aiḃe tokių indeksųh ∈ {1, . . . , `}, kuriemsp∗h + ζh(p∗) ≤ 0. Kiekvienam
h ∈ I0, remiantis (5.34), turimep∗h = 0. Toḋel indeksų aiḃeI := {1, . . . , `}\I0 netuš̌cia
ir ζh(p∗) ≤ 0, jei h ∈ I0. Be to, remiantisWalraso dėsniu,

∑

h∈I

p∗hζh(p∗) = p∗·ζ(p∗) = 0.

Kita vertus, remiantis (5.34), kiekvienamh ∈ I, 0 < p∗h = [p∗h+ζh(p∗)]/g(p∗). Padaug-
inę kiekvienos lygyḃes abi puses išζh(p∗) ir suḋeję, gauname

1
g(p∗)

∑

h∈I

[
ζh(p∗)

]2 =
[
1− 1

g(p∗)

] ∑

h∈I

p∗hζh(p∗) = 0.

Taigi kiekvienamh ∈ I, ζh(p∗) = 0 ir p∗h > 0. Kartu su ankšciau įrodyta savybe
indeksamsh ∈ I0 gauname teoremos teiginį.

Toliau suformuluosime grynųjų mainų rinkos (5.30) savybes, kurios garantuoja, kad
VPP funkcija yra apibṙežta ir išpildo visas pastarosios teoremos prielaidas.

5.31 teorema.Sakykime, kad rinkaiE = (X,ºi, ei,R`
+) galioja (a), (b) ir (c):

(a) vartojimo aibėX ⊂ R`
+ yra kompakti ir iškila;
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(b) kiekvienami ∈ V , prekių laukas(X,ºi) yra tolydus, griežtai iškilas ir lokaliai
nepasotinamas;

(c) kiekvienami ∈ V , 0 6= ei ≥ 0 yra pradinis įnašas.

Tada VPP funkcijaζ yra apibrėžta aibėjeR`
+, tolydi, nulinės eilės teigiamai homogeninė

ir jai galioja Walraso dėsnis.

Įrodymas.Kiekvienam vartotojuii ∈ V ir kainų sistemaip ∈ R`
+, wi = p·ei ≥ 0 ir,

remiantis5.4išvada, paklausos aibėDi(p, wi) yra netuš̌cia. Kadangi kiekvieno vartotojo
prekių laukas yra griežtai iškilas, tai5.6(b) teiginys rodo, jog kiekvienaDi(p, wi) turi
vienintelį elementąxi = xi(p, wi), t. y. aiḃejeR`+1

+ apibṙežtosWalraso funkcijosϕi,
i ∈ V . Toḋel, pirma, aiḃejeR`

+ yra apibṙežta VPP funkcijaζ. Antra, remiantis5.10
teorema ir4.2.2 pratimu, kiekvienaϕi funkcija yra tolydi, ir toḋel kompozicija

p 7→ (p, p·ei) 7→ xi ∈ {xi} = Di(p, p·ei)

yra tolydi aiḃejeR`
+ kiekvienami ∈ V . Taigi šioje aiḃeje yra tolydi ir VPP funkcija

ζ. Trěcia, ji taip pat yra nuliṅes eil̇es teigiamai homogeninė funkcija kadangiϕi yra
nulinės eil̇es teigiamai homogeninė funkcija pagal5.9(a) teiginį. Galiausiai, remiantis
5.7 išvada (Walraso dėsnis paklausos aibei), visiemsp ∈ R`

+ yra teisinga lygyḃe (5.31),
t. y. VPP funkcijaiζ galiojaWalraso dėsnis; tai ir reik̇ejo įrodyti.

Iš 5.30ir 5.31teoremų gaunama

5.32 išvada.Jei rinkai E = (X,ºi, ei,R`
+) galioja 5.31 teoremos teiginiai(a), (b) ir

(c), tai joje egzistuoja pusiausvyra.

Įrodymas.Remiantis5.31teorema, aiḃejeR`
+ apibṙežta VPP funkcijaζ, kuri yra tolydi,

nulinės eil̇es teigiamai homogeninė ir jai galiojaWalraso dėsnis. Kadangiζ yra nuliṅes
eilės teigiamai homogeninė, taiζ(p) = ζ(λp) suλ = 1/(p1 + · · · + p`). Prisimenant
standartinio(` − 1)-simplekso apibṙežimą (5.32), λp ∈ σ, ir todėl pakanka nagriṅeti ζ,
apibṙežtą aiḃejeσ. Tada remiantis5.30teorema egzistuoja tokia kainų sistemap∗ ∈ σ,
kad ζ(p∗) ≤ 0. Tai reiškia, kad grynųjų mainų rinkoje egzistuoja pusiausvyra; tai ir
reikėjo įrodyti.

Cobbo–Douglaso rinkos mainai. RasimeWalraso pusiausvyrą grynųjų mainų rinkoje
(5.30), kurioje yra dvi prek̇es (̀ = 2), vartojimo aiḃe X = R2

+, kainų sistemų aiḃe
P = R2

++ ir du vartotojai (n = 2), kurių prekių laukai(R2
+,ºi), i = 1, 2, apibṙežti

naudojantCobbo–Douglaso naudingumo funkcijas: kiekvienamx = (x1, x2) ∈ R2
+,

u1(x) = (x1)a(x2)1−a, 0 < a < 1, ir u2(x) = (x1)b(x2)1−b, 0 < b < 1.
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Be to, abiejų vartotojų pradiniai įnašai atitinkamai yrae1 = (1, 0) ir e2 = (0, 1). Naudo-
jant vartotojo suCobbo–Douglaso naudingumo funkcija optimalaus pasirinkimo prob-
lemos sprendinį (5.10), pirmojo vartotojoWalraso paklausos funkcijaϕ1 = (ϕ11, ϕ12)
yra apibṙežta kiekvienamp = (p1, p2) > 0:

{
ϕ11(p, p·e1) = (ap·e1)/p1 = a,
ϕ12(p, p·e1) = ((1− a)p·e1)/p2 = ((1− a)p1)/p2.

Antro vartotojoWalraso paklausos funkcijaϕ2 = (ϕ21, ϕ22) yra apibṙežta kiekvienam
p = (p1, p2) > 0:

{
ϕ21(p, p·e2) = (bp·e2)/p1 = bp2/p1,
ϕ22(p, p·e2) = ((1− b)p·e2)/p2 = 1− b.

Rasime VPP funkcijąζ(p) = z1(p) + z2(p); čia zi(p) := ϕi(p, p·ei) − ei, i = 1, 2.
Pirmam vartotojui

z1(p) = {a− 1, (1− a)p1/p2} ir p·z1(p) = p1(a− 1) + p2(1− a)p1/p2 = 0.

Antram vartotojui

z2(p) = {bp2/p1,−b} ir p·z2(p) = p2b− p2b = 0.

Taigi VPP funkcijaζ yra apiḃežta teigiamame k ūgyjeR2
++, ir jai yra teisingasWalraso

dėsnis.Walraso pusiausvyros kainą gausime išsprendę sistemą
{

ζ1(p) = z11(p) + z21(p) = a− 1 + bp2/p1 = 0,
p1 + p2 = 1.

Taigi Cobbo-Douglaso mainų rinkosWalraso pusiausvyros kaina yra tokia kainų sistema
p∗ = (p∗1, p

∗
2), kuriai p∗1/p∗2 = b/(1− a). Walraso pusiausvyros prekių paskirstinys yra

x∗1 = ϕ1(p∗, p∗·e1) = (a, b) ir x∗2 = ϕ2(p∗, p∗·e2) = (1− a, 1− b).

Pratimai

1. Grynųjų mainų rinka sudaryta iš dviejų vartotojų su naudingumo funkcijomis ir
pradiniais įnašais

u1(x) = a ln x1 + (1− a) ln x2, e1 = (0, 1)

u2(x) = min{x1, x2}, e2 = (1, 0),

čia0 < a < 1. RastiWalraso pusiausvyrą.

2. Grynųjų mainų rinka sudaryta iš dviejų vartotojų su netiesioginėmis naudingumo
funkcijomis ir pradiniais įnašais:

v1(p, w) = lnw − a ln p1 − (1− a) ln p2, e1 = (1, 1),

v2(p, w) = lnw − b ln p1 − (1− b) ln p2, e2 = (1, 1).

RastiWalraso pusiausvyrą.
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Konkurencinės rinkos pusiausvyra

Sutalpindamas daugybę idėjų ir jas apimdamas tikslia simboline išraiška, skaičiavimas
yra intelektinių galių atrama ir atminties apsauga, o kartu didelė parama tas iḋejas lyginant
ir susiejant. Vertinga ġeryḃe, kurios neturi jokie kiti mokslai!

Janas Sniadeckis, 1818.

Šiame skyriuje pusiausvyros egzistencija nagrinėjama tokioje rinkoje, kurioje be
gėrybių vartojimo taip pat vyksta gėrybių gamyba.

6.1 Gamintojo problema

Gamybavadinamas procesas, kuris gėrybes, vadinamas ištekliais (angl. resources),
transformuoja sukurdamas kitas gėrybes, vadinamas produktu, skirtas arba galutiniam
vartojimui arba naudojamas kaip ištekliai dar kitam gamybos procesui. Gamybos ištek-
liai gali b ūti žeṁe, darbas, kapitalas ir žaliavos. Gamyba taip pat apima paslaugas, tokias
kaip transportavimas, medicina, švietimas ir panašiai. Gamybos tikslas maksimizuoti
pelną. Šiame skyrelyje formuluojamas pelno maksimizavimo problemos matematinis
modelis.

Gamybos aiḃe Konkretumo ḋelei tarkime, kad gamyba vykdoma firmoje. Firma, nau-
dodama išteklius – ġerybes, gamina kitas gėrybes, vadinamas produktu. B ūdas, kuriuo
ištekliai paveřciami produktu, vadinamas gamybos b ūdu, arba metodu. Alternatyv ūs
gamybos b ūdai sudaro gamybos technologijų aibę. Visi firmos ištekliai ir produktai su-
daro` gėrybių, kurios kaip ir ankšciau, žymimos indeksuh ∈ {1, . . . , `}. Be to, ta pati
gėryḃe negali b ūti ir ištekliu ir produktu.

Jeih-toji gėryḃe yra tarp gamybos išteklių, tai ji vadinama gamybos veiksniu (an-
gl. factor of production), o jos suvartojamą kiekį žymėsime neigiamuoju skaičiumi
yh < 0. Jei h-toji gėryḃe yra gamybos produktas, tai šios gėryḃes pagamintą kiekį
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žymėsime teigiamuoju skaičiumi yh > 0. Laikantis šio susitarimo, ġerybių vektorius
y = (y1, . . . , y`) = (yh) ∈ R` vadinamasgamybos planu. Visi technologiškai įmanomi
gamybos planai sudaro aibęY ⊂ R`, vadinamągamybos aibe. Gamybos planasy ∈ Y
vadinamas (technologiškai)efektyviu, jei nėra kito tokio gamybos planoy′ ∈ Y , kad
y′ ≥ y ir y′ 6= y. Kitaip tariant, gamybos planas yra efektyvus, jei nėra b ūdų pagam-
inti daugiau esant tam pačiam išteklių kiekiui arba pagaminti tiek pat naudojant mažiau
išteklių.

Bendrosios pusiausvyros gamybos teorijoje tariama, kad gamybos aibė Y ⊂ R`

išpildo tokias sąlygas:

(a) 0 ∈ Y (šią prielaidą interpretuojame kaip galimybę nieko neveikti);

(b) egzistuojay ∈ Y , kurio bent viena koordinatė teigiama;

(c) jei y ≥ 0 ir y ∈ Y , tai y = 0.

Prielaida(c) vadinama „ṅera pietų veltui“, nes pagal ją iš nieko galima pagaminti tik
nieką. Toliau laikysime, kad sąlygos(a), (b) ir (c) yra visada išpildytos. Kitos toliau
minimos sąlygos galioja tik tada, kai yra nurodytos.

Sakysime, kad gamybos aibėY yra

(d) uždara, t. y. jei seka{yi} ⊂ Y ir yi → y ∈ R`, tai y ∈ Y ;

(e) iškila, t. y. jeiy′, y′′ ∈ Y ir λ ∈ [0, 1], tai λy′ + (1− λ)y′′ ∈ Y ;

(f) monotoniška, t. y. jeiy ∈ Y ir y′ ≤ y, tai y′ ∈ Y .

Gamybos aiḃes uždarumo sąlyga nėra vien tik techniṅe. Nesunku patikrinti (6.1.1 pra-
timas), kad kiekvienas efektyvus gamybos planas priklauso aibės kraštui (2.56apibṙeži-
mas). Gamybos aibės monotoniškumo sąlyga interpretuojama atsižvelgiant į susitarimą
dėl gamybos plano vektoriaus koordinačių ženklo. B ūtent,y′ ≤ y reiškia, kad pagal
gamybos planąy′ produkcijos yra pagaminama mažiau arba tiek pat, naudojant tiek pat
arba daugiau išteklių. Pastaroji prielaida taip pat reiškia, kad papildomas išteklių ar
produkcijos kiekis sunaikinamas be jokių kaštų (angl. free disposal).

Greta miṅetų gamybos aiḃes savybių, dažnai daroma jos kompaktiškumo prielai-
da. Ji grindžiama tuo, kad realybėje išteklių aiḃe visada yra baigtiṅe, priešingu atveju
nereik̇etų ir ekonomikos. Pastebėsime, kad monotoniškumo ir kompatiškumo prielaidos
nėra suderinamos.

Dažnai patogu gamybos aibęY apib ūdinti naudojant funkcijas. FunkcijaF : R` →
R vadinamatransformacijos funkcija, jei Y = {y ∈ R` : F (y) ≤ 0} ir F (y) = 0
tada ir tik tada, kaiy yra efektyvus gamybos planas. Efektyvių gamybos planų aibė
{y ∈ R` : F (y) = 0} taip pat vadinamatransformacijos siena(angl. transformation
frontier).
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Gamybos funkcija Paprastumo ḋelei toliau dažnai tarsime, kad gamybos produktas
yra tik viena`-toji gėryḃe. Tuo atveju gamybos aibęY sudaro vektoriai

y = (y1, . . . , y`) = (−x1, . . . ,−x`−1, u) = (−x, u)

su koordinaṫemisx1 = −y1 ≥ 0, . . . , x`−1 = −y`−1 ≥ 0 ir u = y` ≥ 0. Kiekvienam
x ∈ R`−1

+ , jei gamybos aiḃe monotoniška ir(−x, 0) ≤ 0, tai (−x, 0) ∈ Y , kadangi
0 ∈ Y .

Tegul0 ∈ W ⊂ R`−1
+ , o funkcijaf : W → R yra tolydi ir f(0) = 0. Sakysime, kad

f yragamybos funkcijaapibṙežtaišteklių aibėjeW , jei aibei

Y :=
{
(−x, u) : x ∈ W, 0 ≤ u ≤ f(x)

}
(6.1)

galioja savyḃes(a), (b) ir (c), ir (−x, u) ∈ Y yra efektyvus gamybos planas tada ir tik
tada, kaiu = f(x). Interpretuojant taip apibrėžtą gamybos funkcijąf galima sakyti,
kad kiekvienamx ∈ W , f(x) yra maksimalus̀ -tojo produkto kiekis pagaminamas
naudojantx išteklių, t. y.

f(x) = max{u : (−x, u) ∈ Y }.

Remiantis gamybos aibės sąlyga(b), egzistuoja toksx ∈ W , kadf(x) > 0.
Toliau kiekvienamu ≥ 0 apibṙežkime lygįu atitinkaňcią gamybos išteklių aibę

W (u) := {x ∈ W : (−x, u) ∈ Y } = {x ∈ W : f(x) ≥ u};

čia W (u) = ∅, jei nėra gamybos išteklių, reikalingų pagaminti`-tosios ġeryḃes u
vienetų. Aibę gamybos išteklių, kurių pakanka pagaminti lygiaiu vienetų`-tosios ġery-
bės žyṁesimeQ(u) ir vadinsimeizokvanta, t. y. kiekvienamu ≥ 0, izokvanta yra aiḃe

Q(u) := {x ∈ W : f(x) = u} = f−1[u].

Jeiu 6= u′, tai izokvantosQ(u) ir Q(u′) nesikerta. Toḋel lygybė

W =
⋃

u≥0

W (u) =
⋃

u≥0

Q(u)

reiškia, kad izokvantos suskaido išteklių aibęW į nesikertaňcias aibesQ(u) – ekviva-
lentumo klases. Taigi kiekvienamx ∈ W , f(x) = u jei x ∈ Q(u).

Gamybos aibių pavyzdžiai Viena iš seniausiai ir dažniausiai naudojamų gamybos
funkcijų yraCobbo–Douglaso funkcija:

f(x) = b

`−1∏

i=1

xai
i , x = (xi) ∈ R`−1

+ ,
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kur b ir ai yra teigiamos konstantos. Ši funkcija jau buvo ir kaip naudingumo funkcija
individualaus alternatyvų pasirinkimo teorijoje (žr. (3.9)). Atveju` = 3 ir a1 = 1−a2 =
a ∈ (0, 1), t. y. esant dviem išteklių r ūšims ir vienai produktų r ūšiai,Cobbo–Douglaso
gamybos funkcija apib ūdinama gamybos aibė yra

Y = {(−x1,−x2, u) ∈ R3 : x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, 0 ≤ u ≤ xa
1x

1−a
2 }.

Be to, kiekvienamu ≥ 0

W (u) = {(x1, x2) ∈ R2
+ : u ≤ xa

1x
1−a
2 }

ir
Q(u) = {(x1, x2) ∈ R2

+ : u = xa
1x

1−a
2 }

yra gamybos išteklių aiḃe ir izokvanta.
Kita dažnai ekonometriniuose darbuose naudojama gamybos funkcija yratransfor-

macijos pastovaus elastingumo(angl. constant elasticity of substitution), arba CES,
funkcija:

f(x) = b
( `−1∑

i=1

αix
ρ
i

)1/ρ
, x = (xi) ∈ R`−1

+ ,

kur b > 0, ρ 6= 0 ir αi > 0. Gamybos aiḃe, gamybos išteklių aiḃe ir izokvanta api-
brėžiamos kaip irCobbo–Douglaso atveju, tǎciau, priklausomomai nuo parametroρ, šių
aibių savyḃes yra gerokai įvairesnės.

Tarkime, kada > 0 ir b > 0. Leontiefo technologijos gamybos aibė erdv̇ejeR3 yra
apibṙežiama taip:

Y = {(−x1,−x2, u) ∈ R3 : x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, 0 ≤ u ≤ min{ax1, bx2}}.
Be to, kiekvienamu ≥ 0,

W (u) = {(x1, x2) ∈ R2
+ : u ≤ min{ax1, bx2}},

Q(u) = {(x1, x2) ∈ R2
+ : u = min{ax1, bx2}}.

Leontiefo technologijos gamybos funkcija yraf(x) = min{ax1, bx2} visiemsx =
(x1, x2) ≥ 0.

Pelno maksimizavimas Firmos ekonominiu pelnu yra laikomas skirtumas tarp pa-
jamų ir kaštų. Pajamos ir kaštai priklauso nuo gėrybių kainos, už kurią parduoda-
mi gaminiai, ir kainos, už kurią perkami ištekliai. Be to, pajamos ir kaštai priklauso
ir nuo firmos veiksmų: gamybiṅe veikla, gamybos sąnaudų pirkimas, reklamos pirki-
mas it t. t. Pažyṁejus tokius veiksnius(v1, . . . , vn) bei nuo jų priklausaňcias pajamas
P (v1, . . . , vn) ir kaštusK(v1, . . . , vn), pelno maksimizavimo problemaatrodys taip:

max
v1,...,vn

{P (v1, . . . , vn)−K(v1, . . . , vn)}. (6.2)
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Toliau nagriṅesime firmos veiklą atsižvelgdami tik į dviejų r ūšių apribojimus: tech-
nologinius ir rinkos. Pirmieji – technologiniai apribojimai yra išreikšti gamybos aibeY .
Antrieji – rinkos apribojimai yra susiję su kaina. Firma negali parduoti savo produkto
brangiau negu jos gaminių vartotojai sutinka mokėti. Be to, firma negali pirkti išteklių
pigiau, negu jų tiek̇ejai reikalauja už ġerybes, reikalingas gamybos planuiy ∈ Y . Ap-
skritai optimalus pelno maksimizavimo problemos sprendimas reikalauja nagrinėti abu
apribojimus kartu. Tǎciau konkurenciṅes rinkos modelyje gamybos pelno maksimiza-
vimo problema yra nagriṅejama esant duotai kainai, t. y. kaina laikoma egzogeniniu
kintamuoju. Kitaip tariant, firma negali savarankiškai nustatyti kainos nes rinka yra
konkurenciṅe. Taigi firma maksimizuoti pelną gali rinkdamasi tik gamybos aibės ribose.
Toks firmos modelis yra vadinamaskonkurencine firma.

Toliau nagriṅejama gamintojo pelno maksimizavimo problema. Tarkime, kady ∈ Y
yra gamybos planas, op ∈ P ⊂ R`

+ yra kainų sistema, kaip ir iki šiol, sudaryta iš gamy-
bos planey esaňcių gėrybių vienetų kainų. Kadangi gamybos planey = (y1, . . . , y`)
teigiamieji skaǐciai išreiškia gamybiṅes veiklos sukurtas gėrybes, o neigiamieji išreiškia
suvartojamas ġerybes, tai skaliariṅe sandaugap·y yra lygi pajamų ir kaštų skirtumui, t.
y. lygi firmos pelnui esant duotai kainų sistemaip ∈ P . Pelno maksimizavimo problema
(6.2) konkurenciṅes firmos atveju reiškia klausimą ar egzistuoja gamybos planasy ∈ Y ,
kuris maksimizuoja pelnąp·y. Kadangi funkcijay 7→ p·y, y ∈ Y , yra tolydi, tai remi-
antisWeierstrasso teorema, pelno maksimizavimo problema turi sprendinį jei gamybos
aibė Y yra kompaktiška. Kitaip tariant,y∗ ∈ Y yra pelno maksimizavimo problemos
sprendinys, jei sup{p·y : y ∈ Y } = p·y∗. Tokiu atveju žyṁesime

πY (p) := π(p) := p·y∗ = max{p·y : y ∈ Y }.
Jei kiekvienamp ∈ P aibė

SY (p) := S(p) := argmax
{
p·y : y ∈ Y

}

= {y∗ ∈ Y : p·y∗ = sup{p·y : y ∈ Y }}
yra netuš̌cia, tai sakoma, kad aibėjeP yra apibṙežta konkurenciṅes firmospelno funkcija
p 7→ π(p), p ∈ P , o atitiktisηY ⊂ P × Y , apibṙežta priskirtimi

p 7→ ηY [p] := SY (p), p ∈ P, (6.3)

vadinamapasi ūlos atitiktimi. Jei pelno maksimizavimo problema turi vienintelį sprend-
inį kiekvienamp ∈ P , tai apibṙežtapasi ūlos funkcija(angl. supply function)

p 7→ ηY (p) := y∗ ∈ {y∗} = SY (p), p ∈ P. (6.4)

Pelno maksimizavimo problemą galima laikyti pasirinkimo iš gėrybių aiḃesY prob-
lema su labai paprasta naudingumo funkcijau(y) = p·y, y ∈ Y . Tuo tarpu pelno funkci-
ja πY yra netiesiogiṅes naudingumo funkcijos vartojimo kontekste analogas gamybai.
Lyginant gamybos ir vartojimo modelius, tiesine funkcija yra apib ūdinamos gamintojo
preferencijos ir vartotojo pasirinkimai iš biudžeto aibės.

Toliau nagriṅejamos pelno funkcijos ir pasi ūlos atitikties savybės.
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6.1 teiginys.Sakykime, kadY ⊂ R` yra gamybos aibė, o k ūgyjeP ⊂ R`
+ yra apibrėžtos

pelno funkcijaπY ir pasi ūlos atitiktisηY . Tada

(a) ηY yra nulinės eilės teigiamai homogeninė;

(b) πY yra pirmosios eilės teigiamai homogeninė;

(c) πY yra iškila, jeiP yra iškila aibė;

(d) πY yra tolydi iš apačios, t. y. duotiemsp0 ∈ P ir ε > 0 egzistuoja tokiap0 aplinka
U ⊂ P , kadπY (p) ≥ πY (p0)− ε visiemsp ∈ U .

Įrodymas.Tarkime, kadp ∈ P , λ > 0 ir y ∈ SY (p). Tadap·y ≥ p·z visiemsz ∈ Y .
Kadangi

(λp)·y = λ(p·y) ≥ λ(p·z) = (λp)·z
visiemsz ∈ Y , tai y ∈ SY (λp). Be to,πY (λp) = λπY (p) kadangi(λp)·y = p·(λy).
Jeiy ∈ SY (λp), tai panašiai gaunamey ∈ SY (p), kas įrodo lygybęSY (λp) = SY (p) ir
teiginius(a) ir (b).

Tarkime, kad aiḃeP yra iškila,p′, p′′ ∈ P ir λ ∈ (0, 1). Tadap := λp′+(1−λ)p′′ ∈
P ir egzistuojay ∈ S(p). Atsižvelgiant į skaliariṅes daugybos tiesiškumą ir pelno
funkcijos apibṙežimą, teisinga nelygybė

πY (p) =
(
λp′ + (1− λ)p′′

)·y = λ
(
p′·y)

+ (1− λ)
(
p′′·y)

≤ λπY (p′) + (1− λ)πY (p′′).

Tai reiškia, kad pelno funkcijaπY yra iškila ir teisingas teiginys(c).
Tarkime, kadp0 ∈ P , ε > 0 ir y0 ∈ S(p0). Tadap0·y0 = π(p0) ir remiantis skaliar-

inės daugybos tolydumu (2.4.7 pratimas) egzistuoja toksδ > 0, kadp·y0 ≥ p0·y0 − ε
visiems tiemsp, kuriems|p− p0| < δ. Tuo labiau yra teisinga nelygybė

π(p) ≥ p·y0 ≥ p0·y0 − ε = π(p0)− ε

visiemsp esantiems pakankamai artip0. Tai ir įrodo teiginį(d).

Teisingas ir stipresnis teiginio6.1(d) variantas, jei papildomai gamybos aibė Y yra
kompaktiška. Tuo atveju pelno funkcijaπY yra tolydi savo apibṙežimo aiḃeje.

6.2 teiginys. Jei gamybos aibėY ⊂ R` yra netuščias kompaktas, tai pelno funkcijaπY

yra apibrėžta ir tolydi aibėjeR`
++.

Įrodymas.Kiekvienamp > 0, y 7→ p·y, y ∈ Y , yra tolydi funkcija ir, remiantisWeier-
strasso teorema (2.65teorema), ji įgyja maksimumą, t. y. pelno funkcijaπY yra apibṙežta
aibėjeR`

++. Remiantis6.1(c) teiginiu, pakanka įrodyti funkcijosπY tolydumą iš viršaus.
Tarkime, kadp0 > 0 ir ε > 0. Kadangi skaliariṅe daugyba yra tolydi dviejų argumen-
tų funkcija, tai kiekvienamy ∈ Y egzistuoja tokia vektoriausp0 atvira aplinkaU(y) ir
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tokia vektoriausy atvira aplinkaV (y), kadp·z ≤ p0·y+ε visiemsp ∈ U(y) ir z ∈ V (y).
Atvirosios aplinkos{V (y) : y ∈ Y } sudaro aiḃesY atvirą denginį. KadangiY yra kom-
paktas, tai egzistuoja baigtinisY denginysV (y1), . . . , V (yk). TegulU := ∩k

i=1U(yi).
TadaU yra vektoriausp0 atviroji aplinka remiantis2.53(c) teiginiu. Tegulp ∈ U ir
y ∈ Y . Egzistuoja toksi ∈ {1, . . . , k}, kady ∈ V (yi). Kadangip ∈ U ⊂ U(yi), tai

p·y ≤ p0·yi + ε ≤ π(p0) + ε.

Kadangiy ∈ Y yra laisvai pasirenkamas, taiπ(p) ≤ π(p0)+ ε; tai ir reikėjo įrodyti.

Gamybos pasi ūla ir išteklių paklausa Vėl tarkime, kad firmos produktas yra tik viena
`-toji gėryḃe, t. y. efektyvus gamybos planas nusakomas vektoriumiy = (−x, f(x)) ∈
Y ⊂ R`, x ∈ W ⊂ R`−1

+ , o f yra gamybos funkcija apibrėžta gamybos išteklių aibėje
W . Šiuo atveju kainų sistemą žymėsime taip:p = (q, r) ∈ R`

+, kur q := (p1, . . . , p`−1)
ir r := p`, o atitinkama gamybos plano kaina bus

p·y = (q, r)·(−x, f(x)) = rf(x)− q·x, x ∈ W ⊂ R`−1.

Tada pelno funkciją galima išreikšti taip: kiekvienamr ∈ R+ ir q ∈ R`−1
+

π(q, r) = sup
{
rf(x)− q·x : x ∈ W}.

Jei maksimumas įgyjamas viename taške, tai aibėje R`
+ yra apibṙežta funkcijaξ su

reikšṁemis
ξ(q, r) := argmax

{
rf(x)− q·x : x ∈ W},

vadinamaišteklių paklausos funkcija(angl. factor demand function), o kompozicijaf◦ξ
vadinamaproduktų pasi ūlos funkcija. Tada pasi ūlos funkcija (6.4) išreiškiama vektorine
funkcijaηY = (−ξ, f◦ξ).

Prie šio gamybos modelio grįšime6.3skyrelio pabaigoje, nagrinėdami bendrąją pu-
siausvyrą.

Pratimai

1. Įrodyti, kad kiekvienas efektyvus gamybos planas priklauso gamybos aibės kraš-
tui.

2. Tarkime, kadW yra euklidiṅes erdv̇es poaibis irf : W → R yra gamybos funkci-
ja. Įrodyti, kad gamybos aiḃe Y su vienu gamybos produktu apibrėžta (6.1)
sąryšiu yra iškila tada ir tik tada, kai gamybos funkcijaf yra įgaubta.

3. Jei gamybos aiḃeY su vienu gamybos produktu yra iškila, tai atitinkama netuščia
gamybos išlaidų aiḃeW (u) taip pat iškila.

4. Tarkime, kad gamybos aibęY apibṙežianti gamybos funkcija yra griežtai įgaubta.
Jei pasi ūlos atitiktisηY apibṙežta, tai ji yra funkcija.
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5. Tarkime, kad gamybos funkcijaf(x) = min{x1, x2}a, x = (x1, x2) ≥ 0, a > 0.
Kokiemsa apibṙežtos išteklių paklausos funkcijaξ, pelno funkcijaπ ir rasti jas.

6. Tarkime, kad gamybos funkcijaf(x) = xa
1x

b
2, x = (x1, x2) > 0 ir a, b > 0. Rasti

išteklių paklausos funkcijąξ ir pelno funkcijąπY . Kokias sąlygas privalo tenkinti
a ir b?

7. Tarkime, kad gamybos funkcijaf(x) = a lnx1 + b ln x2, x = (x1, x2) > 0 ir
a, b > 0. Rasti paklausos funkcijąξ ir pelno funkcijąπY .

6.2 Socialiṅe sistema ir jos pusiausvyra

Socialine sistema laikysime grupę subjektų, kurie daro sprendimus (neb ūtinai ekono-
minio pob ūdžio). Svarbiausias sprendimų bruožas – renkamasi iš leistinų sprendimų
aibės ir pasirinkimai ṅera visiškai nepriklausomi vienas nuo kito. Kiekvienas subjek-
tas galimus sprendimus renkasi pagal savo asmenines preferencijas, o jo pasirinkimą
riboja visų kitų tokios sistemos subjektų pasirinkimų rezultatai. Pagrindinė šio skyrelio
teorema (6.5 teorema) nustato sąlygas, kada tokioje sistemoje egzistuoja pusiausvyra,
t. y. tokia b ūsena, kada visi subjektai pasirinko iš jam leistinų sprendimų aibės ir ṅera
poreikio keisti sprendimą.

Optimalių sprendimų aibė Socialinę sistemą sudaro bet kuri baigtinė subjektų aiḃe,
besielgiaňcių racionaliai ir priklausomai nuo vienas kito pasirinkimų. Kaip ir anksči-
au, racionalumas reiškia tai, kad maksimizuojama preferencijas išreiškianti funkcija.
Tarkime, kad socialiṅes sistemos subjekto pasirinkimą iš alternatyvų aibės Q riboja
aplinka, priklausanti nuo b ūsenos iš aibėsT . Taigi priklausomai nuo b ūsenost ∈ T
socialiṅes sistemos subjektas gali rinktis tik iš poaibioγ[t] ⊂ Q.

Sistemos subjekto pasirinkimo optimalumą apib ūdina funkcijosf : T × Q → R
reikšṁe f(t, q), (t, q) ∈ T × Q. Duotai aplinkos b ūsenait ∈ T socialiṅes sistemos
subjektas ieško tokio elementoq ∈ γ[t], kuris maksimizuoja funkcijąf(t, ·). Tarkime,
kad duotamt ∈ T visųoptimalių sprendimų aibėyra

µ[t] :=
{
z∗ ∈ γ[t] : f(t, z∗) = sup

z∈γ[t]
f(t, z)

} 6= ∅. (6.5)

Kaip ir ankšciau, ekonominių sprendimų atveju, tariame, kad kiekvienamt ∈ T ne-
tuš̌cioji aibėµ[t] gali tuṙeti daugiau nei vieną elementą, t. y.µ yra atitiktis išT į Q.

Toliau nustatomos sąlygos kada atitiktisµ bus tolydi iš išoṙes.

6.3 lema. Sakykime, kadT ir Q yra euklidinių erdvių poaibiai,Q yra kompaktiška,
f : T × Q → R yra tolydi funkcija ir γ yra tolydi atitiktis išT į Q su kompaktiškais
vaizdais. Tada(6.5) lygybe apibrėžta atitiktisµ yra tolydi iš išorės aibėjeT .
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Įrodymas.Pirmiausia įsitikinsime, kad kiekvienamt ∈ T , µ[t] yra uždara aiḃejeQ. Iš
tikro, tegul t ∈ T , seka(qn) ⊂ µ[t] ir qn → q ∈ Q, kai n → ∞. Kadangiγ turi
uždarus vaizdus, taiγ[t] yra uždara aiḃejeQ, ir todėl q ∈ γ[t]. Įrodysime, kadq ∈ µ[t].
Kadangi kiekvienamn, qn ∈ µ[t], tai f(t, qn) ≥ f(t, z) visiemsz ∈ γ[t]. Kadangi
f(t, ·) yra tolydi funkcija, tai seka(f(t, qn)) konverguoja, kain →∞, į f(t, q), ir todėl
f(t, q) ≥ f(t, z) visiemsz ∈ γ[t]. Toḋel q ∈ µ[t], o µ[t] yra uždara kiekvienamt ∈ T .
KadangiQ yra kompaktiška aiḃe, tai ir µ[t] yra kompaktiška kiekvienamt ∈ T (2.61
lema), t. y.µ turi kompaktiškus vaizdus. Taigi galima remtis išorinio atitikties tolydumo
4.12teoremos kriterijumi.

Tarkime, kad seka(tn) ⊂ T konverguoja įt0 ∈ T , o qn ∈ µ[tn] kiekvienamn.
Reikia įrodyti, kad egzistuoja sekos(qn) posekis, konverguojantis į kurį norsµ[t0] aibės
elementą. Pastebėkime, kadµ[t] ⊂ γ[t] kiekvienamt ∈ T , ir todėl qn ∈ γ[tn] kiekvien-
amn. Sekos(qn) posekis konverguojantis į aibėsγ[t0] elementąq0 egzistuoja, kadangi
atitiktisγ yra tolydi iš išoṙes remiantis4.12teorema. Kad rašyti b ūtų paprasčiau tarkime,
kad pati seka(qn) konverguoja įq0 ∈ γ[t0]. Reikia parodyti, kadq0 ∈ µ[t0]. Tam pakan-
ka parodyti nelygybę

f(t0, q0) ≥ f(t0, z) visiemsz ∈ γ[t0]. (6.6)

Tarkime, kadz ∈ γ[t0]. Kadangi atitiktisγ yra tolydi iš vidaus irtn → t0, tai remi-
antis 4.14 teorema egzistuoja tokia seka{zn} ⊂ Q, kuri konverguoja įz ir zn ∈
γ[tn] kiekvienamn. Toḋel ir kadangiqn ∈ µ[tn], kiekvienamn yra teisinga nelygy-
bė f(tn, qn) ≥ f(tn, zn). Kadangif tolydi, tai šioje nelygyḃeje peṙeję prie ribos, kai
n →∞, gauname, kad yra teisinga (6.6) nelygyḃe; tai ir reik̇ejo įrodyti.

Socialinės sistemos pusiausvyra Tarkime, kad toliau apibrėžiamoje socialiṅeje siste-
moje yraN subjektų žymimų indeksaisi ∈ N := {1, . . . , N}. Taip pat tarkime, kadQi

yra netuš̌cias euklidiṅes erdv̇es poaibis kiekvienami ∈ N , oQ := Q1×· · ·×QN yra šių
aibių Dekarto sandauga. Kiekvienami ∈ N ir q = (q1, . . . , qi−1, qi, qi+1, . . . , qN ) ∈ Q
tegul

Ti := Q1 × · · · ×Qi−1 ×Qi+1 × · · · ×QN (6.7)

ir
ti := qN\i := (q1, . . . , qi−1, qi+1, . . . , qN ) ∈ Ti, (6.8)

t. y. vektoriusti, gautas iš vektoriausq išmetusi-tąją koordinatęqi. Vektoriusti = qN\i
interpretuojamas kaip aplinkos poveikisi-tajam socialiṅes sistemos subjektui. Kiekvien-
ami ∈ N tegulfi : Ti×Qi → R yra funkcija, oγi yra atitiktis išTi į Qi. Taip apibṙežtas
rinkinys

E = (Qi, fi, γi) = (Qi, fi, γi)i∈N

vadinamasDebreu socialine sistema, o bet kuris vektoriusq ∈ Q vadinamas šiossiste-
mos b ūsena.
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Kitame skyrelyje ekonomiṅes rinkos konteksteQi bus interpretuojama arba kaip
vartojimo aiḃe, arba kaip gamybos aibė, arba kaip kainų sistemų aibė. Debreusocial-
inės sistemos b ūsenaq bus konkurenciṅes rinkos b ūsena, oqi busi-tojo rinkos subjekto
prekių pasirinkimas, gamybos planas ar kainų sistema. Funkcijafi bus, atitinkamai,
naudingumo funkcija, gamybos plano kaina ir visuminės pertekliṅes paklausos kaina, o
(netrivialia) atitiktimiγi bus biudžeto aiḃe.

Kalbant neformaliai,Debreusocialiṅes sistemos pusiausvyra laikysime tokią jos
b ūsenąq∗ = (q∗i )i∈N ∈ Q, kurios kiekviena komponentė q∗i yra nuo aplinkos poveikio
q∗N\i priklausaňcioje galimų sprendimų aiḃejeγi[q∗N\i] ir, be to, šioje aiḃeje maksimizuo-
ja funkcijąfi(q∗N\i, ·).

Tiksliau kalbant, kiekvienami ∈ N ir ti = qN\i ∈ Ti tegul

µi[ti] :=
{
z∗ ∈ γi[ti] : fi(ti, z∗) = sup

z∈γi[ti]
fi(ti, z)

} ⊂ Qi. (6.9)

6.4 apibrėžtis. Debreu socialinės sistemos(Qi, fi, γi)i∈N pusiausvyra, vadinama tokia
sistemos b ūsenaq∗ = (q∗1, . . . , q

∗
N ) ∈ Q, kadq∗i ∈ µi[q∗N\i] kiekvienami ∈ N .

Debreusocialiṅes sistemos, tuo pačiu ir konkurenciṅes rinkos pusiausvyros egzis-
tavimą įrodysime remdamiesiKakutanio teorema apie nejudamąjį tašką atitiktims.

Dabar mes jau pasiruošę įrodyti pusiausvyros egzistavimą tam tikromsDebreuso-
cialinės sistemoms. Primename, kad tolesnės teoremos viena iš sąlygų, funkcijos kvazi–
įgaubtumas, yra nusakyta apibrėžime2.104(c).

6.5 teorema.Sakykime, kad kiekvienami ∈ N , Qi yra netuščias, kompaktiškas ir iškilas
euklidinės erdvės poaibis, funkcijafi : Ti × Qi → R yra tolydi ir kvazi–įgaubta pagal
antrąjį argumentą, o atitiktisγi iš Ti į Qi yra tolydi bei turinti iškilus ir kompaktiškus
vaizdus. Tada egzistuoja Debreu socialinės sistemos(Qi, fi, γi)i∈N pusiausvyra.

Įrodymas.Tegul Q := Q1 × · · · × QN . Apibrėšime atitiktį išQ į Q ir įrodysime,
kad ji turi nejudamąjį tašką, nusakantį ieškomąDebreusocialiṅes sistemos pusiausvyros
b ūseną. Tarkime, kadi ∈ N . Pagal prielaidąγi[ti] yra kompaktiška aiḃe kiekvienam
ti ∈ Ti. Toḋel tolydi funkcijafi(ti, ·) maksimumą aiḃejeγi[ti] įgyja kuriame nors taške
z∗ ∈ γi[ti], o µi[ti], apibṙežta (6.9) sąryšiu, yra visų tokių taškų aibė. Kadangi aiḃes
µi[ti] ⊂ Qi, ti ∈ Ti, yra netuš̌cios, tai jos apibṙežia atitiktį µi iš Ti į Qi kiekvienam
i ∈ N . Tada kiekvienamq = (q1, . . . , qN ) ∈ Q turime netuš̌cią aibę

µ̃[q] := µ1[qN\1]× · · · × µN [qN\N ] ⊂ Q,

t. y. µ̃ yra atitiktis išQ į Q. Pagal šį ir6.4 apibṙežimusDebreusocialiṅes sistemos
(Qi, fi, γi)i∈N b ūsenaq∗ ∈ Q yra pusiausvyra tada ir tik tada, kaiq∗ ∈ µ̃[q∗], t. y.
kai q∗ yra atitiktiesµ̃ nejudamasis taškas. Parodysime, kad atitiktisµ̃ išpildoKakutanio
nejudamojo taško teoremos sąlygas (4.20teorema).

Aibė Q = Q1 × · · · × QN yra netuš̌cias, kompaktiškas ir iškilas euklidinės erdv̇es
poaibis, kadangi tokia yra kiekviena iš aibiųQi, i ∈ N . Kadangi atitiktisγi ir funkcija
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fi išpildo 6.3 lemos sąlygas, tai atitiktisµi yra tolydi iš išoṙes aiḃeje Ti kiekvienam
i ∈ N . Tegul

µ̃i[q] := µi[qN\i] (6.10)

kiekvienami ∈ N . Nesunku patikrinti (6.2.1 pratimas), kad kiekvienãµi atitiktis išQ į
Qi taip pat tolydi iš išoṙes aiḃejeQ. Panašiai, tiesiog tikrinant apibrėžimą ar naudojantis
4.12teoremos kriterijumi, nesunku įsitikinti (6.2.2 pratimas), jog atitiktis

µ̃ = µ̃1 × · · · × µ̃n (6.11)

taip pat yra tolydi iš išoṙes aiḃejeQ. Atitikties µ̃ vaizdai iškili, nes kiekvienami ∈ N ir
q ∈ Q aibė µ̃i[q] yra dviejų aibiųγi[ti] ir

{
z∗ ∈ Qi : fi(ti, z∗) = sup

z∈γi[ti]
fi(ti, z)

}
(6.12)

sankirta. Pirma aiḃe yra iškila pagal prielaidą, o antra yra iškila, nesfi(ti, ·) yra kvazi-
įgaubta funkcija (6.2.3 pratimas). Toḋel iškilos yra jų sankirtos̃µi[q], i ∈ N , bei aiḃe
µ̃[q] = µ̃1[q]×· · ·×µ̃N [q] kiekvienamq ∈ Q. Taigi išpildytos visosKakutanio teoremos
(4.20 teorema) sąlygos. Remiantis šia teorema atitiktisµ̃ turi nejudamąjį tašką; tai ir
reikėjo įrodyti.

Šia teorema naudosiṁes kitame skyrelyje, įrodydami konkurencinės rinkos bendro-
sios pusiausvyros egzistavimą.

Pratimai

1. Įrodyti, kad (6.10) lygybe apibṙežta atitiktisµ̃i yra tolydi iš išoṙes aiḃejeQ.

2. Įrodyti, kad (6.11) lygybe apibṙežta atitiktisµ̃ yra tolydi iš išoṙes aiḃejeQ.

3. Įrodyti, kad aiḃe, apibṙežta (6.12) lygybe, yra iškila.

6.3 Rinkos bendroji pusiausvyra

Šiame skyrelyje nagriṅejama rinka, kurios subjektai yra vartotojai ir gamintojai. Kadan-
gi tokia rinka iš principo gali apimti visą šalies ekonomiką, žodžiai „rinka“ ir „ekonomi-
ka“ šiame skyrelyje yra sinonimai. Kaip ir grynųjų mainų rinkos atveju, apibrėžiama
tokios rinkos bendroji pusiausvyra ir nustatomos jos egzistavimo sąlygos. Matysime,
kad bendrosios pusiausvyros egzistavimas išplaukia iš jau aptarto pusiausvyros egzis-
tavimoDebreusocialiṅeje sistemoje.
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Arrow–Debreu ekonomika Kaip ir ankšciau tariame, kad rinką sudaro vartotojaii ∈
V = {1, . . . , n}, gamintojaij ∈ G = {1, . . . ,m} ir bendrieji ištekliai, kuriuos sudarò
gėrybių vektoriuse ∈ R`. i-tąjį vartotoją apib ūdina netuščia jo vartojimo aiḃeXi ⊂ R`

ir šioje aiḃeje apibṙežtas racionalusis preferencijos sąryšisºi, t. y. pora(Xi,ºi) yra
prekių laukas. Toliau tariama, kad prekių laukas(Xi,ºi) yra tolydus.j-tąjį gamintoją
apib ūdina netuščia gamybos aiḃe Yj ⊂ R`. Taigi Arrow–Debreuekonomikos modelis,
arba, trumpiau,Arrow–Debreuekonomika, yra rinkinys:

E := (Xi,ºi, Yj , e) = ((Xi,ºi)i∈V , (Yj)j∈G, e). (6.13)

Bet kuris ġerybių rinkinys

(xi, yj) := (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)

∈ X1 × · · · ×Xn × Y1 × · · · × Ym ⊂ R`(n+m)

vadinamaspaskirstiniu(angl. allocation).
EkonomikosE paskirstinį(xi, yj) atitinkantivisuminė perteklinė paklausayra ġery-

bių vektorius
Z(xi, yj) :=

∑

i∈V

xi −
∑

j∈G

yj − e ∈ R`. (6.14)

Dėl ženklo vartojimo vektoriujeyj visos suvartojamos gėryḃes yra su pliuso ženklu, o
visos sukuriamos ġeryḃes yra su minuso ženklu. Todėl vektoriausZ(xi, yj) koordinaṫe
yra neigiama, jei atitinkamos gėryḃes rinkoje yra perteklius, ir teigiama, jei tos gėry-
bės rinkoje yra nepakankamai. Primename, kad paskirstinys(xi, yj) yra leistinas, jei jį
atitinkanti visumiṅe pertekliṅe paklausaZ(xi, yj) ≤ 0. Kaip jau aiškinome1.3skyrely-
je, jei paskirstinys leistinas, tai rinka subalansuota.

Arrow–Debreuekonomikos modelis ṅera išsamus nagrinėjamos situacijos apib ūdin-
imas. Pavyzdžiui, jame nėra nustatyti individualaus vartotojo resursai. Tai gali b ūti
daroma keliais b ūdais. Šiame skyrelyje naudojamas resursų vartotojams paskirstinys
grindžiamas privǎciosios nuosavyḃes principu.

Privačiosios nuosavyḃes ekonomika Vartotojo problema, suformuluota5.1skyrelyje,
yra vartotojo galimyḃe optimaliai rinktis iš biudžeto aiḃes. Kitaip tariant,i-tojo vartotojo
pasirinkimas, maksimizuojant savo preferencijas, yra ribojamas turima biudžeto aibe
Bi(p, wi) = {x ∈ Xi : p·x ≤ wi}; čia, kaip ir ankšciau,p ∈ P ⊂ R`

+ yra kainų sistema,
o wi yra pradinis turtas. Taigi vartotojo pasirinkimai priklauso nuo kainų sistemos ir nuo
pradinio turto, kurisArrow–Debreuekonomikoje dar ṅera apibṙežtas.

Privǎcios nuosavyḃes ekonomikojei-tojo vartotojo pradinį turtąwi sudaro pradinių
įnašų, žymimų vektoriumiei, turtas, gaunamas iš gamintojų pelno. Tokį paskirstinį
galima pagrįsti, kai dalis gamintojų firmos nuosavybės priklauso vartotojams. Be to,
individualiųjų įnašų suma turi sutapti su bendrųjų išteklių vektoriumie, t. y.

e =
∑

i∈V

ei. (6.15)
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Tarkime, kad{θij} = {θij : i ∈ V, j ∈ G} yra rinkinys tokių realiųjų neneigiamųjų
skaǐcių, kad

∑
i∈V θij = 1 kiekvienamj ∈ G. Šią sąlygą interpretuosime taip: visa

kiekvienos firmos nuosavybė yra privati ir priklauso atskiriems vartotojams. Pažymėję
j-tojo gamintojo–firmos gautą pelnąrj , laikysime, jogi-tojo vartotojo pradinis turtas
yra

wi ≡ wi(p) = p·ei +
∑

j∈G

θijrj .

Gamintojo problema, suformuluota6.1skyrelyje, yra parinkti tokią gamybos technologi-
ją, kuri leidžia gauti didžiausią pelną, esant duotai kainai. Prisiminkime, kadj-tojo
gamintojo–firmos gamybos aibė Yj ⊂ R` yra sudaryta iš ġerybių vektoriųyj taip, kad
suvartojamos ġeryḃes kiekis turi neigiamą ženklą, o pagaminamos gėryḃes kiekis turi
teigiamą ženklą. Tokiu b ūdu duotam kainos vektoriuip ∈ P minėtasisj-tojo gamintojo
pelnas yrarj = πj(p) = max{p·y : y ∈ Yj}, ir todėl i-tojo vartotojo pradinis turtas yra

wi(p) = p·ei +
∑

j∈G

θijπj(p) kiekvienami ∈ V . (6.16)

Apibendrinę sakysime, kadprivačiosios nuosavybės Arrow–Debreu ekonomikayra
vartotojų pasirinkimus nusakantis rinkinys{Xi,ºi, ei}n

i=1, gamintojų pelno paskirstinį
tarp vartotojų nusakantis rinkinys{θij}, gamybos aibių rinkinys{Yj}m

j=1 ir kainos sis-
temų aiḃeP , arba glaustai, privǎcios nuosavyḃesArrow–Debreuekonomika yra rinkinys

E = (Xi,ºi, Yj , ei, θij , P ). (6.17)

Arrow–Debreu ekonomikos pusiausvyra Tarkime, kadE yra privǎciosios nuosavy-
bėsArrow–Debreuekonomika. Šios ekonomikosb ūsenąsudaro visų vartotojų pasirink-
tų gėrybių vektorių rinkinys(xi) = (x1, . . . , xn), visų gamybos planų vektorių rinkinys
(yj) = (y1, . . . , ym) ir kainų sistemos vektoriusp ∈ P , arba, glaustai, b ūsena yra
rinkinys

(xi, yj , p) := (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, p)

∈ X1 × · · · ×Xn × Y1 × · · · × Ym × P ⊂ R`(n+m+1).

Priminsime, kadϕXi yra i-tojo vartotojoWalraso paklausos atitiktis apibrėžta (5.3)
sąryšiu, oηYj yra j-tojo gamintojo pasi ūlos atitiktis apibrėžta (6.3) sąryšiu.

6.6 apibrėžtis. Arrow–DebreuekonomikosE b ūsena(x∗i , y
∗
j , p

∗) yrapusiausvyra, jei

(a) kiekvienami ∈ V , x∗i ∈ ϕXi [p
∗, wi(p∗)], t. y. x∗i yra prekių lauką(Xi,ºi) ir

biudžeto aibęBi(p∗, wi(p∗)) atitinkantis vartotojo optimalaus pasirinkimo prob-
lemos sprendinys;

(b) kiekvienamj ∈ G, y∗j ∈ ηYj [p
∗], t. y.y∗j yra gamybos aiḃesYj pelną maksimizuo-

jantis gamybos planas esant kainų sistemaip∗;
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(c) visumiṅe pertekliṅe paklausaZ(x∗i , y
∗
j ) ≤ 0 ir p∗·Z(x∗i , y

∗
j ) = 0.

Lyginant su grynųjų mainų rinkos pusiausvyra (5.28 apibṙežimas),Arrow–Debreu
rinkoje greta vartotojo dalyvauja ir gamintojas, o vartotojo pasirinkimas gali turėti ne
vienintelį optimalų sprendinį. Kaip rodo kitas teiginys,Arrow–Debreuekonomikos pu-
siausvyroje kiekvienas vartotojo optimalus sprendinys priklauso jo biudžeto kraštui.

6.7 teiginys. TegulE yra Arrow–Debreuekonomika su privačia nuosavybe. Jei b ūsena
(x∗i , y

∗
j , p

∗) yra šios ekonomikos pusiausvyra, taip∗·x∗i = wi(p∗) kiekvienami ∈ V .

Įrodymas.Remiantis6.6 apibṙežimo(a) savybe,p∗·x∗i ≤ wi(p∗) kiekvienami ∈ V .
Priešingai teiginiui tarkime, kad egzistuoja nors vienas vartotojasi, kurio pasirinkimo
kainap∗·x∗i < wi(p∗). Tada sumuojant pagal visusi ∈ V griežta nelygyḃe vis dar
galioja ir, naudojant (6.15), (6.16) bei (6.14), gauname

∑

i∈V

p∗·x∗i <
∑

i∈V

wi(p∗) =
∑

i∈V

p∗·ei +
∑

i∈V

∑

j∈G

θijp
∗·y∗j

= p∗·e +
∑

j∈G

p∗·y∗j =
∑

i∈V

p∗·x∗i − p∗·Z(x∗i , y
∗
j ).

Šios griežtos nelygyḃes kaiṙe ir dešiṅe puṡes yra lygios kadangip∗·Z(x∗i , y
∗
j ) = 0 remi-

antis6.6apibṙežimo(c) savybe. Gauta prieštara įrodo teiginį.

KadangiArrow–Debreuekonomikos pusiausvyros b ūsenos(x∗i , y
∗
j , p

∗) komponen-
tėsx∗i ir y∗j priklauso nuo kainų sistemosp∗, tai atitinkamos visumiṅes pertekliṅes pak-
lausos reikšṁes Z(x∗i , y

∗
j ) taip pat priklauso nuo kainų sistemos. Ta priklausomybė

išreiškiama atitiktimi

ζ[p∗] :=
∑

i∈V

ϕXi [p
∗, wi(p∗)]−

∑

j∈G

ηYj [p
∗]− {e} (6.18)

=
{
Z(x∗i , y

∗
j ) : x∗i ∈ ϕXi [p

∗, wi(p∗)], y∗j ∈ ηYj [p
∗]

} ⊂ R`;

čiaϕXi yraWalraso paklausos atitiktis irηYj yra pasi ūlos atitiktis.
Dabar jau esame pasiruošę įrodyti bendrosios pusiausvyros egzistavimo teoremą

Arrow–Debreuekonomikai.

6.8 teorema.Tarkime, kad Arrow–Debreu ekonomikaE yra toks rinkinys(6.17), kad

(a) kiekvienami ∈ V vartojimo aibėXi ⊂ R`
+ yra iškila, kompaktiška ir egzistuoja

toksx̃i ∈ Xi, kadx̃i < ei;

(b) kiekvienami ∈ V prekių laukas(Xi,ºi) yra tolydus, iškilas ir lokaliai nepasoti-
namas;

(c) kiekvienamj ∈ G gamybos aibėYj ⊂ R` yra iškila ir kompaktiška;
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(d) P = R`
+ \ {0}.

Tada Arrow–Debreu ekonomikojeE egzistuoja pusiausvyra.

Įrodymas.Remiantis5.9(a) ir 6.1(a) teiginiais,Walraso paklausos atitiktisϕXi ir pasi ū-
los atitiktisηYj yra nuliṅes eil̇es teigiamai homogeniškos. Todėl nulinės eil̇es teigiamai
homogeniška yra visuminės pertekliṅes paklausos atitktis (6.18). Remiantis6.6 api-
brėžimu, kiekvienamλ > 0 b ūsena(x∗i , y

∗
j , λp∗) yra pusiausvyra tada ir tik tada, kai

pusiausvyra yra b ūsena(x∗i , y
∗
j , p

∗). Be to, abi b ūsenos turi tą pačią visuminę pertek-
linę paklausąZ(x∗i , y

∗
j ). Taigi galima tarti, kad kainų sistemų aibė P yra standartinis

simpleksas

σ = {p = (ph) ∈ R`
+ :

∑

h

ph = 1}. (6.19)

Aibėσ yra iškila ir kompaktiška (6.3.1 pratimas). Toliau įrodysime, kadArrow–Debreu
ekonomikaE yraDebreusocialiṅe sistema, sudaryta išn vartotojų,m gamintojų ir vieno
fiktyvaus rinkos dalyvio, kuris renkasi kainą.

Tarkime, kad(Qi, fi, γi)i∈N yra Debreusocialiṅe sistema, kurN = {1, . . . , N},
N := n + m + 1, ir

Qi :=





Xi jei i = 1, . . . , n,
Yi−n jei i = n + 1, . . . , n + m,
σ jei i = N = n + m + 1.

VisosQi aibės yra netušti, kompaktiški ir iškili euklidinės erdv̇esR` poaibiai, t. y. jos
išpildo6.5teoremos reikalavimus šioms aibėms. TegulDebreusocialiṅes sistemos b ūse-
naq ∈ Q1 × · · · × QN yra Arrow–Debreuekonomikos b ūsena(xi, yj , p). Toliau api-
brėžiama socialiṅes sistemos subjekto pasirinkimą vertinanti funkcijafi : Ti×Qi → R,
čia Ti ir jos elementaiti = qN\i apibṙežti (6.7) ir (6.8) sąryšiais. Remiantis3.14teo-
rema, kiekvienami ∈ {1, . . . , n} egzistuoja prekių lauką(Xi,ºi) išreiškianti tolydi
naudingumo funkcijaui. Taigi šiemsi sąryšiu

fi(qN\i, xi) := ui(xi), xi ∈ Xi, (6.20)

apibṙežta funkcijafi yra tolydi, nes nuo pirmojo argumento nepriklauso. Be to, ji yra
kvazi–įgaubta pagal antrąjį argumentą remiantis3.19 teiginiu. Toliau, jeii ∈ {n +
1, . . . , n + m}, tai

fi(qN\i, yi−n) := p·yi−n, yi−n ∈ Yi−n. (6.21)

Dešiṅeje puṡeje esanti funkcija yra bitiesinė ir toḋel fi yra tolydi bei kvazi–įgaubta pagal
antrąjį argumentą. Pagaliau, jeii = n + m + 1 = N , tai

fi(qN\i, p) := p·Z(xi, yj), p ∈ σ. (6.22)
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Kadangi funkcija(xi, yj) 7→ Z(xi, yj) yra tiesiṅe visųn + m argumentų atžvilgiu, tai
funkcijafN yra bitiesiṅe ir toḋel taip pat yra tolydi bei kvazi–įgaubta pagal antrąjį argu-
mentą. FunkcijosfN maksimizavimas kainų sistemosp atžvilgiu reiškia kainos didin-
imą tos ġeryḃes, kurios paklausa yra didesnė už pasi ūlą (visuminė pertekliṅe pasi ūla yra
teigiama), ir kaina yra mažinama tos gėryḃes, kurios paklausa yra mažesnė už pasi ūlą
(visumiṅe pertekliṅe pasi ūla yra neigiama).

Lieka apibṙežti atitiktisγi, kurios kiekvienamDebreusocialiṅes sistemos dalyviui
nusako jo galimų pasirinkimų aibę, t. y. aplinkos poveikį. Gamintojų ir fiktyvausDe-
breusocialiṅes sistemos subjekto pasirinkimų aibės yraYj ir σ, kurios nepriklauso nuo
aplinkos poveikio, t. y. kiekvienamti ∈ Ti

γi[ti] :=
{

Yi−n jei i = n + 1, . . . , n + m,
σ jei i = N = n + m + 1.

(6.23)

Tai reiškia, kad kiekviena išDebreusocialiṅes sistemos atitiǩcių γi, i ∈ {n+1, . . . , n+
m + 1} turi iškilus ir kompaktiškus vaizdus, be to, yra nekintanti (konstanta), o todėl ir
tolydi. Kitaip yra su vartotojų pasirinkimais. Kiekvienami ∈ {1, . . . , n} ir ti ∈ Ti tegul

γi[ti] := Bi(p, wi(p)) = {x ∈ Xi : p·x ≤ wi(p)}; (6.24)

čiawi(p) yra apibṙežta lygybe (6.16). Be to, tai reiškia, kad vartotojo pasirinkimas prik-
lauso nuo aplinkos poveikio, nes biudžeto aibė priklauso nuo kainų sistemosp – vienos
iš ti = qN\i koordinǎcių. Remiantis5.1teiginiu, kaii ∈ {1, . . . , n}, atitiktiesγi vaizdai
yra iškilos ir kompaktiškos aiḃes. Įrodysime šios atitikties tolydumą. Pastebėsime, kad

Ti 3 ti 7→ p 7→ (p, wi(p)) 7→ Bi(p, wi(p)) = γi[ti] ⊂ Xi, (6.25)

t. y. γi yra biudžeto atitiktiesβi iš σ × R į Xi, funkcijosp 7→ (p, wi(p)) ir projekcijos
ti 7→ p kompozicija. Kadangi pelno funkcijaπj yra tolydi aiḃejeσ kiekvienamj remi-
antis6.2 teiginiu, tai funkcijap 7→ wi(p), apibṙežta (6.16) lygybe, yra tolydi aiḃejeσ.
Be to, kadangi0 ∈ Xi ⊂ R`

+ ir x̃i < ei, tai 0 ≤ p·x̃i < p·ei kiekvienai kainų sistemai
p ∈ σ. Kitais žodžiais, nelygyḃe

0 ≤ inf{p·x : x ∈ Xi} < wi(p) (6.26)

yra teisinga visiemsi ∈ {1, . . . , n} ir p ∈ σ. Toḋel atitiktisβi yra tolydi taške(p, wi(p))
remiantis5.3(b), (c) teorema ir (6.26) nelygybe. Kadangi tolydžiųjų atitiǩcių kompozi-
cija yra tolydi (4.18teiginys), tai kompozicija (6.25) ir tuo pǎciu atitiktis γi yra tolydi
kiekvienami ∈ {1, . . . , n}. Taigi išpildytos visos6.5 teoremos sąlygos, o tai reiškia,
jog sukonstruotojiDebreusocialiṅe sistema(Qi, fi, γi)i∈N turi pusiausvyrą.

Tegulq∗ = (x∗i , y
∗
j , p

∗) ∈ Q = Q1 × · · · × QN yra šiame įrodyme sukonstruotos
Debreusocialiṅes sistemos pusiausvyra, t. y. kiekvienami ∈ N

q∗i ∈ µi[q∗N\i] =
{

z∗i ∈ γi[t∗i ] : fi(t∗i , z
∗
i ) = sup

z∈γi[t∗i ]
fi(t∗i , z)

}
. (6.27)
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Įrodysime, kad b ūsenaq∗ yra Arrow–DebreuekonomikosE pusiausvyra. Pagal (6.27)
ir (6.23), kiekvienamj ∈ G, y∗j = q∗n+j maksimizuoja (6.21) funkciją aiḃeje Yj , ir
todėl p∗·y∗j = πj(p∗), t. y. išpildyta6.6 apibṙežimo sąlyga(b). Pagal (6.27) ir (6.24)
kiekvienami ∈ V , x∗i = q∗i maksimizuoja (6.20) funkciją aiḃejeBi(p∗, wi(p∗)), t. y.
x∗i ∈ ϕXi [p

∗, wi(p∗)], o tai reiškia, kad yra išpildyta6.6 apibṙežimo sąlyga(a). Be to,
remiantis5.8 išvada,x∗i yra ant biudžeto aiḃes krašto, t. y.

p∗·x∗i = wi(p∗) = p∗·ei +
∑

j∈G

θijp
∗·y∗j , kiekvienami ∈ V .

Sumuodami pagali, remdamiesi (6.15) ir keisdami sumavimo tvarką, kadangi
∑

i θij =
1 kiekvienamj, gauname, kad

0 =
∑

i∈V

p∗·x∗i − p∗·e−
∑

j∈G

p∗·y∗j = p∗·Z(x∗i , y
∗
j ).

Remiantis (6.27) ir (6.23) p∗ maksimizuoja (6.22) funkciją, ir toḋel iš pastarosios lygy-
bės išplaukia, kad

p·Z(x∗i , y
∗
j ) ≤ 0 kiekvienamp ∈ σ.

Jei bent vienos iš ġerybiųh ∈ {1, . . . , `} visumiṅe pertekliṅe paklausaZh(x∗i , y
∗
j ) yra

griežtai teigiama, tai laikydami šios gėryḃes kainą lygia vienetui, o visų kitų gėrybių
kainą lygia nuliui, gautumę prieštarą paskutinės išnašos nelygybei. Todėl Zh(x∗i , y

∗
j ) ≤

0 kiekvienamh, o tai reiškia, kad yra išpildyta6.6apibṙežimo sąlyga(c). Taigi b ūsena
q∗ = (x∗i , y

∗
j , p

∗) yra Arrow–DebreuekonomikosE pusiausvyra; tai ir reik̇ejo įrodyti.

Rinkos kvazi–tiesinis modelis Kai išpildytos įrodytos teoremos prielaidos, tai galime
teigti, jogArrow–Debreuekonomikoje egzistuoja bendroji pusiausvyra. Tačiau teorema
nenurodo metodo, kaip rasti bent vieną pusiausvyros b ūseną.5.4 skyrelyje maṫeme,
kadCobbo–Douglaso grynųjų mainų rinkos atveju nesunku rastiWalraso pusiausvyrą.
Norėdami iliustruoti pusiausvyros paieškos ypatybes esant gamybai, nagrinėsime kitą
pavyzdį, vadinamądviejų gėrybių rinkos kvazi–tiesiniu modeliu.

Kaip ir ankšciau tarkime, kad rinką sudaron vartotojų,m gamintojų ir` = 2 gėry-
bių. Tarkime, kad kiekvienami ∈ V = {1, . . . , n}, Xi = R2

+ yra vartojimo aiḃe ir
i-tojo vartotojo naudingumo funkcija yraui su reikšṁemis:

ui(x) := x1 + gi(x2), x = (x1, x2) ∈ R2
+;

čia gi : R → R yra C2 klaṡes funkcija turinti išvestinesg′i(t) > 0 ir g′′i (t) < 0 visiems
t ≥ 0. Pastaroji sąlyga garantuoja, kad funkcijagi yra griežtai įgaubta. Kadangi
ui funkcija yra tiesiṅe pagal pirmąją koordinatę, tai pusiausvyros paieška gerokai su-
paprasṫeja, o modelis vadinamas kvazi–tiesiniu. Remiantis3.19(b) teiginiu, nesunku
įrodyti, kad prekių laukas(R2

+,ºi), apibṙežiamas naudingumo funkcijaui, yra griežtai
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iškilas. Toḋel remiantis5.6(b) išvada, vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi
vienintelį sprendinį su kiekviena teigiama kainų sistema. Tarkime, kad nėra antrosios
gėryḃes pradinio įnašo, tai reiškia, kad šią gėrybę gamina tik firmos, oi-tojo vartotojo
pirmosios ġeryḃes pradinį įnašą žyṁesimevi > 0. Tada bendrasi-tojo vartotojo pradinis
įnašas yraei = (vi, 0) kiekvienami ∈ V .

Kiekvienamj ∈ G = {1, . . . , m}, j-toji firma apib ūdinamaC2 klaṡes gamybos
funkcija fj : W → R su iškila ir kompaktiška išteklių aibeW ⊂ [0,∞), t. y. iš t ∈ W
vienetų pirmosios ġeryḃes firma pagaminafj(t) vienetų antrosios ġeryḃes, o gamybos
aibė yra

Yj = {(−t, u) : t ∈ W, 0 ≤ u ≤ fj(t)}.
Jei gamybos funkcija griežtai įgaubtai, tai pelno maksimizavimo problema turi vienintelį
sprendinį (6.1.4 pratimas). Esant pasi ūlosηYj ir Walraso paklausosϕXi funkcijų nulinės
eilės teigiamam homogeniškumui, galime tarti, kad pirmosios gėryḃes vieneto kaina yra
1, o antrosios ġeryḃes vieneto kaina yrar. Toḋel kainų sistema šiame modelyje bus
išreiškiama vektoriumip = (1, r), r ≥ 0, o i-tojo vartotojo pradinis turtas, atitinkantis
šią kainų sistemą, išreiškiamas (6.16) sąryšiu. Tokiu b ūdu, dviejų gėrybių rinkos kvazi–
tiesinis modelis yraArrow–Debreuekonomikos (6.17) su privǎcia nuosavybe atskiras
atvejis.

Konstruktyvus bendrosios pusiausvyros b ūsenos radimas kvazi–tiesiniam modeliui
reiškia galimybę rasti tokį b ūsenos vektorių

(x∗i , y
∗
j , p

∗) = ((x∗i1, x
∗
i2), (y

∗
j1, y

∗
j2), (1, r

∗)),

kuriam galioja6.6 apibṙežimo sąlygos. Aptarsime kelią, kuriuo toliau einant galima
rasti antrąją ġerybę apib ūdinančią pusiausvyros b ūseną(x∗i2, y

∗
j2, r

∗) (žr. 6.3.5 pratimą).
Kiekvienamr > 0, j-tosios firmos išteklių paklausos funkcijosξj reikšṁe

ξj(1, r) = argmax{rfj(t)− t : t ∈ W}.
yra apibṙežta, nes maksimumas įgyjamas vieninteliame taške. Jei toks taškastj ∈ W
egzistuoja, tai remiantis b ūtina ekstremumo egzistavimo sąlyga (2.111teorema) privalo
galioti lygybė rf ′j(tj) = 1. Kiekvienami ∈ V , i-tojo vartotojo pasirinkimas ribojamas
biudžeto aibe, atitinkaňcia kainų sistemąp = (1, r):

Bi(p, w(p)) =
{
(x1, x2) ∈ R2

+ : x1 + rx2 ≤ vi +
∑

j∈G

θijπj(p)
}
.

Kadangi galiojaWalraso dėsnis (koḋel?), tai paklausos aibė yra

Di(p, w(p)) = argmax
{
x1 + gi(x2) : x1 + rx2 = vi +

∑

j∈G

θijπj(p)
}
.

Sąlyginio ekstremumo paiešką pakeitę besąlyginio ekstremumo paieška, gauname, kad
optimalus antrosios ġeryḃes pasirinkimas nusakomas aibe

argmax
{
gi(x2)− rx2 + vi +

∑

j∈G

θijπj(p) : x2 ≥ 0
}
,
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arba sąlygag′i(xi2) = r. Dar vieną sąlygą pusiausvyros paieškai gauname, visuminės
pertekliṅes paklausosZ antrąją komponentęZ2(xi, yj) prilygindami nuliui. Galutinai
gauname, kad antrosios gėryḃes pusiausvyros b ūsena(x∗i2, y

∗
j2, r

∗) yra sistemos




g′i(xi2) = r, i = 1, . . . , n,
rf ′j(tj) = 1, j = 1, . . . , m,∑

i xi2 =
∑

j fj(tj)

sprendinys(x∗i2, fj(t∗j ), r
∗), jei jis egzistuoja.

Pratimai

1. Įrodyti, kad aiḃe (6.19) yra iškila ir kompaktiška.

2. Įrodyti: jei b ūsena(x∗i , y
∗
j , p

∗) yra (6.17) ekonomikosE pusiausvyra, tai bet kuri-
amλ > 0, b ūsena(x∗i , y

∗
j , λp∗) taip pat yra šios ekonomikos pusiausvyra.

3. Tegul(xi, yj , p) yra (6.17) ekonomikosE b ūsena irp > 0. JeiZh(xi, yj) = 0
kiekvienamh 6= h0 ir p·xi = p·ei +

∑
j∈G θijp·yj su kiekvienui ∈ V , tai

Zh0(xi, yj) = 0.

4. Nagriṅekime dviejų ġerybių rinkos kvazi–tiesinį modelį, kuriame yra vienas var-
totojas(n = 1) ir vienas gamintojas(m = 1). Nustatyti pusiausvyros egzistavimą
garantuojaňcias sąlygas ir rasti pusiausvyros b ūseną.

5. Nustatyti sąlygas dviejų gėrybių rinkos kvazi–tiesiniam modeliui, kurios leistų
rasti pirmąją ġerybę apib ūdinančią pusiausvyros b ūseną(x∗i1, y

∗
j1, 1).

6.4 Pareto efektyvumas ir pusiausvyra

Praeitame skyrelyje nustatytos sąlygosArrow–Debreuekonomikai kada joje egzistuoja
pusiausvyra. Visų pusiausvyros b ūsenų aibė, jei ji yra netuš̌cia, gali tuṙeti ne vienintelį
elementą. Toḋel galima klausti, ar viena iš tų b ūsenų yra kokia nors prasme geresnė už
kitą. Šiame skyrelyje atsakysime į šį klausimą, kai viena b ūsena vadinama „geresne“ už
kitą, jei ji vieniems vartotojams suteikia daugiau vertybių nesumažinant jų kitiems var-
totojams. Be to, šis klausimas nagrinėjamas esant šiek tiek bendresnei pusiausvyrai, nei
ta, kuri buvo tiriama ankstesniame skyrelyje. Nuo bendresnės pusiausvyros apib ūdinimo
ir praḋesime.

Pusiausvyra su pradinio turto priskirtimi Arrow–Debreuekonomikos modelis lei-
džia nagriṅeti bendresnę sistemą nei ta, kuri grindžiama privačiąja nuosavybe. Primin-
sime, kad privǎcios nuosavyḃes sistema matematiniame modelyje reiškia vartotojo bi-
udžeto ribojimą pradiniu turtu, nustatomu (6.16) išraiška, t. y. pradiniu turtu, priklau-
saňciu nuo firmos pelno dydžio. Galima nagrinėti pusiausvyrą tokios ekonominės siste-
mos, kurioje pradinio turto priskirtis tarp vartotojų yra bet kokia. Tuo atveju laikysime,
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kad visos ekonomiṅes sistemos bendri ištekliai yra žinomi ir lyg ūs gėrybių rinkiniui
e ∈ R`, o i-tojo vartotojo pradinis turtas yrawi, kiekvienami ∈ V nėra iš anksto fiksuo-
tas. Tuo tarpuArrow–Debreuekonomikos modelisE , apibṙežiamas rinkiniu (6.13), yra
tas pats. Taigi kaip ir anksčiau, šios ekonomikos paskirstinį(xi, yj) atitinkanti visumiṅe
pertekliṅe paklausa yra

Z(xi, yj) =
∑

i∈V

xi −
∑

j∈G

yj − e ∈ R`.

6.9 apibrėžtis. Tarkime, kad(Xi,ºi, Yj , e) yraArrow–Debreuekonomika. Šios ekonomikos
b ūsena(x∗i , y

∗
j , p

∗) vadinamapusiausvyra su priskirtimi(angl. equilibrium with trans-
fers), jei egzistuoja tokiai-tojo vartotojo pradinio turto priskirtiswi kiekvienami ∈ V ,
kad galioja

(a) kiekvienami ∈ V , x∗i ∈ DXi(p
∗, wi);

(b) kiekvienamj ∈ G, y∗j ∈ SYj (p
∗);

(c) Z(x∗i , y
∗
j ) ≤ 0 ir p∗·Z(x∗i , y

∗
j ) = 0;

(d)
∑

i∈V wi = p∗·e +
∑

j∈G p∗·y∗j .

Rinkinį (wi) tokiu atveju vadinsimepusiausvyrą realizuojančiu pradinio turto priskirti-
mi.

Arrow–Debreuekonomikos pusiausvyra, esant privačiajai nuosavybei, yra atskiras
atvejis pusiausvyros su priskirtimi. Tada pradinio turto priskirtis vartotojams realizuo-
jama (6.16) išraiška. Kaip ir ekonomikoje su privačiąja nuosavybe (6.7 teiginys), pusi-
ausvyrą realizuojanti b ūsena, pradinį turtą priskiria taip, kad galiojaWalraso dėsnis.

6.10 teiginys. Jei b ūsena(x∗i , y
∗
j , p

∗) yra pusiausvyra su priskirtimi, o(wi) yra šią
pusiausvyrą realizuojanti pradinio turto priskirtis, taiwi = p∗·x∗i kiekvienami ∈ V .

Įrodymas.Remiantis6.9apibṙežimo savybe(a), turimep∗·x∗i ≤ wi kiekvienami ∈ V .
Tarkime, kad iš šių nelygybių yra bent viena griežta nelygybė. Tada sumuodami visas
nelygybes bei naudodamiesi6.9apibṙežimo savyḃemis(d) ir (c), gauname

∑

i∈V

p∗·x∗i <
∑

i∈V

wi = p∗·
(
e +

∑

j∈G

y∗j
)

= p∗·
(∑

i∈V

x∗i
)
− p∗·Z(x∗i , y

∗
j ) =

∑

i∈V

p∗·x∗i .

Ši prieštara įrodo teiginį.
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Pareto efektyvumas Nagriṅejant gamybos organizavimą ir prekių paskirstymą ekono-
mikos teorijoje paprastai išskiriami du aspektai: pozityvusis ir normatyvusis. Pozityvu-
sis aspektas yra gamybos ir vartojimo institucinio mechanizmo sąrangos nagrinėjimas.
M ūsų nagriṅejamu atveju tokį mechanizmą sukuria rinka ir bendroji pusiausvyra. Nor-
matyvusis aspektas - gamybos ir vartojimo optimalumo visuomenės poži ūriu klausimas.
Vienas iš optimalumo apib ūdinimu yraParetoefektyvumas.

6.11 apibrėžtis. Tarkime, kad Arrow–Debreu ekonomiką apibrėžia rinkinys(Xi,ºi

, Yj , e). Gėrybių paskirstinys(xi, yj) ∈ R`(n+m) vadinamasleistinu, jei xi ∈ Xi ⊂ R`

kiekvienami ∈ V , yj ∈ Yj ⊂ R` kiekvienamj ∈ G ir visuminė pertekliṅe paklausa

Z(xi, yj) =
∑

i∈V

xi −
∑

j∈G

yj − e ≤ 0.

Sakysime, kad leistinas gėrybių paskirstinys(xi, yj) yrageresnisuž kitą leistiną ġerybių
paskirstinį(x∗i , y

∗
j ), jei

xi ºi x∗i kiekvienami ∈ V ir

xi Âi x∗i su kuriuo norsi ∈ V .
(6.28)

Leistinas ġerybių paskirstinys yra vadinamasPareto efektyviu, jei neegzistuoja kitas
geresnis už jį leistinas gėrybių paskirstinys.

Kitais žodžiais, paskirstinys yraParetoefektyvus, jei ṅera kito leistino paskirstinys,
kuris pagerintų kieno nors padėtį, nepablogindamas visų kitų padėties. Šiuo atveju varto-
tojo gera ar bloga padėtis apib ūdinama jo preferencijos sąryšiu arba naudingumo funkci-
ja.

Pirmoji fundamentalioji gerov ės ekonomikos teorema Įrodysime, kad pusiausvy-
ros b ūsena yra Pareto efektyvi, jei kiekvienas vartotojas yra lokaliai nepasotinamas3.6
apibṙežimo prasme.

6.12 teorema.Tarkime, kad Arrow–Debreu ekonomikos(Xi,ºi, Yj , e) kiekvienas prek-
ių laukas(Xi,ºi) yra lokaliai nepasotinamas. Jei šios ekonomikos b ūsena(x∗i , y

∗
j , p

∗)
yra pusiausvyra su priskirtimi, tai gėrybių rinkinys(x∗i , y

∗
j ) yra Pareto efektyvus.

Įrodymas.Tegul (wi) yra pusiausvyros b ūseną(x∗i , y
∗
j , p

∗) realizuojanti pradinio tur-
to priskirtis, t. y. šiems dydžiams galioja6.9 apibṙežimo(a) – (d) savyḃes. Remiantis
savybe(c), gėrybių paskirstinys(x∗i , y

∗
j ) yra leistinas. Tarkime, kad jis nėraParetoefek-

tyvus. Tada egzistuoja geresnis gėrybių paskirstinys(xi, yj), t. y. šis ġerybių paskirstinys
yra leistinas ir jam galioja (6.28).

Kadangix∗i yra optimalus pasirinkimas, tai galioja implikacija (6.4.1 pratimas):

jei xi Âi x∗i , tai p∗·xi > p∗·x∗i . (6.29)
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Remiantis prekių lauko(Xi,ºi) lokaliu nepasotinamumu, galioja kita implikacija (6.4.2
pratimas):

jei xi ºi x∗i , tai p∗·xi ≥ p∗·x∗i . (6.30)

Naudodami šias implikacijas, (6.28) ir sumuodami atitinkamas nelygybes, gauname

p∗·
(∑

i∈V

xi

)
> p∗·

(∑

i∈V

x∗i
)
. (6.31)

Kadangi kiekvienas prekių laukas(Xi,ºi) yra lokaliai nepasotinamas, tai remiantis5.7
išvada,x∗i yra ant biudžeto aiḃes krašto, t. y.p∗·x∗i = wi kiekvienami ∈ V (6.10teiginys
yra alternatyvus kitas argumentas). Sumuodami pastarąsias lygybes pagali ∈ V , po to
naudodamiesi savybėmis(d) ir (b) iš 6.9apibṙežimo, gauname, kad

p∗·
(∑

i∈V

x∗i
)

= p∗·e +
∑

j∈G

p∗·y∗j ≥ p∗·e +
∑

j∈G

p∗·yj .

Ši nelygyḃe kartu su (6.31) leidžia teigti, kad yra teisinga nelygybė

p∗·Z(xi, yj) = p∗·
(∑

i∈V

xi

)
− p∗·e− p∗·

( ∑

j∈G

yj

)
> 0.

Kita vertus, kadangi ġerybių paskirstinys(xi, yj) yra leistinas, atitinkama visuminė
pertekliṅe paklausaZ(xi, yj) ≤ 0. Padauginę skaliariškai abi pastarosios nelygybės
puses iš vektoriausp∗ su neneigiamomis koordinatėmis, gauname priešingą nelygybę
p∗·Z(xi, yj) ≤ 0. Ši prieštara įrodo, kad ankstesnė prielaida apie geresnio gėrybių
paskirstinio egzistavimą yra neteisinga. Todėl gėrybių paskirstinys(x∗i , y

∗
j ) yra Pareto

efektyvus; tai ir reik̇ejo įrodyti.

Antroji fundamentalioji gerov ės ekonomikos teorema Dabar įrodysime, jogPareto
efektyvus paskirstinys yra kurios nors pusiausvyros b ūsenos paskirstinys. Kitaip sakant,
egzistuoja tokia kaina, kuriai esantParetoefektyvus ġerybių paskirstinys tampaArrow–
Debreuekonomikos pusiausvyros b ūsena.

6.13 teorema.Tarkime, kad Arrow–Debreu ekonomikaE = (Xi,ºi, Yj , e) yra tokia,
kad

(a) kiekvienami ∈ V vartojimo aibėXi yra iškila, o prekių laukas(Xi,ºi) yra
tolydus ir iškilas;

(b) kuriam norsi ∈ V prekių laukas(Xi,ºi) yra lokaliai nepasotinamas;

(c) kiekvienamj ∈ G gamybos aibėYj yra iškila.

Jei (x∗i , y
∗
j ) yra ekonomikosE Paretoefektyvus gėrybių paskirstinys, tai egzistuoja tokia

kainų sistemap∗ ∈ R`
+, kad
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(d) kiekvienamj ∈ G, y∗j ∈ SYj (p
∗), t. y. y∗j yra funkcijosYj 3 yj 7→ p∗·yj maksi-

mumo taškas;

(e) kiekvienami ∈ V , x∗i yra funkcijos{xi ∈ Xi : xi ºi x∗i } 3 xi 7→ p∗·xi minimu-
mo taškas.

Prieš įrodymą paaiškinsime, kaip šios teoremos teiginys susijęs su konkurencinės
rinkos pusiausvyra.

6.14 išvada.Tarkime, kad išpildytos6.13teoremos sąlygos(a), (b) ir (c), o ekonomikos
E b ūsenai(x∗i , y

∗
j , p

∗) galioja 6.13teoremos teiginiai(d) ir (e). Jei kiekvienami ∈ V

p∗·x∗i > inf{p∗·x : x ∈ Xi}, (6.32)

tai egzistuoja tokie rinkiniai{ei} ir {θij}, kad(x∗i , y
∗
j , p

∗) yra (Xi,ºi, Yj , ei, θij ,R`
+)

ekonomikos pusiausvyra.

Įrodymas.Kiekvienami, j ∈ V = {1, . . . , n} tegul

ei := x∗i −
1
n

∑

j∈G

y∗j ir θij := 1/n.

Tada
wi(p∗) = p∗·ei +

∑

j∈G

θijπj(p∗) = p∗·x∗i ,

o visumiṅe pertekliṅe paklausa

Z(x∗i , y
∗
j ) =

∑

i∈V

x∗i −
∑

j∈G

y∗j −
∑

i∈V

ei = 0.

Taigi galioja 6.6 apibṙežimo sąlyga(c). Šio apibṙežimo sąlyga(b) sutampa su6.13
teoremos teiginiu(d). Liko įrodyti 6.6 apibṙežimo sąlygą(a): x∗i ∈ DXi(p

∗, p∗·x∗i )
kiekvienami ∈ V . Parodysime, kad ji gaunama iš6.13teoremos teiginio(e).

Teguli ∈ V ir tegulxi ∈ Bi(p∗, p∗·x∗i ), t. y. xi ∈ Xi yra toks ġerybių rinkinys, kad
p∗·xi ≤ p∗·x∗i . Parodysime, kadx∗i ºi xi. Pagal prielaidą (6.32) egzistuoja tokszi ∈
Xi, kadp∗·x∗i > p∗·zi. Kiekvienamλ ∈ [0, 1] apibṙežkime ġerybių rinkinį xi(λ) :=
λzi + (1− λ)xi. KadangiXi yra iškila, taixi(λ) ∈ Xi ir, pagal apibṙežimą,p∗·xi(λ) <
p∗·x∗i kiekvienamλ ∈ (0, 1]. Toḋel remiantis6.13teoremos teiginiu(e) ir 3.1.7 pratimu,
x∗i Âi xi(λ) kiekvienamλ ∈ (0, 1]. Kadangi prekių laukas(Xi,ºi) yra tolydus, tai aiḃe
{y ∈ Xi : x∗i ºi y} yra uždara ir jai priklauso visixi(λ), λ ∈ (0, 1]. Taigi jai priklauso
ir ribinis elementasxi = xi(0), gaunamas perėjus prie ribos, kaiλ ↓ 0. Tai reiškia, kad
x∗i ºi xi. Taigi įrodyta, kad galioja pusiausvyros apibrėžimo (6.6 apibṙežimas) sąlyga
(a) ir b ūsena(x∗i , y

∗
j , p

∗) yra privǎciosios nuosavyḃes ekonomikosE pusiausvyra.
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6.13teoremos įrodymas.Remiantis sąlyga(b) ir pakeitę numeraciją, kai tai b ūti-
na, galime tarti, kad pirmasis prekių laukas(i = 1) yra lokaliai nepasotinamas (3.6
apibṙežimas). Tegul

M∗
1 := {x1 ∈ X1 : x1 Â1 x∗1} ir Mi := {xi ∈ Xi : xi ºi x∗i }, i = 1, . . . , n.

M∗
1 aibė yra netuš̌cia remiantis lokaliuoju nepasotinamumu. Aišku, kad visosMi aibės

taip pat yra netuš̌cios. Toḋel galime apibṙežti aibę

W :=
∑

i∈V

{ei}+
∑

j∈G

Yj −M∗
1 −

n∑

i=2

Mi;

kaip ir ankšciau, suma
∑

k Ak yra aiḃe {∑k ak : ak ∈ Ak}. Parodysime, kad aibė W
neturi teigiamų elementų, t. y.W ∩ R`

++ = ∅. Tarkime, kad toks elementas egzistuoja,
tai yra

u :=
∑

i∈V

ei +
∑

j∈G

yj −
∑

i∈V

xi = −Z(xi, yj) ∈ W ir u > 0.

TadaZ(xi, yj) = −u < 0, o ġerybių rinkiniams{xi} yra teisinga (6.28). Tokio rinkinio
egzistavimas prieštarauja tam, kad gėrybių paskirstinys(x∗i , y

∗
j ) yra Paretoefektyvus.

Vadinasi, aiḃeW neturi teigiamų elementų.
Remiantis3.18lema, aiḃeM∗

1 yra iškila, o aiḃesMi ir Yj yra iškilos pagal prielaidas.
Kadangi iškilųjų aibių tiesinis darinys yra iškila aibė (2.7teiginys), tai aiḃeW yra iškila.
Toliau pasiremsime atskyrimo teoremos variantu (2.102išvada): egzistuoja tokia kainų
sistemap∗ ∈ R`

+, kadp∗·u ≤ 0 kiekvienamu ∈ W . Toḋel visiemsx1 ∈ M∗
1 , xi ∈ Mi,

i ∈ {2, . . . , n}, ir yj ∈ Yj yra teisinga

∑

i∈V

p∗·ei +
∑

j∈G

p∗·yj ≤
∑

i∈V

p∗·xi. (6.33)

Įrodysime, kad pastaroji nelygybė yra teisinga ir tada, kaix1 ∈ M1. Iš tikrųjų, tegulx̄1 ∈
M1. Remdamiesi prekių lauko(X1,º1) lokaliuoju nepasotinamumu, randame tokią
seką(zn) ∈ X1, kadzn → x̄1, kai n →∞, ir zn Â1 x̄1 kiekvienamn. Pastaroji savyḃe
ir 3.5 teiginys leidžia nuspręsti, kadzn Â1 x∗1 kiekvienamn, t. y. (zn) ⊂ M∗

1 . Taigi
(6.33) galioja, kai vietojex1 yra bet kuris(zn) sekos elementas. Remiantis skaliarinės
daugybos tolydumu,p∗·zn → p∗·x̄1, kai n → ∞, ir todėl (6.33) galioja, kai vietoje
x1 ∈ M∗

1 yra x̄1 ∈ M1.
Toliau, teisingi6.13teoremos teiginiai(d) ir (e). Nelygyḃeje (6.33) pȧemęxi = x∗i

ir yj = y∗j , gauname ∑

i∈V

p∗·ei +
∑

j∈G

p∗·y∗j ≤
∑

i∈V

p∗·x∗i .

Kita vertus, kadangi ġerybių paskirstinys(x∗i , y
∗
j ) yra leistinas ir toḋel visumiṅe pertek-

linė paklausaZ(x∗i , y
∗
j ) ≤ 0, tai galioja pastarosios išnašos nelygybė į priešingą pusę.
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Abi kartu šios nelygyḃes įrodo lygybę

∑

i∈V

p∗·ei =
∑

i∈V

p∗·x∗i −
∑

j∈G

p∗·y∗j . (6.34)

(6.33) nelygyḃeje vietoje
∑

i∈V p∗·ei įstatę jos gautą (6.34) išraišką, gauname nelygybę

∑

j∈G

p∗·yj −
∑

j∈G

p∗·y∗j ≤
∑

i∈V

p∗·xi −
∑

i∈V

p∗·x∗i , (6.35)

kuri yra teisinga visiemsxi ∈ Mi ir yj ∈ Yj . Dabar teoremos teiginį(d) gauname (6.35)
nelygyḃeje pȧemę visusxi = x∗i ir visusyj = y∗j , išskyrus vienąyj ∈ Yj . Analogiškai
teoremos teiginį(e) gauname (6.35) nelygyḃeje pȧemę visusxi = x∗i , išskyrus vieną
xi ∈ Mi ir visusyj = y∗j . Teoremos6.13įrodymas baigtas.

Pratimai

1. TegulX ⊂ R`, (X,º) yra prekių laukas,p ∈ R`, w ∈ R ir x∗ ∈ DX(p, w).
Įrodyti: jei x ∈ X ir x Â x∗ tai p·x > w.

2. TegulX ⊂ R`, (X,º) yra lokaliai nepasotinamas prekių laukas,p ∈ R`, w ∈ R
ir x∗ ∈ DX(p, w). Įrodyti: jei x ∈ X ir x º x∗, tai p·x ≥ w.

6.5 Pastabos ir papildoma literat ūra

6.1 skyrelis Lyginant su vartojimu, firmos teorija atrodo paprastesnė, nes nagriṅeja
tiesiṅes funkcijos maksimizavimo problemą – pelno problemą. Tačiau taip atrodo tik iš
pirmo žvilgsnio. Kainų sistemos egzogeniškumas nagrinėjant vartojimą yra pakankamai
reali prielaida. Tǎciau ši prielaida, reiškianti, kad rinka yra konkurencinė, neatrodo tokia
nekalta nagriṅejant gamybą. Ne mažiau svarbi yra rinka, kurioje veikia monopolija,
sugebanti keisti rinkos kainą. Taigi monopolijos ar oligopolijos atveju prielaida apie
kainų sistemos egzogeniškumą nėra pagrįsta. Tada ekonominė teorija grindžiama lošimų
teorija.

Rubinsteinas [25, p. 83] pastebi, kad įpratinėje matematiṅeje ekonomikoje vartotojui
leidžiama tuṙeti labai „bendras" preferencijas. Tuo tarpu gamintojo tikslas yra griežtai
vienintelis - pelno maksimizavimas. Taigi vartotojo sveikatą naikinantis vartojimas yra
leistinas, o gamintojas besir ūpinantis savo darbininkų gerove nėra modeliuojamas. Tai
yra keista dar it toḋel, kad kai kurių gamintojų tikslas yra toks gamybos didinimas, kuris
nesukelia galimų praradimų. Kitos gi firmos yra taip valdomos, kad maksimizuotų vado-
vo atlygį mažiau r ūpinantis pelno lygiu.Rubinsteinas [25, p. 84] mano, kad taip yra tik
matematinio paprastumo dėlei, o ne ideologinio sąmokslo pasekmė.
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6.2 skyrelis Šiame skyrelyje nagriṅejama socialiṅe sistema, kitaip dar vadinamaab-
strakčiąja ekonomika. Tokią sistemą pasi ūlė ir jos pusiausvyros egzistavimą įrodė De-
breu (1952). Šiuo faktu buvo remiamasi garsiajameArrow ir Debreudarbe (1954), įro-
dant konkurenciṅes rinkos pusiausvyros egzistavimą.

Savo ruožtuDebreu(1952) socialiṅes sitemos pusiausvyros formulavimas ir egzis-
tencija apibendrinoNasho (1950) lošimo pusiausvyrą ir jos egzistavimą.

6.3 lema, arba panašus į ją teiginys labai dažnai naudojami bendrosios pusiausvyros
teorijoje vadinant tai matematinės ekonomikos fundamentaliuoju principu, arba maksi-
mumo teorema (žr. pavyzdžiui [6, 12 skyrius]). Pirmasis tokį teiginį įroḋe Berge[4], ir
dėl to šis teiginys ar jo apibendrinimas neretai vadinamiBerge maksimumo teorema.

6.3 skyrelis Skyrelyje parodoma, kad bendrosios pusiausvyros egzistavimo įrodymas
iš esṁes reiškia paiešką tokios kainų sistemosp∗, kuriai VPP atitikties (6.18) vaizdas
yra ζ[p∗] = {0}. Išskyrus ypatingus atvejus, tokie įrodymai grindžiami nejudamojo
taško argumentu. Visus šiuos įrodymus galima suskirstyti į tris grupes. Pirmajai grupei
priklauso tie įrodymai, kurie naudoja nejudamojo taško teoremą, pavyzdžiuiBrouwerio
arbaKakutanio teoremą. Jie pasižymi tuo, kad nereikalauja jokių diferencijuojamu-
mo prielaidų, o naudoja tik iškilumo ir topologines prielaidas. Dauguma šių įrodymų
buvo sukurti praeito amžiaus penktame dešimtmetyje. Antrajai grupei priklauso tie
įrodymai, kurie naudoja kombinatorinius algoritmus skirtus nejudamojo taško radimui
ir grindžiamusSpernerio lema4.6. Šie įrodymo metodai sukurti praeito amžiaus septin-
tame dešimtmetyje (žr.Scarf (1967)). Trěcioji pusiausvyros egzistavimo įrodymų grupė
naudoja diferencialinę topologiją. Tokius metodus naudojantys darbai yra patys nau-
jausi (žr. Debreu (1970, 1972), Dierker (1972, 1974), Balasko [3](1988), Mass-Colell
[18](1985)). Pastarieji metodai buvo sukurti pusiausvyros kokybinių savybių tyrimui.
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A Priedas

Terminai

Vartojamų terminų paaiškinimas:

Terminas Reikšmė
egzogeninis primestas sistemai iš išorės (exogenous)
endogeninis kylantis iš veikiančios sistemos vidaus (endogenous)
ex ante numatomas iš anksto (prieš įvykį – iš lotynų)

Lietuviškai Angliškai
gėryḃes goods
naudingumo funkcija utility function
neapibṙežtis uncertainty
indiferentiškumo kreiv̇e (aiḃe) indiference curve (set)
preferencijos preferences
prek̇e commodity
turtas wealth
(ekonomikos) subjektas (economic) agent

Simbolis Jo reikšmė
A := B arbaB =: A B apibṙežiaA
⇒ išplaukia; jei ..., tai ...
⇔ tada ir tik tada, kai
∀ kiekvienam
∃ egzistuoja
º preferencija
A + B aibiųA ir B suḋetis (1.21)
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∅ tuš̌cia aiḃe
N {0, 1, 2, . . . }
N+ N \ {0} = {1, 2, . . . }
Z {0,±1,±2, . . . }
Z+ Z \ {0}
Q racionaliųjų skaǐcių aiḃe
R realiųjų skaǐcių aiḃe
R+ {x ∈ R : x ≥ 0}
R`

+ {x ∈ R` : x ≥ 0}
R`

++ {x ∈ R` : x > 0}
B(p, w) biudžeto aiḃe
D(p, w) paklausos aiḃe
R(x, ε) atviras rutulys

Sutrumpinimas Jo reikšmė
BP bendroji pusiausvyra
SAPA silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma
VPP visumiṅe pertekliṅe paklausa



Rodyklė

aibė,41
–apṙežta,75
–atvira,72
–iškila,98
–kompaktiṅe,74
–uždara,73

aibės
–kraštas,74
–ribinis taškas,73
–uždarinys,74
–vidinis taškas,73

aksioma
–SAPA parinkties strukt ūrai,146
–SAPA Walraso paklausos funkcijai,

190
–pilnumo,123
–tranzityvumo,123

alternatyva,122
–optimali,125

alternatyvų laukas,123
–griežtai iškilas,135
–iškilas,135
–lokaliai nepasotinamas,126
–silpnai monotoniškas,137
–stipriai monotoniškas,137
–tolydus,128

atitiktis, 59
–Walraso paklausos,178
–biudžeto,175
–nejudamasis taškas,167
–pasi ūlos,209
–teigiamai homogeniška,175
–tolydi iš išoṙes,163

–tolydi iš vidaus,165
–turi iškilus vaizdus,167
–turi kompaktiškus vaizdus,167
–turi uždarus vaizdus,167
–Hickso paklausos,187

atkarpa,89
Arrow–Debreuekonomika,216

–privǎciosios nuosavyḃes,217

b ūsena,20
–grynųjų mainų rinkos,200
–kainos–turto,174

beperteklinis naudingumas,187
binarusis sąryšis,49

–pilnas,49
–refleksyvus,50
–simetriškas,49
–tranzityvus,49
–trichotomija,49

biudžeto aiḃe,17

CES
–gamybos funkcija,208
–naudingumo funkcija,140

Cauchyseka,54, 72
Cobbo–Douglaso

–gamybos funkcija,207
–naudingumo funkcija,134

dalinė išvestiṅe,85
–antrosios eil̇es,93

Dekarto sandauga,43
determinantas,65
Debreusocialiṅe sistema,213
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ekvivalentumo klaṡe,50
ekvivalentumo sąryšis,50
erdv̇e

–aritmetiṅe tiesiṅe,66
–euklidiṅe,70

funkcija,61
–C1 klaṡes,90
–C2 klaṡes,95
–bitiesiṅe,70, 92
–diferencijuojama,82
–du kartus diferencijuojama,92
–gamybos,207
–iškila,101
–išlaidų,184
–išteklių paklausos,211
–kvazi–iškila,101
–kvazi–įgaubta,101
–nejudamasis taškas,154
–netiesiogiṅe naudingumo,183
–pasi ūlos,209
–pelno,209
–produktų pasi ūlos,211
–teigiamai homogeniṅe,86
–tiesiṅe,67
–tolydi, 77
–tolygiai tolydi,79
–Hickso paklausos,187
–įgaubta,101

funkcijos
–ekstremumo taškas,108
–maksimumo taškas,108

gamybos
–aiḃe,206
–funkcija,207
–planas,206

globalus
–ekstremumas,109
–maksimumas,109
–minimumas,109

gradientas,82

grynųjų mainų problema,200
grynųjų mainų rinka,200

Hesse’s matrica,97

indiferentiškumas,124
indiferentiškumo aiḃe,125
izokvanta,207
išlaidų funkcija,184

Jacobi’o matrica,82

kainų sistema,16
kompozicija,62
kompozicijos atitiktis,61
kvadratiṅe forma,69

–neigiamai apibṙežta,69
–neigiamai pusapibrėžta,69
–teigiamai apibṙežta,69
–teigiamai pusapibrėžta,69

lokalus
–ekstremumas,108
–maksimumas,108
–minimumas,108

lokalusis nepasotinamumas,126
Leontiefo gamybos funkcija,208

mainų rinka,173
matrica,64

–neigiamai apibṙežta,69
–neigiamai pusapibrėžta,69
–simetriṅe,64
–teigiamai apibṙežta,69
–teigiamai pusapibrėžta,69
–transponuota,64

naudingumo funkcija,124
-netiesiogiṅe,183

norma,71

paklausos aiḃe,176
paklausos ḋesnis,3
parinkties strukt ūra,144
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–normalioji,145
parinktis,144
pasi ūlos ḋesnis,3
pasirinkimo aiḃe,125
paskirstinys,216
poaibis,42
posekis,75
pradinis turtas,17
pradinis įnašas,17
preferencija,123

–aḃeċelinė,123
–griežtoji,124
–racionalioji,123
–tolydžioji, 128

prekių laukas,17
prekių paskirstinys,199

–leistinas,200
prekių rinkinys,16
problema

–išlaidų minimizavimo,184
–optimalaus pasirinkimo,176
–pelno maksimizavimo,208

pusiausvyra,20
–bendroji,4
–daliṅe,4
–su priskirtimi,224
–Arrow–Debreuekonomikos,217
–Debreusocialiṅes sistemos,214
–Walraso, 200

Paretoefektyvumas,225

ribinis naudingumas,140
ribinė pakeitimo norma,140
Royous tapatyḃe,195

seka,56
simpleksas,156
skaliariṅe daugyba,70
supremumas,58
Slutskyo lygtis,196
Slutskyo matrica,197

Teiloro formul̇e,95

teorema
–Bolzano, 154
–Brouwerio, 154
–Kakutanio, 167
–Weierstrasso, 78

tobulieji pakaitai,139
tobulieji papildiniai,139
transformacijos

–funkcija,206
–siena,206

vartojimo aiḃe,16
vartojimo planas,16
viršaibis,42
visumiṅe pertekliṅe paklausa

–mainų rinkoje,200
–Arrow–Debreuekonomikoje,216

visumiṅes pertekliṅes paklausos
–atitiktis,21
–funkcija,200

Walraso dėsnis
–VPP funkcijai,201
–paklausos aibei,178

Walraso pusiausvyra,200
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