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Pratarme

Sis vadoelis skirtas vienai is matematis ekonomikos stiy — statinei bendrosios pu-
siausvyros teorijai. Jis papildo ir pagilina mikroekonomikos Zinias, suteikdamas joms
matematinj pagrinda. RaSant vaétivouvo pasinaudota konspektu kurso, kurj autorius
keleta mety dse Vilniaus universiteto ekonometrijos katedros studentams.

Tematikos svarha Bendrosios pusiausvyrosdih ekonomikos teorijoje giemdar
XIX amziuje. Ji pa@jo paaiskinti bendra rinkos ekonomikos mechanizma. Dominuo-
jancia &i ideja tampa XX amzZiaus viduryje. Siandien bendrosios pusiausvyros koncep-
cijos prasiskverb beveik | visas ekonomikos teorijos sritis. Neatskiriamas bendrosios
pusiausvyros idjos bruozas buvo ir yra fundamentalus jos matematinis pagrindimas.

Siuolaikire bendrosios pusiausvyros koncepcija remiasi daugeliu matematikos teori-
ju (aibiy teorija, diferencialine geometrija, topologija, funkcine argltikimybiy teori-
ja, diferencialiniy ly@iu teorija ir t. t.), ir jai jsisavinti reikia nemenky matematikos
studijy. GuodZia bent tai, kad tokios studijos turi nat uralia pradzia. Tiksliau kalbant,
Siuolaikines bendrosios pusiausvyros kryptys yra viends teorijos, vadinamos statine ben-
draja pusiausvyra, tolesni patikslinimai ir papildymai. Stagitbendrosios pusiausvyros
pagrinda sudaro vadinamagisow—Debreuekonomikos modelis, kurio autoryste kartu
su Kennetlu Arrow ir Gerardu Debreudalijasi Lionelis McKenzie Siame vadoglyje
detaliai nagriejamas b utedtrrow—Debreuekonomikos modelis.

Vadoveélio ypatumaiViena, visi teiginiai yra pagristi matematiniais jrodymais. Tai
nera jprasta populiariausiems Sios srities valiams, matyt, dl keleto priezaSy. Visy
pirma, standartinis vad@lis orientuojasi | skaitytoja, kuris yra ekonomikos fakulteto
studentas, ir toel nemanoma, kad jo matematmzinios yra pakankamos. Antra ir svar-
biausia prieZastis, m'usy nuomone, yra tradicija. Daugumai &hgllvudinga tam tikra
inercija — nauji vadogliai savo turiniu skiriasi nuo ankstesniy tik nezymiai (neretai min-
imas 15% dydis), laikantis ,jprastiniy” turinio standarty. Ekonomikos teorijos atveju,
greta jau pamietos, tarp tokiy tradicijy yra tiksliy ir pilny jrodymy vengimas, apsiribo-
jant teiginiy ir formuliy interpretacija bei iliustravimu pavyzdziais; taip pat b udingas ir
nepakankamas formuluojamo teiginio prielaidy akcentavimas.

Tai nereiSkia, jog éra stati@s bendrosios pusiausvyros teorijos iSsamaus mate-
matinio iScestymo. Tokiy knygy yra nemazai (Zr. Sio vadbw literat uros sarasa). Ta-
Ciau tos knygos @ra vadoeliai, nes jose nekreipiamagmesys bent jau | reikalingy
matematikos faktuy tikslias nuorodas, tikintis iS skaitytojo pakankamo matematiniu Ziniy



i Pratarmeée

lygio. Si packtis atspindi ir kita nemaza ekonomikos teorijos problema, susijusia su jos
matematizavimu. Apie tai daugiau raSoma Sio vagdioVL.S skyrelyje.

Kita, vadoelyje iScestyta visaArrow—Debreuekonomikos modelio aiSkinimui b uti-
na matematika, nenukreipiant skaitytoja j kitus vaelaws. Tai padaryta@ keliy svar-
biy prieZzasiy. Tie patys matematikos objektai ir faktai gali b uti ap#mmi ir cestomi
ekvivalertiais bet skirtingais b udais (kaip, pavyzdziui, funkcijos tarp euklidiniy erdviy
antrosios eits iSvestig). Skirtingi matematikos vadeliai daznai atspindi skirtingus
poZi urius ir yra skirtingo bendrumo lygio. Pakankamo matematinio iSsilavinimo netur-
inCiam skaitytojui tai sukelia rimty sunkumu.

Siame vadoglyje visi reikalingi matematies analies rezultatai pateikiami ir jrodo-

mi nesipl€iant, tik tiek, kiek tai yra butina ir pakankama vaélw tikslui pasiekti.
M'usy atveju uztenka pagrindsmimatematies strukt uros, nusakomos euklidine erdve,
ir funkcijos tarp tokiy erdviy antrosios e iSvestiBs. Savo ruoZtu, euklidas erdes
strukt ura yra realiyjy skai aikes bendrinys, o pastaroji net ir matematikos vasdiov
ose daznai pateikiama pavirSutiniSkai. LauZzant nusggtmsia tradicija, Siame vadely-

je pradedama primenant aibiy teorijos aksiomatika ir neaksiomine realiyfiskities
konstrukcija. Taip daroma ir t@d, kad Siuolaiki@s bendrosios pusiausvyros tolesnis
vystymasis kvestionuoja standartine aibiy teorijos aksiomatika.

Nepaisant to, vad@lyje yra nemazai nuorody i kitus tiek matemasrekonomikos,
tiek ir matematikos vad@lius. Ta&iau tokiy nuorody tikslas yra papildomuy ir tolesniy
rezultaty aptarimas nukreipiant | atitinkamus Saltinius. Tai daroma kiekvieno skyriaus
pabaigoje.

Galiausiai, Siame vad@yje iSsamiai nagrigjami matematinei ekonomikai reikalin-
gi matematikos faktai. Tai daugiareikésfunkcijos, vadosyje vadinamos atitiktimis,
bei Brouweiio ir Kakutand nejudamojo tasko teoremos. Sie faktai paprastai nejeina |
universitetinj matematikos speciabkursa.

Kiekvieno skyrelio pabaigoje skaitytojas ras pratimy. Vienuose i$ jy praSoma pa-
pildyti pagrindiname tekste esén jrodymo etapa. Kituose prasoma jrodyti naudinga,
bet paprasta teiginj, kuris yra toliau nhaudojamas. Kartais pratimas tiesiog iliustruoja
bendra fakta, nagr@jama pagrindiniame tekste. Dalis pratimy formuluojami tiesiog pa-
grindiniame tekste jterpiant Zodelj ,ket? “. Taip atkreipiamasamesys | tai, kadia
remiamasi suetingesne argumentacija, ir skaitytojas praSomaspaja atstatyti.

Naudojimosi vadoveliu rekomendacijd®riklausomai nuo to, kiek laiko skaitytojas
gali skirti Sio vadoelio turiniui jsisavinti, galima laikytis skirtingy skaitymo b udy.

e NorinCiam susipazinti tik su pagrind@mis staties bendrosios pusiausvyros teori-
jos idejomis, pakanka perskaitytilir 1.3 skyrelius.

¢ VisasArrow—Debreuekonomikos modelisastomas, |5 ir 6 skyriuose. Pirmame
destoma vartotojo pasirinkimo, dar vadinama sprendimy, teorija. Antro skyriaus
turinys — mainy rinkos (be gamybos) bendroji pusiausvyra. Paskutiniame skyriuje
pateikiamas bendrosios pusiausvyros egzistavimo jrodymas.



¢ Reikiami matematikos faktaiastom(2 ir 4 skyriuose. Sias vad@éio dalis galima
skaityti ir nepriklausomai nuo ty fakty ekonoraminterpretacijos kitose dalyse.

Autorius nuosirdziai dkoja V. Cekanawiiui, J. M&iui ir H. Pragarauskui, per-
skatiusiems vado#lio rankrastj ir pasi uliusiems vertingy patarimy. Autorius taip pat
nuoSirdzZiai @koja R. KudZzmai ir D. S udziutei nurodziusiems jau iSleisto \&idov
klaidas. T&iau cel likusiy netikslumuy ar klaidy atsakingas tik autorius.
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1 Skyrius

lvadas

Kadangi metafizinis mastymasldsavo pob udzio yra tamsus ir pavojingas, kadangi
Sis mastymas remiasi tik vaidenimusi ir suklydimams pavaldaus proto tam tikra apyvarta,
o matematikoje vien tik skéiavimas mus apsaugo nuo vaidenimosi ir klaidy, tiksliomis
operacijy taisylkdmis cemesj laikydamas tikrumo varztuose, — tai matematikos moksluose
gali b'uti vadinama matematiniu mastymu tik tai, kas paaiSkinama, iSvedama ir jrodoma
skaiCiavimu

Janas Sniadecis1818.

Zmogaus poreikiams tenkinti reikalingy iStekliy stygius lemia tai, kad visuémen
priversta r upintis esamuy iStekliy paskirstymu. Nepakankamuy iStekliy paskirstymo vi-
suomeje problema ir sprendzia ekonomika kaip visuomenigikla. Kaip ziniy sis-
tema, ekonomika tiria @ybiy ir paslaugy gamybos, paskirstymo ir vartojimo b udus.
Vadowlyje nagrirgjama bendroji pusiausvyra paaiskina rinkos ekonomika grindziama
iStekliy paskirstymo mechanizma.

1.1 Daline ir bendroji pusiausvyros

Kalbant apie Zmoniy elgesj ekonormaje situacijoje, pusiausvyra yra tokia b usena, kuri-

oje niekam @ra tiesioginiy paskaty keisti savo elgsena, ietddkia paetis gali testis,

bent jau laikinai. Pusiausvyros savoka vartojama jvairiose ekonomikos teorijos srityse.

Pamiresime tik svarbiausias i$ jy: makroekonomika, loSimy teorija ir mikroekonomika.
Makroekonomikoje pusiausvyra apib udina tokia situacija, kai kainy lygis ir jvairiuy

ekonomikos subjekty veikla vienas kitam neprieStarauja, eltei numatomi planai

! JanSniadecki — Janas Sniadeckis (1786-1830), lenky mokslininkas: fizikas, astronomas, matematikas.

2Cia ir toliau citatos i$ straipsnio: Janas Sniadeckis. Apie matematinj mastyma. Prane&imas, skaitytas
Imperatoriskojo Vilniaus universiteto mokséje sesijoje 1818 m. balandZio 15 d. Vertimas i3 lenky kalbos:
Problemos2006, 70, p. 165-175.
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gali b uti realizuoti. Ekonom@s veiklos su skirtingais interesais pavyzdZziu yra taupymas
ir investavimas. Individuy ir firmy taupymo ir investavirea anteplanai gali b uti skirtin-

gi. TaCiau visumireje ekonomikoje visi Sie planai gali b uti realizuojami tik tuo atveju,
jei nacionaliniy pajamu lygis ir pal' ukany normos yra tokie, kad visuminio taupymo ir
visuminio investavimo planai sutampa. Sia nacionaliniy pajamy ir pal'ukany normos
priklausomybe apraSo paptésusias makroekonomés pusiausvyros modelis, vadina-
mas 1S-LM modeliu (zrO. Blanchard[5]). Tokia makroekonomi@ pusiausvyra gali
neegzistuoti, nes individualiy ekonomikos subjekty planai priklauso nuodiykeésnas

kito atzvilgiu. Teiau jei tokia pusiausvyra egzistuoja ir yra realizuota, tai niekas bent
jau laikinai neturi priezasy keisti savo planus.

Kita pusiausvyros savokos vartojimo sritis yra loimy teorija. Siuo atveju kalbama
apie ekonomikos subjekty (vedk)) strategijy pusiausvyra (4G. Owen[23]). Strate-
gija yra individualaus subjekto pasirenkamas sprendimas, priklausantis nuo kity sub-
jekty sprendimy pasirinkimo. Strategiju pusiausvyra egzistuoja, jei kiekvienam sub-
jektui esamas visuy kity subjekty strategiju pasirinkimas nesukelia poreikio keisti savaja
strategija. Jei kiekvienas ekonominio loSimo subjektas sprendima renkasi taip, lyg visu
kity subjekty sprendimai jam yra zinomi, tai tokia pusiausvyra vadinblasc® pusi-
ausvyra. Gali b uti ir taip, kad vienas i$ subjekty, vadinamas lyderiu, sprendima daro
tik numatydamas visuy kity subjekty reakcija, o tie kiti subjektai elgiasi sutinkamai su
lyderio sprendimais. Tokia pusiausvyra vadina®tackelberg? pusiausvyra.

Pagaliau, mikroekonomikoje kalbama apie tokia ekonomine situacija, kurioje iSskiri-
ami vartotoju ir gamintojy interesai. Pirmieji i$ jy siekia patenkinti savo poreikius, kuri-
uos iSreiSkia prekiy paklausa, o pastarieji savo gangjbiveikloje siekia maksimalaus
pelno, sukurdami prekiuy pasiula. Tiek pFelpaklausa, tiek ir jos pasi ula priklauso nuo
prekes kainos. Kaina vadinama pusiausvyrine, jei pasi ula lygi paklausai, vartotojai re-
alizuoja savo poreikius, o gamintojai maksimizuoja pelna. Aisku, jei tokia pusiausvyra
realizuota, tai vartotojai ir gamintojai neturi tiesioginiy paskaty keisti savo sprendimus
bent jau laikinai.

Toliau vadoelyje pusiausvyra suprantama b utent mikroekonomikos kontekste, ir
ekonomikos matematinis modelis naggjimmas siekiant nustatyti pusiausvyros tarp pa-
si ulos ir paklausos egzistavimo salygas.

Paklausa ir pasi ula Mikroekonomikoje pasi ulos ir paklausos sarySiai naudojami pa-
gristi pusiausvyros galimybe, kuri savo ruoZtu, atlieka optimaly istekliy paskirstyma. Sia
prasme pasi ulos ir paklausos savokoms tenka labai svarbus vaidmuo ekonomikos teori-
joje. Papra&iausia pasi ulos ir paklausos sarysiy iliustracija gaunama eggrirvienos
prekes kiekio priklausomybe nuo jos kainos.

Paklausa iSreiskia vartotojo poreikj prekei ar paslaugai. Sis poreikis iSreiskiamas

3John Forbes Nash — D7onas NeSas (1928), améiikimatematikas, Nobelio premijos laureatas
ekonomikos srityje.
“Heinrich F. von Stackelberg — Heinrichas Stakelbergas (1905-1946) Gigkieonomistas.
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gt kiekis qt kiekis

kaina kaina

1.1 . Paklausos ir pasi ulos funkcijos

pageidaujamu preis kiekiu, priklausatiu nuo jos kainos. Pageidaujamos @ekiekio
q priklausomyle nuo jos kainog vadinamagpaklausos sarysiu

Pasi ula iSreiSkia gamintojo galimybes suteikti preke ar paslauga. Siulomes prek
kiekis atitinka gamintojo nora gaminti, priklausantj nuo tos gsekainos rinkoje. Sis
si ulomos preis kiekiog priklausymas nuo jos kaingsvadinamagpasi ulos sarysiu

Vadinamasis paklausogshis sako, jogesikeiciant kitoms salygord&esre preles
kaina reiSkia mazesne jos paklausa. Toks sarysis grindziamas tuo, kacedittasios
prekes perkama mazesniu kiekiu, nesajaht preles kainai magja galimyles ja jpirkti.

Savo ruoztu, tai paaiSkinama vartotojo vengimu pirkti preke tais atvejais, kai jis priver-
stas atsisakyti to, ka jis gal b ut labiau vertina.

Panasiai kaip ir paklausos atveju, pasi uksnis rodo, kaip si ulomi parduoti pesk
kiekiai priklauso nuo jos rinkos kainos. Tik, prieSingai paklausai, pasi ulos sarysio forma
yra aukstyn kylanti kreig. Sis sarysis aikinamas tuo, jog prekkainai augant, jos
si ulomas kiekis digja, nes gamintojui tai reiSkia didesnes pajamas.

Naudojant matematine terminologija galima sakyti, jog pasi ulos ir paklagsomd
apib udina ekonomis prigimtiegrielaida, jog preles pasi ula ir paklausa yra jos kainos
tam tikro pob udZio funkcijos. Tiksliau kalbant, viena i$ Siy funkcijy yra n&jaak, o
kita — nedigjanti. 1.1 pieSinys iliustruoja dar stipresne prielaida, jog paklausos funkcijos
grafikas yra Zemyn besileidZianti tessatkarpa, o pasi ulos funkcijos grafikas yra aukStyn
kylanti tieses atkarpa.

Preles kiekio paklausos nuo kainos funkcija Zskime D, o atitinkama pasi ulos
funkcija S. Kaip matome iS l&zinio, kadangi funkcijos tolydzios, tai jos privalo kirstis
kuriame nors taske (1.2 pieSinj). Funkciju grafiky susikirtimo taskas, kurio koordi-
naes yra(p*, ¢*), turi svarbia savybe. Prek kainai esant*, jos kiekio pasiula lygi
paklausai, t. y¢* = D(p*) = S(p*). Si vienos preks rinkos b usena daznai vadinama
pusiausvyra.

Formuluojant pasi ulos ir paklausasdius buvo panaudota f@zitoms salygoms
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gt kiekis

(r*,q")

kaina

1.2 . Pusiausvyra

nesiketiant“. Ekonomistai daznai ir jvairiose situacijose Sia fraze pasako lotyniSkai
— ceteris paribus Siuo atveju ceteris paribus reiSkia, jog peekpaklausa ir pasiula
priklauso tik nuo jos kainos ir nuo nieko daugiau. Ar Si prielaida reali?

Tarkime, kad nagriejamoiji prele yra automobilis, kurio kaina paprastai nustato rin-
ka, remdamasi automobilio pasi ula ir paklausa. Dabar tarkime, kad naftos rinkoje jvyko
svarb us poljrai, del kuriy kelis kartus padigjo naftos kainos, kurios savo ruoztu ke-
lis kartus pakle benzino kaina. PavyzdziuigHpolitiniy priezasiy kilusio 1973 metuy
krizes naftos kainos pakilo keturis kartus. Kas tokiu atveju atsitinka su automobilio pak-
lausa? Be abej@s — ji makja ir visai ne @l automobilio rinkos kainos. Taigi prielaida,
jog automobilio pasi ula ir paklausa priklauso tik nuo jo kainos, neatrodo esanti reali.

Ekonominio reiskinio tyrimas, neatsizvelgiant j visas kitas aplinkybes, yra naudoja-
mas paprastumoedei ir ekonominiams principams aiskinti. Teldousiausvyros egzis-
tavimas vienoje izoliuotoje rinkoje vadinamdaline pusiausvyra

TaCiau ir dalires pusiausvyros egzistavima vargiai galima laikyti neabejotinu fak-
tu, iSplaukiaiu i$ pasiulos ir paklausogshiy. Ekonomistai Zino ne vienos pesk
pavyzdi, kuriai negalioja pasi ulos ir paklausésmai (Zr. L6, 2 skyrius]).

Bendroji pusiausvyra Nagrirgjant rinkos ekonomikos mechanizma giliau, tenka silp-
ninti ceteris paribus salyga ir leisti kiekvienos peskkainai priklausyti nuo visy kity
prekiy kainy. Kadangi kainy pokjai saveikauja tarpusavyje, ekonomikos pusiausvyra,
jei ji egzistuoja, tuety apimti vienu metu visas prekiy rinkas. Tokia pusiausvyra vadina-
mabendraja

Bendroji pusiausvyra, arba sutrumpintai BP, ap#tfimama tokiu prekiy kainy rink-
iniu, kuri ne tik uztikrina kiekvienos preds paklausos ir pasi ulos lygybe, bet patenkina
vartotojy ir gamintojuy | ukésus. Tarkime, kad ekonomika sudatprekiy. Kiekvienam
h € {1,...,¢}, h-tosios preks pasi ulos ir paklausos kiekis priklauso ne tik nuo jos
kainos, bet ir nuo daugelio kity prekiy kainy. Esant duotai kainy sistémai. . , p,),
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Zymekime h-tosios preks pasi ul®}, (p1, ..., pe) ir paklausaDy,(p1, ..., p¢). Kintant
kainy sistemaips, ..., pe), Sios reikSms apibeZial kintamuyjuy funkcijasSy, ir Dy, ku-
rios savo ruoztu, yra vektoriniy funkcijl = (S1,...,Se) ir D = (Dy, ..., Dy) kom-
ponenes. Sakoma, jog kainy sisteryd, . . . , p;) apibezia pusiausvyra, jei kiekvienos
prekes rinkoje yra pusiausvyra, t. y. kiekvienane {1, ..., ¢}

Sh(pi' . 7p2) = Dh(pT7apZ)

Taigi bendroji pusiausvyra nuo dadis skiriasi tuo, kad pasi ulos ir paklausos funkcijos
priklauso nuo visy kainy.

Kodel ekonomistus domina bendroji pusiausvyra? Vaizdziai kalbant, tikima, jog
rinkoje kainos kitima veikia pasiulos ir paklausosggs”. Siy ,pgy saveika® kdiia
rinkos ,b’usena“, jas artindamos prie pusiausvyros ar tolindamos nuo pusiausvyros. Be
to, manoma, jog trokStama rinkos efektyvuma lemia jos buvimas pusiausvyroje. Na-
grinejant ekonomikos bendraja pusiausvyra, tradiciSkai analizuojami Sie klausimai:

e egzistavimas — pusiausvyra apib udiarygCiy sprendiniy egzistavimo salyguy
nustatymas;

e vienatis — pusiausvyra ap#fiartiy kainy vienaties ir nevienaties tyrimas;

e stabilumas — ar kainos formavimosi mechanizmas — jogjiichs ar magjimas
priklausomai nuo atitinkamo paklausos kitimo — konverguoja j pusiausvyring kai-
na;

e efektyvumas — ar pusiausvyroje iStekliai panaudojami efektyWargtc® efek-
tyvumas);

e taikymas realioms ekonomikoms — remiantis kowgkaes duomenimis, jvertinti
bendrosios pusiausvyros modelj skaitiniu ir empiriniu b'udu;

e derybos (angl. bargaining) — sarysis tarp strateginiy derybuy ir pasyvaus rinkoje
nustatomos kainos naudojimo.

Vadowelyje nagrirgjami bendrosios pusiausvyros egzistavimo ir efektyvumo klausimai.
Pastarajam klausimui skirtas paskutiid skyrelis.

Bendroji pusiausvyra vadeélyje nagrirejama taip, lyg pasaulis nepriklausyty nuo
laiko ir atsitiktinumy. Toél atitinkamas bendrosios pusiausvyros matematinis modelis
vadinamastatiniu Toks supaprastinimas turi prasme tuo atveju, kai matematinj modelj
galima taip papildyti, kad pradines prielaidas galima b uty pakeisti gerokai rexalesn
Tokiy galimybiuy aptarimas reikalauja daug gilesniy ir platesniy Ziniy negu tos, kurios
pateikiamos Siame vadelyje.

SVilfredo F. D. Pareto — Vilfredas Paretas (1848-1923), prancuzy ir italy sociologas, ekonomistas ir
filosofas.
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1.2 Bendrosios pusiausvyros iliustracija

Bendrosios pusiausvyros modelio esme galima iliustruoti nagn vienintelio varto-

tojo sukuriama ekonomika. TradiciSkai ekonomikoje, ta vienintelio ekonomikos sub-
jekto vaidmenj atliekdDanielio Defo€ romano herojus Robinzonas Kruzdopinson
Crusod, kurj laika praleides negyvenamoje saloje. |vairios Siam herojui ekonomisty
priskiriamos ekonomi@s veiklos interpretacijos vadinamos Robinzono Kruzo ekonomi-
ka. Sekdami Sia tradicija ir nedami palyginti skirtingus iStekliy skirstymo mechaniz-
mus, toliau nagriasime dviejy r uSiy ekonongis veiklos negyvenamoje saloje pasirinki-
mo ir motyvacijos b udus.

Pirmiausia, Robinzono gyvenimo aplinkos paprastumas jgalina resursy paskirstyma
iSreiksti vienos funkcijos maksimizavimu. Toks ekonominiy sprendimy b'udas, toliau
vadinamagentralizuotu paskirstymuliustruoja planires ekonomikos igja.

Antrasis resursy skirstymo b udas pagristas kainos mechanizmu. Musy pavyzdy-
je kaina pavyksta jvesti tik atskyrus dvi Robinzono Kruzo veiklos r'uSis — vartojima ir
gamyba. [l to tenka imituoti vieno individo prekyba su @a savimi. Siuo atveju
efektyvus iStekliy paskirstymas gaunamas nepriklausomai maksimizuojant dvi funkci-
jas; viena i jy apib udina gamyba, o kita — vartojima. Sj ekonomikos modelj vadinsime
decentralizuotu paskirstymu

IStekliai ir ekonomin e veikla Mus domins tik dviejuy r uSiy Robinzono Kruzo veikla —

b utent, jo darbas ir vartojimas (poilsis), prasidedantys laiko monfentesitesiantys

iki kurio nors momentad. > 0. Jei Robinzonas tik vartoja (ilsisi), tai jam gresia varto-

jimo iStekliy stygius. Jei Robinzonas be pertraukos dirba, tai jam gresia kitokios r uSies

nemalonumai. Bandysime nustatyti optimaluy darbo ir poilsio laiko pasirinkima.
Robinzono darbia veikla yra kokoso rieSuty rinkimas, toliau vadinama gamyba.

Gamybos iStekliais laikysime darba, matuojama rinkimo laike& [0, L], o surinkty

rieSuty kiekisy > 0 bus gamybos produktas. Tarkime, kad kiekvienai darbo trukimei

surenkamas kokoso rieSuty kiekigSreiSkiamas funkcijg, t. y. kiekvienamd € [0, L]

q= f(d) >0. (1.1)

Tokia funkcijaf: [0, L] — R, gamybos teorijoje yra vadinama gamybos funkcija (dau-
giau apie tab.1skyrelyje).

Toliau, tarkime, kad gamybos funkcijayra du kartus diferencijuojama kiekvien-
ame atvirojo intervald0, L) taSke ir kiekvienam € (0, L), galioja savyls

f'(t) >0, f'(t) <0 ir f(0)>0. (1.2)

Funkcijaf su reiknemis f(t) = v/t, t > 0, yra tokios funkcijos pavyzdys. Pirmoji i3
(1.2) savybiy reiskia, jog funkcija dija, o antroji — funkcijos digjimo greitis magja.

®Daniel Defoe — Danielas Defo (1659/1661-1731), angly rasytojas.
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Savyle f(0) = 0reiSkia, kad laikotarpio pradZioje Robinzonas neturi rieSuty ir téiupa
vartojimo iStekliy. Atvejj f(0) > 0 galety atitikti situacija, kai Robinzono iSteklius
papildo i§ anké&iau turimi arba nuo palmiy patys nukrite kokoso rieSutai. Funkgfjos
didejimas reiksty, jog digjant darbo laikui, didja surenkamuy rieSuty kiekis. Tuo tarpu
darbo efektyvumas laikuidgant maéja, kas derinasi su antrosios iSvestirzenklu.
Robinzono Kruzo vartojima iSreikSkime kitais dviem dydZziais — suvartotu kokoso

rieSuty kiekiuk > 0 ir laisvalaikio trukmel € [0, L]. Kadangi vienu metu Robinzonas
gali uzsiimti tik vienos r'uSies veikla, tarkime, kad

0<l+d<L. (1.3)

Jeil + d < L, tai reiSkia, jog be laisvo laiko leidimo, vartojimo ir kokoso rieSuty rinki-
mo, Robinzonas dar kazkuo u&sies. Priklausomai nubir & reikSmiy, Robinzonas
jauCia mazesnj ar didesnj malonuma, kuris ir lemia jo pasirinkima. Ekonomikoje yra
postuluojamas Zmogaus kaip vartotojo siekimas visada didinti savo malonuma turimuy
galimybiy ribose. Sia prielaida rems&s, numatydami Robinzono kaip vartotojo gal-
imus pasirinkimus.

TradiciSkai ekonomikoje @ybiy suteikiamas malonumas yra vertinimasydpiu
kiekiy kitimo aibeje apibezta funkcija su realiomis reik&mis, vadinama naudingu-
mo funkcija (apie ja raSonia.2 skyrelyje). Robinzono atveju naudingumo funkcija yra
dviejuy kintamyjy funkcijau, kurios argumentus Zymime raohis/ ir k. Toliau, tarkime,
kad naudingumo funkcija, apibezta ailgje X := [0, L] x [0,+00) C R2, tenkina
savybes:

o 0 <wu(l,k) < +oo kiekvienam(l, k) € X;

o u(l, k) >u(l',k),jeil >1'irk >k’

e aibe{(l,k) € X: u(l,k) > c} yraikila ir uzdara kiekvienam > 0.
Veliau matysime, kaip Siomis sawinis naudojamasi matematiniame modelyje. Kol
kas pasakysime tik tiek, kad pastarosios dvi s@gyyra iSpildytos, jei, yra du kartus

tolydZiai diferencijuojama ais X viduje ir bet kuriemgi, k) € (0, L) x (0, +00)

Diu(l,k) >0, Dyu(l,k) >0, (1.4)
D]lu(l, k) < 0, DQQU(Z, k) < 0, D12u(l, k}) > 0;

Cia ir toliau simboliaiD; ir D;; zymi funkcijos« pirmosios ir antrosios &b dalines
iSvestines. Funkcija su reikdnemisu(l, k) := (°k'=%, (I,k) € X, ira € (0,1)
iSpildo (1.4) salygas.

"Toliau naudojamas sutrumpintas $ios sag/byngjimas(l, k) > (I', k'), Zr. (2.29.
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Centralizuotas paskirstymas Tarkime, kad Robinzono gyvenimo kokybe saloje nusa-
ko naudingumo funkcija: — laisvalaikio truknés! ir suvartoty rieSuty kiekid funkci-
ja. Tockl pagrindire matematia problema yra paprasta — maksimizuoti funkeija
Matysime, kad Sio uzdavinio sprendinys turi ekonoming interpretacija. Kadangi, nesant
gamybos — rieSuty rinkimo — suvartoty rieSuty kiekis b uty minimalus, gamyba saloje taip
pat yra neiSvengiama b utirg/bTaigi Robinzono pasirinkimas tarp laisvalaikio ir darbo
trukmeés yra nat uralus.

Naudingumo funkcijos maksimizavimo uzdaviniui spresti centralizuoto paskirstymo
b udu tarkime, kad

I+d=L ir k=q, (1.5)

t. y. Robinzonas arba ilsisi, arba renka rieSutus ir suvalgo visus surinktus rieSutus. IS Sios
prielaidos iSplaukia, kad naudingumo funkcijesargumentai ir & iSreiSkiami vienu
kintamuoju — darbo trukmé, nesl = L — dir k = g = f(d).

Kiekvienamd € [0, L], reikSnesg(d) := (L — d, f(d)), apibeZia funkcijag. Dvi
funkcijosu ir g apibezia nauja funkcijarog, vadinama jy kompozicija, su reik&mis
(uog)(d) :=u(g(d)), d € [0, L]. Taigi naudingumo funkcijos maksimizavimas a#je
X := [0,L] x [£(0), f(L)], laikantis (.1) ir (1.5) salygy, tampa ekvivalentus vieno
argumento funkcijos := wuog, jgyjancios reikSmes

h(d) == u(L —d, f(d)), delo,L],

(besalyginiam) maksimizavimui. Salygas?2) ir (1.4) garantuoja, jog toliau naudojami
analizs faktai galioja. Pirmiausia, funkcijés= uog iSvesting

h'(d) = (Dauog)(d) f'(d) — (Druog)(d) (1.6)

randame naudodami kompozicijos diferencijavimo taisyRld4). Tarkime, kad lygtis
R/ (d) = 0 turi sprendinid* € (0, L) (1.2/1 pratimas). Jek”(d*) < 0, taid* yra lokalaus
maksimumo taskas remiantis besalyginio ekstremumo teor2rhaiteorema). Tegul
(I*,k*) == g(d*) = (L — d*, f(d*)). Tada

sup{u(l,k): (I,k) € X} = sup{h(d): d € [0, L]} = u(l*, k*),

ir maksimizavimo uzdavinys iSsprestas. lliustruosime Sio uzdavinio sprendinj grafiskai.
Su kiekviena skd&iausc reikSme aile {(/,k) € X: u(l,k) = ¢} vadinama in-
diferentiSkumo kreive, nes Sios krew taSkuose naudingumo funkcija jgyja t&iga
reikSme. Antra vertus, sarySig(l, k) = c apibeZia neiSreiksting kintamyjl ir &
funkcija. Remiantis neiSreikstas funkcijos teoremé(117teorema), taskd/ su koor-
dinaemis(I*, k*) aplinkoje egzistuoja tokia tolydziai diferencijuojama funkejjakad
kE=()ir
D1u<l, k‘)

Wm:_pw@m‘
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k
!\f {(l,k): u(l,k) =c}
¢(0) M
¥
0 L l‘

1.3 . Optimalus paskirstymas centralizuotoje ekonomikoje

Parodysime, kad funkcijog su reikSne@misy(l) := f(L —1), 1 € [0, L], ir funkcijosu
grafiky liestires taSkel sutampa. Dar karta panaudoje kompozicijos diferencijavimo
taisykle, turimep’ (1) = —f/(d). |state Sias iSraiSkas | formulg.€) sud = d*, gauname
lygybes

Dlu(l*, k’*)

) = @) =0, @

P'(l7) =

t. y. funkcijuy ¢ ir u grafiky liestires taSkel/ su koordinaeémis(l*, k*) sutampa (Zr1.2
piesinj). Efektyvus darbo paskirstymas gaunamas tame gamybos krasto taSke, kuriame
naudingumo funkcija jgyja didZiausia reikSme. Tame taSke gamybos krasto ir indiferen-
tiskumo kreies liestires turi ta patj posvyrj (angl. slope). Si dviejy liestiniy posvyriy
lygybe apib'udina optimaly paskirstyma. Ji reiSkia, jog kokoso rieSuty kiekis, b'utinas
surinkti vienam laisvalaikio vienetui (valandai), yra lygus kokoso rieSuty kiekiui, kurj
Robinzonas Kruzas nety paaukoti, kad jgyty viena laisvalaikio vieneta (valanda).

ISvestires esatios (1.7) lygybiy abiejose pusse turi toliau aptariama ekonoming
interpretacija. Tarkime, kad funkcija su reikdnemisu(z), = = (z1,...,2,) € R,
yra vartotojo naudingumo funkcija, priklausanti na&intamuju, interpretuojamuy kaip
gerybiy kiekiai. Fiksuodami visas funkcijaskoordinates, iSskyrustaja beij-taja, ir
diferencijuodami lygybe:(x) = ¢, gauname

Dyu(x) dx; + Dju(x) dxj = 0;
Ciadz; ir dz; yra atitinkamy kintamyjy polgiai. Taigi mazinant kintamaji; dydziu

dz; < 0 ir norint iSlaikyti naudinguma nepakitusiu, b utina didinti kintamgjdydziu
dxj = RPN;j(x)(—dx;), kur

RPNIJ (x) =
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Kitaip tariant, santykis P N;;(z) yrai-tosios @ryhes kiekis, reikalingas kompensuoti
vartotojui uzj-tosios grybes kiekio vieneto atsisakyma taip, kad naudingumo funkcijos
reikSnme nepakistyRPN;;(z) vadinamasibine pakeitimo norm#(angl. marginal rate

of substitution).

Tuo p&iu pamiresime ir panaudosime keleta savoky i gamybos teorijos, apie kuria
platiau kalbameb.1 skyrelyje. Tarkime, kad funkcij@' su reikSnémis F'(y), y =
(y1,...,ye) € RY, yra transformacijos funkcija, t. y. gamybos procese naudojamy idtek-
liy ir pagaminamy grybiy kiekiy sudaryty vektoriy adbyra{y: F(y) < 0}, o vek-
torius y nurodo maksimaly pagaminamergbiuy kiekj (cel to tas vektorius vadinamas
efektyviu) tada ir tik tada, kal"(y) = 0. Cia ir toliau laikomasi taisykis, kad vektoriaus
y, vadinamo gamybos planu, koordiaastitinkanti suvartojamaégybe, yra neigiama,

o koordinag, atitinkanti pagaminamaegybe, yra teigiama. Atveju, kai pagaminama tik
viena/-toji géerybe, jos kiekj pazyrakimeq := y, > 0. Tuo tarpu likusios koordinas

i € {1,...,¢ — 1} nurodo suvartojamyéagybiy kiekius, Zymimug; := —y; > 0. Ta-
da kartu su transformacijos funkcifayra apibezta vadinamoji gamybos funkcijasu
reikSmemis f(z), z = (x1,...,x¢—1) ir tokia, kadF(y) = ¢ — f(x). Jei transformaci-
jos funkcijaF' yra diferencijuojama ig yra efektyvus @rybiy rinkinys, tai bet kuriems
skirtingiemsi, j € {1, ..., ¢} daliniy iSvestiniy santykis

_ DiF(y)

vadinamagibine keitimo normgangl. marginal rate of transformation). Samprotauda-
mi kaip ir vartojimo atveju, galime teigti, jog Si norma nurodo, kietosios grykes
mazinimas vienetu padidinaosios grybes kieki, iSlaikant efektyvy gamybos b uda.

Pritaikysime Sias savokas centralizuotam paskirstymui apib udinti. Robinzono gamy-
boje vartojama grybe yra darbas, o pagaminamearghe yra kokoso rieSutai. Kadangi
darbas ir laisvalaikis yra susije sary3is- d = L, 0 haudingumas yra suvartojamy—
pagaminamuy kokoso rieSuty kiekio= ¢ ir laisvalaikiol funkcija, tai transformacijos
funkcija F' priklauso nuol ir ¢. Taigi m'usy atveju transformacijos funkchidy) =
qg—f(L—=1)=q—v),y=(l,q), ir ribiné pakeitimo norma gamybai yra

RKNi2(y) = —¢'(1) = f'(d).
Tuo tarpu ribire pakeitimo norma vartojimui nagejamu atveju yra

Dyu(l, k)
PN = — = .
R 12(.7}) Dgu(l,k‘), x (l,k)
Taigi remiantis sarySiaidl(7), lygybé RPN12(M) = RK Ni2(M) apib udina optimaly
paskirstyma Robinzono ekonomikoje.

8Kai kuriuose tekstuose ribine pakeitimo norma vadinamaPN;;(z), kuris atveju/ = 2 yra
naudingumo funkcijos liestes taSker posvyris. Neretai Sis Zenklo skirtumas tarp iSvestiniy santykio ir
liestines posvyrio tiesiog ignoruojamas.
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Labai daznai lygyb tarp ribires pakeitimo normos vartotojams ir rileis pakeitimo
normos gamintojams yra ekonoramveiklos optimalumo kriterijus. Tau vadoelyje
Si ekonomires analies kryptis toliau nenagrejama.

Decentralizuotas paskirstymas Sioje skyrelio dalyje nagrisime Robinzono Kruzo
ekonoming veikla Siek tiek dirbtinai padalije ja | dvi rinkas ir jvedsryghiu kainas. Tai
yra svarbus pavyzdys, iliustruojantis ir padedantis suprasti toliau detaliai aggna
kainos kitimo mechanizma valstgb ekonomikoje. Be to, matysime, kad Sis, decentral-
izuotu vadinamas, iStekliy paskirstymas ir ka tik nagtés paskirstymas centralizuotu
budu — sutampa.

Kokoso rieSuty rinkima laikysime gamybine veikla firmos, kuri samdo dagga j
(Robinzona) ir parduoda surinktus rieSutus. Firmos pelnas atitenka jos savininkui, irgi
Robinzonui. Robinzono, kaip namuy ukio Seimininko, pajamas sudaro atlygis uz par-
duota firmai darbogga ir i3 tos firmos gaunamas pelnas. Taigi turime dvi rinkas: darbo
jegos ir kokoso rieSuty. Samdomaja darbgg, iSreikSta darbo valandomis, Zgsime
d, o surinkty rieSuty kiekj 4. Naudojant ankSau jvesta gamybos teorijos terminologi-
ja, Siy kiekiy sudarytas gamybos planas yra (—d, g), ir juos sieja gamybos funkcija
f, t.y. galioja @.1). Greta Siy @rybiy, tiesiogiai su jomis susije yra Robinzono lais-
valaikio kiekisl, kuriam galioja/L.3) sarysis, ir Robinzono suvartojamy rieSuty kiekis
neb utinai lygus surinkty rieSuty kiekiuiKaip ir ank€iau, Robinzono pasirinkima lais-
valaikio ir vartojimo atzvilgiu apib udina naudingumo funkeijau reikSnemisu(l, k),

(I,k) e X =10,L] x [0,400).

Sia ekonoming schema papildysime kaina. Tarkime, kad vienos darbo valandos
kaina yrap; > 0, o vieno kokoso rieSuto kaina yga > 0. |kainotas @rybes daz-
nai vadinsime prekmis. Taigi gamybos plana sudatanprekiy rinkinioy = (—d, q)
atitinkama kainuy sistema yra vektorips= (p1, p2). Visa prekiy rinkinio kaina iSreiskia-
ma vektoriy skaliarine sandaugay = —p:d + p2q. Kadangiq = f(d), firmos pajamas
iSreiSkianti lygyke p-y = paf(d) — p1d rodo, kad jos priklauso tik nud ir p. Esant
duotai kainy sistemai, firma siekia gauti maksimaly pelna, t. y. rasti takj< [0, L],
kad

m(p) = sup {p2f(d) — prd} = p2f(d") — prd".
delo,L)]

Tarkime, kad toksl* egzistuoja intervalé0, L). Remiantis besalyginio ekstremumo
b'utina salyge2(83lema) funkcijaid — pa f(d) — p1d, d € (0, L), galioja lygyke

f(d*) = p1/pa. (1.8)

Sie matematiniai samprotavimai apib udina Robinzono gamybine veikla.

Nagrirejant vartojima, Robinzono namuy ukio iSlaidos negali virSyti turimo biudZeto,
kurj riboja i$ firmos gaunamas pelnas= 7 (p) ir pajamos; L, gaunamos pardavus visa
turima darbogga. Sia suma zyasime

w =w(p) :=p-e+ w(p), ir e:=(L,0).



12 1 Skyrius. |vadas

Vektorius e vadinamas rinkopradiniu jnaSuir nurodo tuos rinkoje es&ius gerybiy
iSteklius, kurie ®ra pagaminami, bet gali b uti vartojami. Robinzono vartojimo plana
sudaro prekiy vektorius = (I, k) € X, kurio kainap-z = p1l + p2k ne didesp uzw;

Cia tariama, kad laisvalaikio valandos kaina yra lygi vienos darbo valandos kainai. Tokie
prekiy rinkiniai sudaro vadinamaja biudzeto aiBe= B(p, w), t. V.

Blp,w) = {x € X: pa <w} = {(Lk) € X: pok < pi(L—1) +7(p)}-

Robinzonas, b udamas namuy ukio Seimininku, siekia maksimizuoti savaja naudingumo
funkcija nepazeisdamas biudzetezio w. Kitaip tariant, Robinzono uzdavinys yra
pasirinkti tokia prekiy por@l*, k*) € B, kad

sup{u(l,k): (I,k) € B} = u(l*, k"). (1.9)
Naudingumo funkcija: maksimuma daZniausiai jgyja ant biudZeto krasto, t. y.
pil* 4 pok™ = w. (1.10)

[rodysime, kad Si savybgalioja, kai vartotojas yra godus.

Sakoma (Zr3.€ apibrezima), jog vartotojo pasirinkimas ylakaliai nepasotinamas
jei su bet kuriuo grybiy rinkiniuz € R’ ir skaiiumi e > 0 egzistuoja toks @rybiy
rinkinys z € RY, kadu(x) > u(z) ir |z — 2| < ¢, Cia|z| Zymi z vektoriaus atstuma iki
nulio euklidirgje erdeje R¢. Si vartotojo naudingumo funkcijos savyke reiskia, jog
galima padidinti vartotojo pasitenkinima vos vos pakeitus turimylgiy kiekj. Tarus,
kad naudingumo funkcijos maksimumas pasiekiamas taske B ir p-z* < w, t. y.
vidiniame biudzeto aibs taske, galima rasti tokj> 0, kadp-z < w visiemsz, kuriems
|z* — x| < e (1.22 pratimas). Jei taip, tai remiantis lokaliojo nepasotinamumo savybe,
gauname prieStaravima tam, katlyra « maksimumo taskas tarp visyye B(p, w) ir
todel (1.10) privalo galioti vektoriuiz* = (I*, k*).

Taigi galiojant [.10), namuy ukio problemai iSspresti reikia pasirinkti tbkkuris
maksimizuoty funkcijg su reikdn@mis

h(k) = u((w — p2k)/p1, k) = (uog)(k);

Cia funkcijosg reikSmes yrag(k) := ((w—p2k)/p1, k). Tarkime, kad egzistuoja funkci-
jos h maksimumas taskie" > 0. Tada jam galioja lygyes

0="n(k")= —%(Dluog) (k*) + (Dauog) (k*),

i$ kuriy pirmoji gaunama remiantis b utina ekstremumo egzistavimo s2i\gtdgma), o
antroji — naudojantis kompozicijos diferencijavimo taisyl2edd), kaip ir (1.€) lygybeje.
I3 Cia, pazyngjusl* := w — pok* /p1, iSplaukia salyga:

p1 _ (Druog)(k*) _ Dyu(l*,k*)
D2 (Dguog)(k*) Dzu(l*,k*)'

(1.11)
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Taigi namy ukis, laikydamas kaipair pelna=(p) duotais, randa sau optimaly lais-
valaikio ir rieSuty vartojima!l*, k*), kuris iSsprendZia Robinzono uzdavifti¥). Gauti
sarySiai I1.17), (1.8) ir (1.7) rodo, kad decentralizuotu paskirstymu gautas optimalus
sprendinyg(*, k*) sutampa su centralizuoto paskirstymo sprendiniu.

Dabar jvertinkime visumine pasi ula ir paklausa m usy herojaus ekonomikoje, kuria
sudaro darbo ir rieSuty rinkos. Tegul= (—d, ¢) yra Robinzono pasirinktas gamybos
planas, nusakantis jo firmos pelna ir taip apibantis optimaly Robinzono vartojimo
planax = (I, k). Prisiminus pradinj jnaSa = (L, 0), Robinzono ekonomikogisumine
pertekliné paklausaarba trumpai VPP, yra prekiu vektorius

Z=x—-—y—e=(+d—-L,k—q).

Jis gaunamas vadovaujantis principu — visy vartojamy prekiy kiekiai yra su pliuso zen-
klu, o visy pagaminamy arba jau esamuy prekiy kiekiai yra su minuso Zenklu. 2VPP
iSreiSkiama per atskiry rinky paklausgair pasi ulaS. Paklausos vektorifp sudaro dar-
bo ir rieSuty rinky paklausagl, k), o pasi ulos vektori§ sudaro atitinkama abiejy rinky
pasiuldL — [, q). Taigi Siuo atvejuZ = D — S.

Dabar jau esame pasiruoSe suformuluoti bendraja pusiausvyra Robinzono Kruzo
ekonomikos atveju.

1.1 apibreztis. Tegulz* = (I*, k*) yra Robinzono vartojimo planag;* = (—d*, ¢*)
yra Robinzono gamybos planagit = (p;, p3) yra kainy sistema. Rinkinys*, y*, p*)
yra Robinzono ekonomikos pusiausvyra, jei

(a) y* maksimizuoja Robinzono pelndp*) = p5q* — pid*, kai¢* = f(d*);

(b) =* maksimizuoja Robinzono naudinguma, neperzengdama biudzetgi&zip
p5k* < piL + m(p);

(c) visumineé pertekliné paklausa= 0, t.y.k* = ¢*ir I* +d* = L.

Siame pusiausvyros ap#gtime kaina atlieka ypatinga vaidmenj. Beveik nepriklau-
somi vienas nuo kito gamyh@s veiklos ir vartotojo pasirinkimo optimizavimo procesai
vyksta esant duotai kainai, t. y. kaina yra egzogeninis kintamasis. Esant fiksuotoms
gamybos technologijaf ir naudingumo funkcijai:, abiejuy rinky optimal us sprendimai
gali keistis kintant kainai, t. y. kaina lyg ir valdo rinka. Kalbant apie pusiausvyra, pa-
grindinis yra klausimas — ar egzistuoja tokia gamyba ir vartojima optimizuojanti kainy
sistema, kurios sukuriama pasi ula ir paklausa yra suderintos. Tokia prekiy kainy sistema
vadinamgpusiausvyrine kaina

Ar pusiausvyri® kaina, jei ji egzistuoja, yra viening? Remiantis1.8) ir (1.11),
jei pusiausvyra egzistuoja, tai kainy siteme: (p1, p2) privalo tenkinti salyga

Dyu(l*, k*) _nm

Dot k) pe ) (42
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TaCiau Si salyga neapibZia kainy vienareikSmiskai. Jéi.0L2) galioja kainy sistemai
p = (p1, p2), tai Si salyga taip pat galioja kainuy sistemai = (Ap1, Ap2) su bet kuriuo
A>0.

O kas darosi su gamybos ir vartojimo optimizavimu, kai kainy sisterma(p1, p2)
yra ketiamaAp? Nesunku jsitikinti, kadr(Ap) = An(p), t. y. pelno funkcijar yra
pirmosios eiés teigiamai homogeniSka funkcija. ¢lau abi kainy sistemas atitinkan-
tis ir pelna maksimizuojantis sprendiny$ yra tas pats. Taip pat nesunku matyti, kad
B(Ap,w) = B(p,w), t.y. tai, kas toliau vadinama atitiktimi, b utent- B(p, w), yra
nulinés eikes teigiamai homogeniska. Kitaip tariant, kainy sistepigiCiantis daugik-
liu A\, biudZeto ail B(p, w) nesike€ia, ir tocel nesiketia naudingumo funkcijos op-
timizavimo sprendiny$l*, £*). ISvada: jeip yra pusiausvyria kaina, tai tokia yra iip
kiekvienam\ > 0.

Kitas klausimas — kokios VPP saw® uztikrina pusiausvyros salyga), t. y. kada
visumire perteklire paklaus& = 0. Nagrirgjant §j klausima verta pastet jog galio-
jant (1.10) teisingas vadinamasi#/alrass® desnis: su kiekviena kainy sisterpa> 0,

pZ =0. (1.13)

IS tikro, su bet kuriugp = (p1,p2) > 0, ©(p) = p2¢™ — p1d* ir w = e:p + w(p), IS
(1.10), gauname
pZ=pi(I"+d" — L)+ pa(k* —q*) =0,

t. y. galioja (1.13). RemiantisWalras déesniu,Z = 0 jei arbal* + d* — L = 0, arba
k* — ¢* = 0. Bet kuria i$ Siy dviejy lygybiy galima jrodyti esant jau na@tim pasi ulos
ir paklausos dsniy iSvada. [rodysime, pavyzdZiui, lygylse= k*.

Tarkime, kad kaina- kinta intervalel0, | su kuriuo nors: > 0, k ir ¢ yra tolydZios
p2 argumento funkcijosi(0) — ¢(0) > 0ir k(c) — ¢(c) < 0. Sias matematines salygas
iSpildo bet kurie tipiski, anksau nagrimti paklausog = D ir pasi ulog; = S sarySiai.
Intervale[0, c|] apibeZkime nauja funkcijg su reikSnemisg(t) := k(t)—q(t), t € [0, .
Tadag yra tolydi, g(0) > 0 ir g(c) < 0, o tai reiSkia, kady funkcija i3pildoBolzang®
teoremos prielaidas (4.2 teorema). Remiantis Sia teorema, egzistuoja tok0, ¢),
kadg(t) = 0, o tai reiSkia, jog egzistuoja tokia kaipg € (0,c), kadk* := k(p3) =
q(p3) =: ¢".

Robinzono Kruzo atveju lygydsk = ¢ klausimas nekyla. Nat uralu, jog Robinzonas
nusiskina tiek kokoso rieSuty, kiek jam reikia prasimaitiBilzanoteoremos taikymas
iliustruoja toliau nagrigjama abstradaja konkurencine rinka. Tuo atveju remsim
Bolzanoteoremos apibendrinimuBrouweio!! nejudamojo tasko teorema.

Pratimai

®Léon Walras — Leonas Valrasas (1834-1910), pranc uzy ekonomistas.
1%Bernard Bolzano — Bernardas Bolcanas (1781-18#8y matematikas ir teologas.
11| uitzen Egbertus Jan Brouwer — Janas Braueris (1881-1966), olandy matematikas ir filosofas.
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1. TegulL > 0, u(l,k) = 1°k'~2, (I,k) € [0,L] x Ry, f(d) = d°, d € [0, L),
ir h(d) = u(L — d, f(d)). Kokiemsa ir 5 funkcija h jgyja maksimuma taske
d* € (0, L)? Rasti jj.

2. Tegulp, z € R, w > 0ir p-z < w. Rasti tokje > 0, kadp-z < w, jei |z — 2| < e.

3. Tarkime, kad Robinzono kokoso rieSuty rinkimo gamybos funkcijafyrg =
12y/a+d, a > 0, ir jo naudingumo funkcija yrai(l,k) = 18Ink + [. Rasti
Robinzono ekonomikos pusiausvyra ir nebti kokoso rieSuty rinkos paklausos ir
pasi ulos sarySiy grafika.

4. Tarkime, kad Robinzono kokoso rieSuty rinkimo gamybos funkcijafyrg =
V/d, 0 jo naudingumo funkcija yra(l, k) = (24 — L + 1)k, L > 0. Rasti Robin-
zono ekonomikos pusiausvyra.

5. Tegula € (0,1) ir u(z) = 2§23 %, * = (v1,22) € R%. Rasti funkcijosu ribing

pakeitimo norma tarp dviejuagybiy.

1.3 Arrow—Debreu ekonomika

Kaip mineta, m usuy tikslas yra iSsiasSkinti viena i$ pagrindiniy bendrosios pusiausvyros
modeliy, vadinama#rrow!“~Debreu? ekonomika. Siame skyrelyje modelis apib udina-
mas pilnai, bet glaustai. ISsamiai jis naggjmmas tolesniuose vadelio skyriuose.

Pagal veiklos pob udj ekonomikos subjektai yra dviejy r usiy: vartotojai ir gamintojai.
Sie veiklos b'udai yra susije su skirtingais ekon@siveiklos 3altiniais: prekiy varto-
jimu ir ju gamyba. Téiau svarbiausia bet kurioje ekonomikoje yr&ios preles, kurios
yra ekonomis veiklos priemoair tikslas. Prekiy kaina yra rodiklis, kuris nurodo prek-
iy stygiaus laipsn;.

Sio rodiklio — kainos — susidarymo mechanizmas ir yra grindZziamas pu-
siausvyra

BP teorijos pagrindies savokos yrausiausvyraprekesir kaina Pradsime nuo pas-
taryju dvieju.

Prekes ir kainos Preke (angl. commodity) vadinama tokiargle, kuria galima pirkti
ar parduoti, o jos vienetai yra lygiav@ai. Toliau nagri@jama prekiu rinka turi baigtinj
skatiy ¢ skirtingy prekiy, sunumeruoty indeksais iS&slh = {1,...,¢}. Paprastumo
delei prele yra tapatinama su vienu i$ indekksyc I. Kiekviena preke, t. y. indeksa,
atitinka du realieji skaiai.

12Kenneth J. Arrow — Kenetas Erou (1921), amerdiieekonomistas, Nobelio premijos laureatas
ekonomikos srityje.

13Gerard Debreu — Zeraras Debrit (1921-2004), amdilkimatematikas ir ekonomistas Prancuzijoje
gimes, Nobelio premijos laureatas ekonomikos srityje.
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Vienas i$ dviejuh-taja preke atitinkatiy skatiy x, € R Zymi preles kiekj. Toks
susitarimas reiSkia, jog prekiy kiekiai gali b'uti trupmeniniai &kai Si prielaida yra
prasminga, kai fizia gerybe yra daloma, arba kai preke yra paslauga vertinama laiko
trukme. D&l preles kiekio Zenklo interpretavimo galima tarti, kad ekonomikos subjek-
tui (vartotojui) teigiamas skaius x;, reiSkia jo jsigyjamos preds kiekj, 0 neigiamas
skatiusz, reiSkia tokios preks perdavima kitam rinkos subjektui. Pavyzdzitji,= 2
gali reiksti jsigijima dvieju kilogramuy grybuy, = —4 — keturiy valandu matematikos
paskaity skaitymaébtytojui, oxo = 4 — Sios paskaitos klausymo studentui. Vektorius
r = (21,...,27) € R, kurio kiekviena koordinat yra prekes kiekis, vadinamarekiy
rinkiniu arbavartojimo planu Visa prekiy rinkiniy kieky aib X yra euklidires erd-
vesR’ aibe, vadinamavartojimo aibe Sutrumpintai prekiy rinkinys = (21, ..., x/)
Zymimas(zy,); Ciair toliauh € I. Taigi prekiy rinkiniox = (x,) koordinagé xj, yra
teigiama, jei vartotojas jsigyja-tosios preks z;, vienety, ir neigiama, jei vartotojas
atiduoda atitinkama kiekj prekiuy.

Antras realusis skaius, atitinkantis preke, yra jos vieneto kaina. Frskainayra
dydis, kurj reikia moleti jsigyjant viena kurios nors prek vieneta. Kiekvienarh € I,
h-tosios preks vienetui yra priskiriamas realusis skaspj,, vadinamas jo kaina. Tokiu
b'udu indeksy aibBatitinka vektoriugp = (p1,...,p) = (pn) € RY, vadinamagkainy
sistema Prekiy rinkinioz = (z;) € X C R’ su atitinkama kainy sistema= (py,)
kaina yra dydis

J4
pT=> prtn, (1.14)
h=1

vadinamas vektoriy ir x skaliarine sandauga. Visy kainy sistemas suddyarektoriy
p = (pp,) aibe ZynesimeP C R’. Priklausomai nuo to, a#, € R yra teigiama, nulis ar
neigiama, tarsime, kakktoji preke yra atitinkamai reta, neribota ar kenksminga.
Remiantis Siais preds ir pinigy apibezimais, ekonomikos subjeksprendimasira
prekiy rinkinio z pasirinkimas vartojimo aije X C R’. Tokio sprendimo pasirinki-
mo kaina priklauso nuo kainy sistempsc P C R’ ir yra lygi skaliarinei sandaugai
p-x. Ekonomireje pinigy teorijoje pinigai laikomi tarpine preke¢tau m usy tolesniame
nagrirejime pinigai rera laikomi preke. Kaina yra matas to, uz kiek ja galima jsigyti.
Kaina rera prelks vidire savyle, bet priklauso nuo iSoriniy aplinkybiy — technologijos
lygmens, vietos, laiko ir panaSiai.
Toliau kalbant apie ekonomikos subjektus, jie skiriami | dvi kategorij@snintojai
ir vartotojai. Formaliai abi subjekty kategorijos skiriasi pagal toliau aptariamus prekiy
pasirinkimo apribojimus ir pasirinkimo kriterijus. Neformaliai gamintojus ir vartotojus
galima skirti pagal ju veiklos tikslus.

Vartojimas ir vartotojai  Vartotojas yra ekonomikos subjektas, kuris renkasi prekes
iS vartojimo ailes X C RY, siekdamas maksimizuoti savo nauda. Toliau tariama, kad
vartojimo aile X iSpildo tam tikras salygas. Kaip taisgkltokios salygos atsirand&ld
matematinio jrodymo reikalavimy. PavyzdZiui, mes tarsime, kad Aibyra iskila, t.
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y. jeiz,y € X, taidx + (1 — \)y € X bet kuriam\ € (0,1). DaZniausiai tokias
salygas galima interpretuoti ir ekonomiSkai. Na@jant vartotojo pasirinkimo mecha-
nizma galima nekreipti@mesio j tai, kad rinkoje renkamasi tarp prekiy. Kitaip tariant,
bet kuris prekiy rinkinys, iSreiSkiamas vektoriumi= (z5,) € X, yra alternatyva varto-
tojui. Vadowelio '3 skyriuje prekiy pasirinkimas nagéfamas kaip pasirinkimas tarp bet
kokiy alternatyvy, o ne b utinai eukliédiserdes aile X tuo atveju vadinama alternatyvuy
aibe.

Kita svarbi vartotojo charakteristika yra prekiy ar alternatyvy pasirinkimo kriterijus.
Siuolaikineje ekonomikoje pasirinkimo kriterijumi laikomas a@bX binarusis sarysis
=, vadinamagreferencija Atskiru atveju preferencija gaunama naudojaatidingu-
mo funkcija apibeZzta aieje X. Mes sakome, kad preferencija ymcionali, kai aikes
X binarusis sarysis yra pilnas ir tranzityvus. PR ), sudaryta i$ vartojimo aés
X ir racionalios preferencijos, vadinameprekiy lauky arba alternatyvy lauku. Na-
gringjant pusiausvyros egzistavimo salygas, taip @&gilamas vartotojy pasirinkimas
yra laikomas Zinomu, o preferencija duota. Klausimas, kaip nustatyti preferencija pa-
gal pasirinkimo rezultatus, naggfamas3.4 skyrelyje.

Tarkime, kad m'usy nagdjamoje ekonomikoje yra vartotojy; kiekviena i$ juy
Zzymeésime indeksu € {1,...,n} =: V. Kiekvieno vartotojo alternatyvy agbir prefer-
encija gali skirtis. Todl i-tojo vartotojo alternatyvy aibe zy@simeX;, o jo preferencija
aibeje X; zymesime-;. Toliau, tarkime, kad-tasis vartotojas tupradinj turta, sudary-
ta iS pradinio jnasoe; = (e;1,...,¢e) € X; ir dalies rinkos gamintojy pelno, kurj
apibresime Siek tiek gliau. Visy vartotojy jnasy suma:= e; + --- + e, vadinama
ekonomikosstekliais Tegulw; yrai-tojo vartotojo pradinio turto kaina, p € P yra
kainy sistema. Tada vartotojo pasirinkimo ribojimas yra iSreiSkiamas salyga: prekiy
rinkinys x € X; yra leistinas, jei jo kaina-z < w;. Visy tokiy prekiyz € X; aibe
Bi(p, w;) toliau vadinamaiudZeto aibet. y.

Bi(p,w;) = {a: € X;: px<w}, i€V (1.15)

Taigi i-tojo vartotojo tikslas, esant duotaim, w; ), — rasti tokjz; € B;(p, w;), vadinama
optimalaus pasirinkimo rinkiniu, kad >; z kiekvienamz € B;(p, w;). Tokio rinkinio

gali ir neb'uti, arba jy gali b uti daugiau negu vienas. Klausimas, kokiomis agmis/b
galima optimaliai pasirinkti, vadinamas vartotojo optimalaus pasirinkimo problema, ir
jis detaliai nagrigjamasb.1 skyrelyje.

Kalbant apie interpretacijas, pamesime, jog vartotoju gali b'uti individas, namuy ukis
ar kita bendry interesy vienijama gripVartotojas numato savo vartojimo plana, arba
trumpiau — vartojima, sudaryta i prekiy rinkiniy. Sis pasirinkimas yra ribabgalimo
vartojimo aikes fizinio ribotumo, @l kainos nulemiamo rinkos ribojimo idlasmeninio
biudZeto ribotumo. Vartotojy tikslas yra maksimalios naudos siekis turimomis salygomis
(nulis valandy darbo ir tona aukso yra nerealus siekis). Ekonomikos subjekty ,godumas*
yra ju aktyvumo Saltinis, kuris ir sudaro ekonomikos teorijos, vadinamos neoklasikine,
viena is fundamentaliy prielaidy: vartotdpggalinj egoizma
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Gamyba ir gamintojai Gamintojas yra ekonomikos subjektas, kuris renkasi i§ gamy-
bos plany, siekdamas maksimizuoti savo pel@amybos planwadinamas vektorius
y=(y1,...,y0) = (yn) € R, kurj sudaro gamybos iStekliams skirtgrgbiy ir pagam-
inamu @rybiy kiekiai. Tam, kad jas galume atskirti, iStekliams skirtyegybiu kiekis

yra neteigiamas sk&us, o pagaminamyeégybiy kiekis yra neneigiamas skais. Si-
ame vadoelyje gamybos plano pirmosios koordiaatatitinka isteklius, o likusios ko-
ordinaks — produkta. Aibe gamybos planu riboja technologijos ir iStekliai. Toliau visy
jmanomy gamybos plany aibe ZggimeY C R’ ir vadinsimegamybos aibeKaip ir
vartojimo atveju, gamybos aiSpildo tam tikras salygas.

Tarkime, kad m usy nagajamoje ekonomikoje yran gamintojy; kiekviena i$ ju
zymesime indeksy € {1,...,m} =: G. Velgi, kiekvienam gamintojuj gamybos
aibe Y; gali b uti skirtinga. Gamintojo pasirinkimo iS skirtingy gamybos plany kriteri-
ju sudaro pelno maksimizavimo tikslas, t. y. pasirenkamas toks gamybos planas, kuris
maksimizuoja pelna. Esant duotai kainy sistemai (p,) € Rf, gamybos pelnas,
atitinkantis gamybos plana= (y;,) € Y}, yra vektoriyp ir y skaliarire sandauga

y4
PY=>_ Dhlh-
h=1

Gamintojo tikslas — maksimizuoti pelna esant duotai kainy sistgiaiy. rasti tokj
gamybos plang; € Y;, vadinama pelna maksimizuojéno gamybos planu, kad

py; =sup{py: y € Y;} = m;(p). (1.16)

Dydis7;(p) = p-y; yra j-tojo gamintojo maksimalus pelnas, atitinkantis kainy sistema
p € RY. Velgi klausimas, ar pelna maksimizuojantis gamybos planas egzistuoja, vadina-
mas pelno maksimizavimo problema ir detaliai nagjamasb.1 skyrelyje.

Kalbant apie gamybos ir gamintojy statinio modelio prielaidas, i®sgsariama, kad
gamintojai sugeba ruosti pilna gamybos plana, numatoma visaiaiteiai reisSkia, kad
ateities planai ir pasekes yra Zinomdabar. Be kita ko, gamintojai nusprendzia, kokios,
kiek ir pagal kokia technologija bus gaminamos @k Taigi ekonomikos subjekty
tyrimo prielaida yra ,neriboto numatymo* galimgb Kitaip kalbant, Si ekonomikos
subjekty dalis pasizymi absofiia ir neribota toliaregiSkumo savybe.

Arrow—Debreu ekonomika Apibendrinant tai, kas iki Siol jau apibEta, nagrijama
ekonomika sudaro:

e n vartotojy, Zymimy indeksais € {1,...,n} = V, ir m gamintojy, Zymimy
indeksaisj € {1,...,m} = G. Taigi i$ viso ekonomikoje yra: + n subjekty.

e Kiekvienas vartotojas € V turi savo vartojimo aibg\; C R’ ir aibeje X; api-
brezta savo racionalia preferencia.

e Kiekvienas vartotojas € V turi pradinj jnadae; = (e;1,...,ey) € X; C R, oty
jnasy suma = e; + - - - + e, sudaro ekonomikos isteklius.
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e Kiekvienas gamintojag € G turi savo gamybing aibg; C R¢, ribojartia jo
technologinius pasirinkimus.

Taip apibeZta ekonomika vadinamf&rrow—Debreuekonomika. Trumpiau kalbant,
Arrow—Debreuekonomika yra rinkiny€ := (X, =4, Yj, €;).

Greta to, ka jau turime, papildomai ap#$ime rySius tarp vartotoju ir gamintoju,
kuriuos interpretuodami vadinsime ekonomika su migi nuosavybe. Priminsime,
kad kiekvieno vartotojo pasirinkima riboja biudZeto @i@..15), kurioje w; yra i-tojo
vartotojo pradinio turto kaina. Kaip buvo méta, pradinj turta sudaro pradiniai jnasai
e; € X, ir dalis gamintojy pelno. Dabar galime tiksliai apatiti kiekvieno vartotojo
gaunama gamintojy pelno dalj. Kiekviengime G ir p € P C R’, j-tojo gamintojo
gauto pelnar;(p) dalis, atitenkanti-tajam vartotojui, nusakoma skaimi 6;; < [0, 1],
ir i-tajam vartotojui atitenkantj-tojo gamintojo pelno dalis yré;;7;(p). Laikysime,
kad vartotojai pasidalija visa pelna, t.)y;. - 6;; = 1 kiekvienamj € G.

Tarkime, kadp € P c R’ yra kainy sistema, @;(p) yra atitinkamagj-tojo gam-
intojo pelnas/1.1€). Tada kiekvienam € V, i-tojo vartotojo pradinio turto kaina yra

w; = ’U)Z'(p) = p-e; + Z eijﬂ'j(p) € R. (1.17)
jEG

Zinant pradinio turto kaingu; ir kainy sistemag € RY, i-tojo vartotojo biudZeto aig
Bi(p,w;) apibZta lygybe1.15). Vartotojo pradinis turtas priklauso nuo gamintojo
pelno ir Sia prasme vartotojo pasirinkima daro priklausoma nuo gamintojo rezultaty.
Arrow—Debreuekonomika&, kurioje vartotojus ir gamintojus sieja.(L7) sarysis, vadi-
namaprivaciosios nuosavybes ekonomikaumpiau kalbantArrow—Debreuekonomi-
ka su priv&iaja nuosavybe yra rinkinys

PNg = (Xiativi/jveiueijup)‘ (118)
Arrow—Debreu ekonomikos pusiausvyra Sakykime, kadPAE yra Arrow—Debreu

ekonomika su privéiaja nuosavybe, apibzta (@.18) rinkiniu. Tegulz; = (x;,) € X;,
ieV,iry; = (yjn) €Y}, j € G. Tada rinkinys

(xl-,yj):(ml,...,xn,yl,...,ym)6X1><---><Xn><Y1><~--><YmCR£(”+m)

vadinamas prekiy paskirstiniu. Taigi prekiy paskirstinys yra rinkos subjekty sprendimy
rezultatas. PA'E ekonomikos paskirstinfz;, y;) atitinkanti visuminé pertekline pak-
lausa(angl. total excess demand), arba sutrumpintai VPP, §rgliy rinkinys

Z(wiyy) =Y mi—» y;— » e € R (1.19)

=% jeG i€V

Sis zynejimas reikia, jog kintamaisiais visungije perteklieje paklausoje yra laikomi
tik z; ir y;, 0 ekonomikos iSteklia; nekinta.
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Visumire perteklire paklaus& = Z(x;,y;) yra vektorius(Z) = (Z1,...,2Z;) €
RY, kurio koordinag

Zn(@iys) = > _@in— Y Yjn— Y ein €R

eV jea i€V

kiekvienamh € I. Prisiminkime, kady;;, < 0, jei h-toji gerybe yra gamybos istekliai,
t. y. h-toji gerybe yra suvartojama, ig;;, > 0, jei h-toji gerybe yra gamybos produktas.
Kitaip tariant, sumojeZy (z;, y;) suvartojamih-tosios grybes kiekiai yra su pliuso zen-
klu, o sukuriami tos grybes kiekiai yra su minuso Zenklu. Vadinasi, sufdz;, y;) yra
h-tosios grybes balansas visoje ekonomikoje. Xgi(x;,y;) > 0, tai h-tosios grybes
yra nepakankamai, o jéf;, (x;, y;) < 0, tai h-tosios @rybes yra perteklius. Sakysime,
kad prekiy paskirstinysz;, y;) yraleistinas jei Zp, (x;, y;) < 0 kiekvienamh € I, t.y.
Z(J)Z', yj) S 0.

Kartu su paskirstiniqz;, y;) leistinumu, pusiausvyra apib udinama ir tuo, kad vi-
sumires pertekli@s paklausos kaina lygi nuliui, t. y.

p-Z(@i,y;) = Y pnZn(wi, y;) = 0. (1.20)
hel

Tegulp = (py) > 0ir Z(x;,y;) < 0. Tada kiekvienas1(2() sumos narys yra lygus
nuliui, t. y. kiekvienos preks pasi ulos ir paklausos balanso kaina yra nulis. Be to, jei
pp, > 0, tai Zy(z;,y;) = 0, t. y. vertingos pregs pasi ula lygi paklausai.

Prekiy paskirstinys$z;, y;) tarp ekonomikos subjekty ir kainy sistema P sudaro
rinkinj (x;, y;, p), kurj vadinsime ekonomikoB N € b'usena

1.2 apibreztis. Tegul PNE yra Arrow—Debreu ekonomika nusakoniaX€) rinkiniu.
B usendz;, y;,p*) vadinsime ekonomikoBN € pusiausvyrajei galioja(a), (b) ir (c);
Cia

(a) kiekvienami € V, ¥ yra optimalus biudZeto aés B; (p*, w;(p*)) elementas;

(b) kiekvienamj € G, y; yra maksimaly pelng; (p*) realizuojantis gamybos planas;

(c) visumire perteklire paklaus& (z7,y;) < 0ir p*-Z(z7, y;) = 0.
Pusiausvyros egzistavimo problema Pusiausvyros problema suformuluosime kaip
nuo kainy sistemos priklauséios ailes egzistavimo problema. Pégime nudl.Z api-
brezimo(a) ir (b) salygy. Esant bet kuriai kainy sistemai R ir gamintojuij € G,
apibezkime aibe

Sj(p) :={y € Yj: (Vz €Yj)[py = p2]},

kuri gali buti tusia arba ne. Jeb;(p) # @, tai j-tasis gamintojas renkasi bet kurj
maksimaly pelna realizuojantj gamybos plana S;(p). Tarkime, kag € R’ yra tokia
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kainy sistema, kad visos &bS;(p), j € G, yra netusios, t. y. galiojal.Z apibezimo
(b) salyga. Tokiu atveju yra apibzti maksimal us pelnaii(p), j € G, o visy vartotojy
pradinio turto kainosv;(p) apibreztos pagal formul¢l(17). Tada kiekvienam vartotojui
1 € V apibezkime aibe

Di(p) := {z € Bi(p,wi(p)): (V2 € Bip, wi(p))) [x =i 2]},

kuri taip pat gali b uti tu8a arba ne. JeD;(p) # o, taii-tasis vartotojas renkasi bet
kurj optimaly prekiy rinkinjz; € D;(p). Tegul P yra aite ty kainy sistemy € R¢, su
kuriomis yra netu§ios visos aibsS;(p), j € G, ir D;(p), i € V. Aibe P gali b uti tuSia
arba ne. JeP yra netuSia, tai galiojel.2 apibezimo(a) ir (b) salygos.

Sakykime, kad kainy sistemy &p yra netugia. Noedami sudarytirrow-Debreu
ekonomikos pasi ula ir paklausa, skithe gamintojy ir vartotojy pasirinkimus, kurie yra
Sios ekonomikos subjekty sprendimai. Kadabgip) ir S;(p) gali b uti ailes, sudarytos
i$ daugiau nei vieno elemento, naudosimetugiy euklidines erdes poaibiyA ir B
Minkowskg!? sucktimi A + B ir atimtimi A — B, kur

A+t B:={utv: ue A, ve B} (1.21)
Taip su@je, gauname aibes
D(p):=> Di(p) it S(p):=)_S;p), (1.22)
i€V jea

vadinamas atitinkamaiisumine paklausa@ visumine pasiulaKartu su ekonomikos
iStekliaise = ) ;- e;, Sios ailes iSreiskia VPP priklausomybg nuo kainos

¢lp] = D(p)—S(p)—{e} (1.23)
= {Z(zi,y5): zi € Di(p), y; € Sj(p)}.

Jei kainy sistema € P, taiz; € D;(p),i € V,iry; € Sj(p), j € G, yra optimal us
ekonomikos subjekty sprendimai, o VERz;, y;) € ([p]. Aibe

¢:={(p,2) eR' xR pe P, z € ([pl}

yra atitiktis i8R’ | R¢ su apibeZimo sritimi P, vadinamavisumine pertekline paklausa
Jei kiekvienamp € P, aibes D;(p) = {z}}, i € V,ir S;(p) = {y;}, j € G, yra
sudarytos i$ vienintelio elemento, tai reik8s((p) := Z(z},y;) apibezia funkcija

¢: p C(p) € RY p € P, taip pat vadinama visumine pertekline paklausa. Daugiau
apie atitiktis ir funkcijas raSoma.2 skyrelyje.

Taigi 1.2 apibezimo (a) ir (b) salygos galioja, jei egzistuoja visunairperteklire
paklausa su apibezimo sritimiP. Jei kainy sistema* € P yratokia, kad) € ([p*], tai
egzistuoja tokiec; € D;(p*) ir y; € S;(p*), kadZ(z],y;) = 0, o tai rodo, kad Arrow—
Debreu ekonomikos b usertaj, y;.p*) galioja visos trysl.2 apibezimo salygos. Sie
samprotavimai jrodo teigin;:

YHermann Minkowski — Hermanas Minkovskis (1864-1909), Kaune gimes $iokieatematikas.
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1.3 teiginys. Arrow—Debreu ekonomikoj@ € egzistuoja pusiausvyra, jei egzistuoja
visumine pertekline paklaugasu apibrezimo sritimiP ir tokia kainy sistema* € P,
kad0 € ([p*].

Sio teiginio kainy sistemg*, jei ji egzistuoja, vadinampusiausvyrine kainaV usy
pagrindinis tikslas — rasti salygas ekonomikhil), kurioje egzistuoja pusiausvy@én
kaina.

Pusiausvyrigs kainos egzistavimo salygy paieSkaavienareikSmiskai formuluo-
jama. Bendroji pusiausvyra yra visos ekonomikos sayyttockl jos egzistavimui gali-
ma b uty formuluoti salygas tiek visai ekonomikai, tiek ir atskiroms jos dalims. ¥adov
lyje nagrirejamosArrow—Debrelwekonomikos dalys yra matematinio modelio elementai,
t. y. (1.19) rinkinio sudedamosios dalys. Taighrow—Debreuekonomikos kontekste
salygos pusiausvyrai egzistuoti iSreiSkiamos prielaidomis modelio elementams. Tokiu
b udu galima tiltis paaiskinti pusiausvyr@s kainos formavimosi mechanizma. Be to,
praktiniu poziuriu tokias salygas galima b utettilengviau interpretuoti ir pateisinti
ekonomiskai.

Pusiausvyros egzistavimo salygosToliau formuluojamos konkigos salygo#rrow—
Debreuekonomikaill.18), kurioms galiojan6.8teorema jrodomas pusiausvyros egzis-
tavimas.

Kiekvienami € V vartojimo aibeiX; galioja

V0 X; CRY ={z eR": x>0}

V1. X, yraiskila, t. y. bet kuriems,y € X;ir A € (0,1), Az + (1 — Ny € X;;
V2: X; yra kompaktiSka, t. y. uzdara ir agtta;

V3: egzistuoja tokg; € X;, kadz; < e;.

Kiekvienam: € V vartojimo ailes X; preferencija-; yra racionali [8.1 apibrezi-
mas), o prekiy laukagX;, ;) yra

L1: tolydus, t.y. ailes{y € X;: y =; z}ir {y € X;: = =; y} yra uzdaros kiekvien-
amz € X; (3.€apibezimas);

L2: i8kilas, t. y. jeiz,y,z € X,y =; xir z =; x, tai\y + (1 — \)z =; = galioja
kiekvienam\ € (0, 1) (3.17apibeZimas);

L3: lokaliai nepasotinamas, t. y. duotiems X ir ¢ > 0 egzistuoja tokgy € X;, kad
|x — y| < e ir grieztoji preferencijay =; x (3.€ apibezimas).

Kiekvienamj € G gamybos aibY; C R’

G1: yraiskila;
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G2: yra kompaktiska;
G3: leidZia nieko neveikti, t. y0 € Y.

Priklausomai nuo rinkos kainos, nieko neveikimas gali b uti optimalus firmos sprendi-
mas. Bet kuriuo atveju iS salygds3 iSplaukia, kad pelnas visada yra neneigiamas
dydis.

Galiausiai, prielaida apie kainy sistemas yra

P1: P =1R4\ {0}.

Daugumoje pusiausvyros egzistavimo jrodymy vartojimo ir gamybos aibiy iSkilumas
(V1 ir G1 salygos) yra labai svarbios. Gamybos atveju iSkilumas kartG¥salyga
reiSkia, kad jei technologija yra galima, tai ir\y yra galima kiekvienam < [0, 1]. Tai
rodo, jog mazinant gamybos sanaudas proporcingagfagiagaminamos produkcijos
kiekis (angl. non-increasing returns to scale).

Vadoelyje jrodoma pusiausvyros egzistavimo teord&r@salygu bendrumo prasme
nera pati universaliausia. Pavyzdziui, aibiy ir Y; kompaktiSkumo salyga galima b uty
pakeisti Siy aibiy uzdarumo salyga. ¢lau dazniausiai bendresrneorema reikalauja
sucktingesnio jrodymo. Nuorodos | kitus Zinomus ir susijusius rezultatus yra pateiki-
amos Sio ir kity skyriy pabaigoje.

Taikomoiji bendrosios pusiausvyros analiz Taip vadinama ekonominiy darbuy sri-

tis, kuriais siekiama abstrala bendrosios pusiausvyros strukt ura, iSreiSkiAnngw—
Debreuekonomikos modeliu, taikyti konkésgoms ekonomikoms. EmpiriSkai jvertintas

ir realius duomenis atitinkantis bendrosios pusiausvyros matematinis modelis naudoja-
mas lyginti ekonomias politikos alternatyvas. Tokia politika domisi ekonomikos reak-
cijair jos elgsena priklausomai nuo jvairiy ekonomikos rodikliy pasikeitimy ir ekonom-
inés politikos sprendimy.

Bandymai tiesiogiai taikytArrow—Debreuekonomikos modelj susiduria su dviem
pagrindiremis problemomis. Viena, pusiausvyros egzistavimo jrodyneas konstruk-
tyvus. Tam naudojamdrouweiio ir Kakutand nejudamojo tasko teoremos teigia pu-
siausvyros egzistavima, bet nenurodo b udo jai rasti. Nejudamojo tasko teoremos yra
svarbios parodant ekonominio modelio loginj suderinamuma, kas yra b utina padaryti
pirmiausia. Toliau nat uralu bandyti rasti nejudamojo tasSko paieskos algoritmus. Pir-
masis reikSmingy rezultaty Sia kryptimi pasigi. Scarfag® septintame XX amziaus
deSimtmetyje. Konstruktyvus poziuris | bendrosios pusiausvyros analizentas jo
knygoje R7].

Kita problema yra tai, kadrrow—Debreuekonomikos modelyjeéra tokiu jprastiniu
ekonomires politikos jrankiy, kaip vyriausy) mokesiai, tarifai, prekybos apribojimai
ir panasiai. Pagrindinis ir supaprastintas vyriasylekonomias politikos vaidmuo
yra mokesiy rinkimas ir jy paskirstinys jvairioms reikems. Nuo vyriausybs veiklos

BHerbert E. Scarf — Herbertas Skarfas (1930), amdiilienatematikas ir ekonomistas.
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priklauso ir rinkos ekonomikos subjekty sprendimai, o iy funkcijy jtraukinfasow—
Debreumodelj tampa netrivialiu uzdaviniu. Viena is galimuy Sios problemos sprendimo
varianty ir gauto modelio panaudojimo rezultaty aptarima galima 28jtkhygoje.

1.4 Istorine idejy apzvalga

Ekonomikos kaip Siuolaikine prasme atskiros Ziniy sistemos pradzia siejafdasm
Smittet® knygos ,Tauty turtas“29] pasirodymu 1776 metais. Iki tol ekonomika bu-
Vo tiesiog vienas iS politikos moksly skyriy apie valsggbvaldymo mena. Lyginant su
ank<iau gyvenusiais ekonomistaiSmittas iSsiskye ne tik savo Ziniy moksliSkumu ir
gilumu, bet ir savo sukurto abstraktaus gamtos ir tuoraetiapitalistigs sistemos mod-

elio pilnumu ir nuoseklumu. Jis aiSkiai paségh ir iSskye svarbiausius rySius tarp pa-
grindiniy visuomees sluoksniy, jvairiy gamybos sektoriy, gezevr pajamuy paskirsty-

mo, pinigy apytakos, kainos formavimosi procesy ir ekonominio augimo. Dauguma
po jo gyvenusiy ir dirbusiy ekonomisty vienaip ar kitaip savejag kildino i8Smitho
~Tauty turto“. B'uty beviltiSka bandyti bent kiek iSsamida apzvelgtiSmitho ir kity
ekonomisty i@jy santrauka. M usy nuomone, tam egzistuoja puik us tekstai, pavyzdZiui
Hunto knygaHistory of Economic Thougljfi4]. Todel apsiribosime tik tuo, kas tiesio-
giai siejasi su bendrosios pusiausvyrosjid ir bendro pob udzio pastabomis apie Siuo-
laikinés ekonomikos jvairove.

Bendrosios pusiausvyros idja Ekonominiy reiskiniy tyrimo patirtis rodo, jog egzis-
tuoja steletinas suderinamumas tarp daugghndividy, atrodyty, visiSkai nepriklau-
somy sprendimy, susijusiy su gamyba ir prekyba. Sis suderinamumas pasireiskia gam-
inamo ir siulomo parduoti ar norimo pirkti prekiy ir paslaugu kiekio tam tikru balansu.
Norintys pirkti paprastai tiksliai numato savo galimybes, o norintys gaminti paprastai
negamina tiek, kad po to negal parduoti. Sio reiskinio svarbos suvokimas atsirado
senai, daAdano Smitto laikais.

Keliy paskutiniyju Simtu mety Vakary Saliy istorija pateikia jvairiy Sio ekonominio
reiSkinio vystymosi aspekty. Pavyzdziui, djdnt pajamoms ir prekiy paklausai, netrun-
ka atitinkamai reaguoti gamyba ir darlagps paklausa. Arba, atsirandant naujoms tech-
nologijoms, iSsilaisvinusi darb@ga ne prapuola, bet panaudojama kitose ekongsnin
sistemos srityse. Sie pavyzdZiai rodo, jog pati ekon@nsiistema daugiau ar maziau
sklandziai prisitaiko prie naujy pokiy.

Ekonominiy sprendimy savaiminio suderinamumo reiSkinys tampé gkigaizdus
ir mjslingas laisvosios rinkos salygomis. Tad nenuostabu, kad javAdaoo Smitlo
laiky Sio reiSkinio mechanizmo paaiskinimo galimumas suvokiamas kaip meksiot-
lema. Ekonomias minties istorija teigia, kad pirmieji jtikinama Sios problemos sprendi-

18Adam Smith — Adamas Smitas (1723-1790), Skoty ekonomistas ir filosofas.



1.4 Istoriné idejy apzvalga 25

mo varianta pasi@lapie 1870-uosiud/. Jevonas’, C. Mengeist ir ypat L. Walrasas.

Sprendimo i@ja grindziama faktu, jog visu rinkos subjekty stebima prekiy kainy sis-
tema ir yra tas rodiklis, kuris jgalina koordinuoti, atrodyty, chaotiSka ekonoming veikla.
Sis faktas grindZiamas tuo, kad atsiradus pasiulos ir paklausos skirtumams pakinta kai
kuriy prekiuy kaina, kas ir grazina ekonominei sistemai prarasta balansa. Toks kainuy sis-
temos stabilizuojatios veiklos reisSkinys pradedamas vadbindraja pusiausvyrauo
terminu apeliuojant j analogidky reiskiniy egzistavima moksle ir matematikoje. Zodis
.bendroji* taip pat svarbus, nes aiSkinamasis mechanizmas turi prasme tik bendroje
ekonomirgje sistemoje, sudarytoje iS daugelio prekiy ir paslaugy rinky. Kitaip tariant,
visumire ekonomie pusiausvyra éra iSskaidoma | atskiras prekes atitinkanpusi-
ausvyry suma.

Ekonomires minties istorija taip pat liudija, jog kainy sistema nebuvo laikoma vien-
intele problemos aiSkinimo galimybe. diau bendrosios pusiausvyro®jd tuejo pa-
pildoma privaluma — galimybe kad#h apie ekonomies sistemos optimaluma. Ypa
reikSmingu tapo optimalumas iSreiSkiamas tuo, kas dabar vadiRareto efektyvumu
Ekonominiy iStekliy paskirstinys vadinamBaretoprasme efektyviu, jei @ra kito gal-
imo iStekliy paskirstinio, kuris pagerinty kieno nors pdnepablogindamas visu kity
packties. Paai¥jo, jo Pareto efektyvumas yra tampriai susijes su bendraja pusiausvyra.

Tiesa, Pareto efektyvumas jokiu b uderan siejamas su paskirstymo teisingumu.
Gerybiy paskirstinys gali b uti efektyvus Pareto prasme, bet ttio pali toleruoti be
galo turtingy ir be galo vargingy visuom@ nariy egzistavima. Sia prasme bendroji
pusiausvyra ir Pareto efektyvumasra socialinio teisingumo savokos.

Neoklasikine ekonomikos teorija Ekonomikos teorija yra sudedamoji ir svarbiau-
sioji ekonomikos mokslo dalis. Greta ekonomikos teorijos, ekonomikos Ziniy sistema
sudaro makroekonomika, ekonometrija, taikomoji ekonomika, ekonomikos filosofija ir
metodologija, ekonomes minties istorija bei kitos jos dalys. Ekonomikos moksla gal-
ima skirstyti ir pagal jj sudardiias jvairias mokyklas bei kryptis. Dominuojéa tarp

visy jy yra vadinamoji neoklasikenmokykla, arba neoklasikinekonomika.

Klasikine vadinama ekonomes minties mokykla, atstovaujarfeano Smitho ir
Davido Ricard@®, ir laikoma pirmaja Siuolaikias ekonomikos mokykla. Si mokykla ak-
centavo laisvosios prekybos nauda, rinkos polinkj | pusiausvyra ies¢éebrija, grindzi-
ama darbo sanaudomis (angl. labor theory of value). Klasiking ekonomikos mokyk-
la keite tokios ekonomies minties mokyklos, kurios vexs$ Saltinj mag santykiniame
naudingume (angl. marginal utility), o ne gamybos kaStuose.

Neoklasikinesnokyklos poZiurio eseyra ta, kad ekonominio visuomes vysty-
mosi pasekra yra ekonomikos rinkopusiausvyrarealizuojama individualiy jos nar-
iy racionaliu elgesiu esant ribotai pasirinkimo laisvei. Tarp kity ekonomikos mokslo

Mwilliam S. Jevons — Viljamas DZevonsas (1835-1882), angly ekonomistas ir logikas.
18Carl Menger — Karlas Mengeris (1840-1921), austry ekonesiinokyklos pradininkas.
David Ricardo — Deividas Rikardas (1772-1823), angly ekonomistas.
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mokykly neoklasiki@ ekonomika iSsiskiria savo prielaidomis apie gamybos proceso
technologines galimybes ir apie individualiy vartotoju pasirinkimo formas. PavyzdZiui,
laikoma, kad gamybia bendroe maksimizuoja savo pelna esant ,,duotai“ rinkos kainai.
Visuomeres nariy elgesys yra racionalus ta prasme, kad kiekvieno i$ jy pasirinkimas
tarp alternatyviy vertybiy yra pilnas ir tranzityvus. Kiekvienas individas renkasi mak-
simizuodamas racionaly pasirinkima, ribojama jo pradinio turto. Sios ir kitos neok-
lasikines mokyklos prielaidos apie ekonominj visuoraemariy elgesj leidzia pagrjsti
(matematiSkai jrodyti) miatosios ekonomikos rinkos pusiausvyros egzistavimo galimy-
be.

Neoklasikires ekonomikos mokykloje galima iSskirti keturias pagrindines kryptis ir
daugelj specialiy jos stiy. Pusiausvyrinis ekonominio vystymosi poZzi uris daugiau ar
maziau atsispindi visose Sios mokyklos kryptyse. Pirmaja, teoring neoklesikiakyk-
los kryptj sudargpasirinkimo teorija bendrosios pusiausvyros teorijaloSimy teorija
Didesre Siy teoriju dalis sudaro vadinamajakroekonomika B utent Si, teori neok-
lasikines mokyklos kryptis, yra labiausiai dominuojama pusiausvyros poZzi urio. MazZi-
ausiai Sio pozi urio poveikis yra jZvelgianmel®nometrijojekuria sudaro tiek statistika,
tiek ir ekonomika. Ekonometrija naudoja realius ekonomikos duomenis ir statistinius
sprendimus jvertinant jvairius modelius ir ju parametruglakroekonomika treCioiji
neoklasikires mokyklos kryptis, nagréja tokius bendrus ekonomikos reiskinius, kaip
biznio ciklai ir ekonominis augimas. Siuolaikirmakroekonomikos teorija esmiskai
remiasi pusiausvyriniu ekonomikos reiSkiniy poZi uriu, iSplauiais racionalaus in-
dividy elgesio. Racionalaus elgesio akcentavimas, dar vadinaomae economicuys
yra neoklasikinio poZi urio vystymosi pasekiin skiriamasis bruozasJ. M. Keynes
,Bendrojoje teorijojé [[17] — svarbiausiame XX amZiaus ekonoraimminties k urinyje
— makroekonomikos rySys su individualaus pasirinkimo ypaityis nebuvo sureikSmi-
namas. Ketvirtaja kryptj sudarantys neoklasggrmokyklos darbai, susije saikomaja
ekonomikamatyt pl&iausia ekonomisty veiklos sritimi, taip pat atspindi pusiausvyrinj
ekonomikos teorijos paveiksla. diau taikomieji darbai bendra rinkos pusiausvyros
poziurj papildo naujais aspektais. Taikomosios ekonomikos sritimis yra laikomos tarp-
tautines prekybos teorija, darbo ekonomika ir finansy ekonomika, atitdi@arskirtin-
gas ekonomikos rinkas.

Kitos ekonomikos mokyklos Salia neoklasikias ekonomikos mokyklos egzistuoja
daug kity mokykly. Tarp ju viena Zymiausiu yaaistry ekonomine mokykldaaip yra
vadinama ekonomas minties sritis, kurios pradininkai buvo aust@arlas Mengeis,

F. A. Hayelag? ir Ludwigasvon Miseas?, o toliau vystoma daugiausia ameri&ie
ekonomisty, i3 kuriy Zymiausias yMurrayus N. Rothbar@g<. 13skyrus poziurj j pu-
siausvyra, Si kryptis turi labai daug bendro su neoklasikine mokykla. PavyzdZiui, abi

2Friedrich A. von Hayek — Fridrichas Hajekas (1899-1992), austry ir brity ekonomistas ir filosofas.
21l udwig H. E. von Mises — Liudvigas Mizesas (1881-1973), ekonomistas ir filosofas.
ZMurray N. Rothbard — Mugjus Rotbardas (1926-1995), amerdiigekonomistas.
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mokyklos kapitalizma laiko geriausia socialine-ekonomine vaéstybistema. Neok-
lasikams ji yra geriausia t@t, kad pasizymi salygomis, b utinomis rinkos pusiausvyrai
egzistuoti. PrieSingai, austry ekonomistai remia kapitalizmo sistezhgos geleji-
mo prisitaikyti prie pusiausvyros nebuvimo. Jy nuomone, rinkos pusiausvyra realiame
pasaulyje yra negalima, nes tai abstrakti mokskonstrukcija. Austry tradicija vieto-
je pusiausvyros igjos orientuojasi | verslininko (angl. entrepreneur) vaidmenj rinko-
je. Siekdamas pelno verslininkas padaro kapitalizma [akis prisitaikartia socia-
line sistema. Siuo poZiuriu, lyginant su feodalizmu ar socializmu, kapitalizmas laiko-
mas prisitaikabia sistema. Austry mokykla taip pat ypatingamksj skiria ekono-
miniy sprendimy neapibZtumui nagrigti, atmesdama neoklasiky tuo tikslu naudojama
tikimybiu teorija grindZiama modelj kaip trivialy. Ju teigimu, prielaida apie tikimybinio
mato egzistavima yra nereali. diau kapitalizmas, b udamas silpnai susijusi sistema, yra
geriausiai prisitaikes prie neapd#tumuy. Dar vienas skirtumas tarp neoklasiiir aus-
try mokyklos atsiranda poZi uryje | matematikos vaidmenj ekonomikoje. Austry mokyk-
los atstovai teigia, kad real'us duomenys ir ju tyrimas yra baenes yra generuoti
nepusiausvyries ekonomikos. Be to, jy huomone, visuomegra ja sudaratiy indi-
vidy aritmetire suma, ir todl matematika nepagi tirti visuometres elgesj. Daugiau apie
austry ekonomikos mokykloséghs galima suzinoti i$ Sios teorijos jvad.[

Kitos ekonomikos teorijos ir ju skiriamieji bruozai:

e institucionalizmas- kritiSkas abstrakiam ir bendram teorizavimui, o svarbiau-
siu laikantis ekonominio elgesio apib udinima koglas institucijos kontekste;
taikomieji neoklasiky ir institucionalisty darbai kartais yra labai panas us;

e marksizmas- toliau vystoK. Marxc?® vertes teorija ir remiasi metodais, panasiais
| neoklasikuy;

e Keynes ekonomika— makroekonomika, kuri grindZziama analize nuo ,virSaus"”
(makro-) j ,ap&ia“ (mikro-), prieSinga kryptimi nei neoklasikenanaliz;

e post-Keynaesekonomika- kritiSka neoklasikies ekonomikos atzvilgiu ir ypatinga
svarba priskirianti neapibztumui ekonomikoje;

e Sraffos ekonomika- remiasiSraffos4 knygoje ,Production of Commodities by
Means of Commaodities” iSbtytas samprata; taip pat vadinamzo-Rikardine
ekonomine mokykla;

e dinaminé ekonomika taikanti netiesias dinaminiy sistemu ir chaoso teorijas
ekonomikoje;

e evoliuciné ekonomika laikanti ekonomika besivystaia sistema, panaSiai kaip
Darwinc?® evoliucijos teorija.

2Kkarl H. Marx — Karlas Marksas (1818-1883), voiig filosofas, ekonomistas ir revoliucionierius.
24Piero Sraffa — Pjeras Srafa (1898-1983), italy ekonomistas.
BCharles R. Darwin €arlzas Darvinas (1809-1882), angly gamtininkas.
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DetalesniCia iSvardyty ekonomikos teorijy jvertinima galima raséero knygoje [L6,

14 skyrius]. Miretoje knygoje autorius pazymi, jog nei viena iS &tip ekonomikos
krypCiy negaéty pretenduoti j vienintek XXl amziaus ekonomikos teorijos vardacifa
au kiekviena i$ jy yra pakankamai stipri toje srityje, kurioje yra silpna neoklasikin
ekonomika. Tiletina, kad Siame amZiuje dominuogaa turety tapti ta ekonommteori-

ja, kuri akcentuoja Siuolaikes kapitalistieés ekonomikos dinamika. |vadas j Siuolaiking
ekonomika, kuris nesiremia viena kuria nors ekonomine teorija, yra pateikigtrets
tono knygoje B1].

1.5 Kas yra matematire ekonomika?

Trumpai bet prasmingai apib udinti matemating ekonomé@ tengva, nes i$ pirmo
zvilgsnio ekonomikos teorija ir matematika atrodo gerokai skirtingos Ziniy sistemos.
Matematika yra Ziniy sistema apie tokias savokas, kaip dydiseestiwkt ura, kitimas ir

t. t. Visos Sios savokos vienaip ar kitaip apib udina tvarka (ang|. patteia)pendriausia
prasme, suprantant ja, kaip bet kokj protu suvokiama reguliaruma. Pasaulis suvokiamas
tiek, kiek mes sugebame jZvelgti jamesthingumas ir iSreiksti juos savokomis. Matem-
atinis tvarkos supratimas yra bendras ta prasme, kad jos nedomina tiriama strukt ura su-
darantys konkret us objektai, — svarb us yra tik rySiai tarp objekty ir ty rySiy reguliarumas.
Kai kas net tiesiog sako, kad matematika yra mokslas apie tvarka (angl. the science of
patterns).

Praeitame skyrelyje raSoma apie jvairias ekonomikos tearijas ir mokykldasaura
néera vieningo poZzi urioad to, kas yra ekonomikos teorija kaip Ziniy sistema. PavyzdZiui
Stigunas B0, 117 pusl.], raSydamas panaSia tema, pradeda teiginiu: ,Pasaulyje yra daug
ekonomisty ir tikriausiai tiek pat daug yra poZzi uriy | ekonomikos teorijos esme”. Vieni
sako, kad tai tiesiog rinkinys jvairiy teorijuy, tudiy viena savybe — jas galima ir privalu
tikrinti. Kiti mano, kad tai yra ekonomikos subjekty naudojamy jrankiy rinkinys. Na o
dar kiti ekonomikos teorija tiesiog laiko pozi urj | pasaulj, kuriuo remiasi profesional us
ekonomistai.

Rubinsteias 25] formuluoja dar viena poziurj j ekonomikos teorija. Ekonomikos
teorija — tai tyrimas savoky, naudojamuy mastant apie realy ekonominj gyvenima. Tirda-
mi tokias savokas, mes siekiame geriau suprasti tikrove, o ekonomikos teorija yra kalba,
kuri padeda sistemingai hagétiekonominius santykius. Tai nereiSkia, jog ekonomikos
teorija siekia apib'udinti pasaulj ar sukuria ateities progsometodus. Ekonomikos
teorija taip pat Bra kazkokios galuties tiesos paieSka ar ekonomikos politikos rekomen-
dacijy kurimas. Bra nieko nekvestionuojamo ekonomikos teorijoje, ir viskas joje yra
Zmogaus sukurta.

Pastaraja prasme, kaip savoky ar@lekonomikos teorija gali naudoti matematiko-
je tiriamas savokas, savaip jas interpretuodakiatematiné ekonomikgra ne kas kita,
kaip atitinkamai interpretuota matematiteorija. Ekonominis modelis yra matematin
teorija, naudojanti ekonomikos teorijos savokomis interpretuotus matematinius objek-
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tus. Tockl tiek savo turiniu, tiek ir forma matematnekonomika mazai skiriasi nuo
vadinamosios grynosios matematikos.

Tai nereiSkia, kad visa ekonomikos teorija yra vien tik maten@sgkonomika. Dalis
ekonomikos teorijos savo argumentacijoje siekia iSvengti matematinio formalizmo, nau-
dodama ,sveika prota“ ir jprasta bendrine kalPaSamuelsaas® pakankamai vaizdzi-
ai apib udino skirtuma tarp Zodinio ir matematinio argumentavimo ekonomikos teorijo-
je (cituojama i5/8)): ,Imdamiesi ekonomikos teorijos problemas spresti ZodZiais, mes
sprendZiame tas pis lygtis lyg perraSydami jas aiSkiau. Tuo tarpu didZiausios klaidos
atsiranda, kai formuluojame prielaidas. Vienas iS matematinio metodo, arba, tiksliau
kalbant, matematikams jprasto jrodymestiymo, ZodZiais ar simboliais, pranaSumy yra
tai, kad mes esame priversti atidengti savo kortas, ir visi gali matyti m'usy prielaidas.”

Matematines ekonomikos vystymasis Esama nejprastai vieningos nuonasnel to,
ka laikyti simboline matemates ekonomikos pradzia. Tai 1838 metai, kai pasrad
Cournot?’ knygaRecherches sur les principes mathématiques de la théorie des richess-
es Tai nereiSkia jog matematika nebuvo naudojama ekonominiams samprotavimas pa-
gristi ir ank<iau. Cournotissiskyge gilumu, kuriuo jis naudojo matematinius modelius,
aiSkindamas ekonominius reiskinius.

A. Cournotpaselejais XIX a. pabaigoje ir XX a. pradZioje buvgorasWalrasas,
Francis Y. Edgeworts® ir Vilfredo Pareto

Kaip jau buvo miteta, bendrosios pusiausvyros ekonomikoje teorijos pradininku
laikomas pranc uzy ekonomistasValrasas, kuria jis apraSsvarbiausiame savo gyven-
imo veikale ppus magnuinpavadinimuEléments d’économie politique pur&ienos
prekes kainos kitimo aiSkinimas naudojantis pasi ulos—paklausos mechanizmu buvo Zi-
nomas da”dano Smitlo laikais. Bet ikiWalras ekonomistai beveik nebaadusieti
visas rinkas | viena visuma ir naggti visos ekonomikos pusiausvyro&. Walrasas
iSkele sau tiksla sukurti visa ekonomika apraSarteorija, pagrista matematine ben-
drosios pusiausvyros samprata. Nuo savo gimimo pradzios BP teorija buvo kuriama
siekiant apraSyti ir analizuoti ekonoming realybe remiantis matematika. Baisteh
matematika buvo ne tiek pagalkipriemor, kiek tikslas siekiant paversti ekonomika
matematikos sritimi ar bent jau tiksliu ir grieZtu mokslu, kokiais tuo metu buvo fizika
ir astronomija.Walrasui nepavyko pasiekti uzsibgto tikslo, bet tai, kas pavyko, buvo
pirmieji svarb us Zingsniai.

Savo knygojéNalrasas pateikia keturis skirtingo bendrumo modelius, viena is kuriy
— bendriausia — suformuluosime toliau (naudodami Siuolaiking matematikos simbolika).
Modelyje visi ekonomikos subjekty sprendimai ir jy realizacijos atliekami tutiupa
metu, arba vienu laiko periodu, t. y. modelis yra statinis. Ekonomikos subjekty yra tiek
daug, kad visi jie elgiasi taip, lyg netty jokios jtakos kainai ir gali rinktis tik tarp

Bpaul A. Samuelson — Samuelsonas (1915), amé@iikiekonomistas, Nobelio premijos laureatas.
27Augustin Cournot — Ogiustenas Kurno (1801-1877), pranc uzy ekonomistas, filosofas ir matematikas.
ZFrancis Y. Edgeworth — Frensis EdZvortas (1845-1926), airiy matematikas.
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visy pagaminamu ir vartojamwegybiy kiekiy. Kaip irl.3 skyrelyje apraSytamarrow—
Debreuekonomikos modelyje, tarkime, kad yfagerybiu ir kiekviena i$ ju Zymima
indeksuh € {1,...,¢}. Tarkime, kad @rybiy kiekiai yra teigiamieji realieji skéiai,
sudarantys vektorig = (z1,...,x¢) € Rﬂ, visy gerybiy vienety kainos sudaro kainy
sistemap = (p1,...,p¢) € R%, ir viso rinkinio kaina yra skaliari@ sandauga-z,
iSreiSkiamall.14) sarySiu.

Savo knygos33] IV skyriuje Walrasas, nagriedamas savajj konkurenéis rinkos
pusiausvyros modelj, daro prielaida, kad vigagerybiy yra gaminamos i gamybos
iStekliy, kuriuos Zymsime indeksais € {1, ..., m}. Kiekvienas gamybos produktas
gaminamas nepriklausomai nuo visy kity ir naudojama tik viena gamybos technologija.
Taigi gamyba yra apib udinargamybos koeficientpatricaB = [by;], kurios elemen-
tai by; yra neneigiamieji realieji skéiai, iSreiSkiantys iStekliy-tosios grybes kieki,
reikalinga pagaminti produktb-tosios grybes vieneta. Tegu} = (¢1,...,¢m) € R™
yra istekliy kainy sistema. Tad&ldkonkurencijos gamintojo pelnas esant pusiausvyrai
turety b uti lygus

p' = ¢'B. (1.24)

Be to, esant pusiausvyrai iy galioti ir kitas sarysis, iSreiSkiantis iStekliy paklausos
ir pasiulos lygybe. Tegul = (y1,...,y¢) € Rﬂ yra gamybos produkta iSreiSkiantis
gerybiy rinkinys, ob = (by,...,by,) € R — visuminis naudojamy iStekliy rinkinys.
Tada galioja lygyk

By = b. (1.25)

IS (1.29) ir (1.25) sarySiy gauname tokias skaliariniy sandauguy lygybes:
¢'By = ¢-b = py.

Pastaroji lygye reiskia, kad pagaminto produkto kaina lygi gamyboje panaudoty iStekliy
kainai.
| modeliuojama gamybos proce¥éalrasas jtraukia vartotojus, tardamas, kad hamy

‘ukio pajamos priklauso nuo kainy sistergogiems dalyvaujant gamyboje ir perkant
pagamintas grybes uz kainy sistema Ta priklausomybe iSreiSkia funkcija: Rﬂ X
R — R, kurios reikSnes

z=g(p,q) (1.26)
yra iStekliy vektorius, siulomas uz kaifya ¢). Be to, tariama, kad egzistuoja tokia
funkcija f: R x R — RY, kurios reik3nes

yra vektorius, iSreiSkiantis pagaminamergbiy namu ukiy paklausa. Abi funkcijos yra
tolydzios ir nulires eiks teigiamai homogenas savo argumenty atzvilgiu. Jei kiekvien-
as vartotojas iSleidzia visas savo pajamas pirkdamas pagamigayles, tai visuminiu
ekonomikos lygmeniu vartojimo kastai lyg us pajamoms, t. y. galioja /gyb

p-f(p,q) = q9(p,a), (1.28)
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kuri Arrow—Debreuekonomikos modelyje atitinka tai, kas vadinaalraso desniu.
Rinkos pusiausvyroje vartotojy paklausa pagaminamy produkty atzvilgiu turi b uti

.....

2=y, (1.29)

0 gamintojy naudojamas istekliy vektorius lygus vartotojy si ulomam istekliy kiekiui, t.
y. galioja lygyke
b=z (2.30)

Apibendrinant, pusiausvyra apéitia visi septyni sarySial(24) — (1.30). Klausimas: ar
taip apibezta pusiausvyra egzistuoja?

Pusiausvyra apiziantys sarySiai yra netiesiniy g sistema. | tokiy sistemuy
sprendiniy egzistavimo klausimii¢alraso laikais matematika dar nejo atsakymuy, o
pats jis netugjo pakankamo tokiems uzdaviniams spresti matematinio iSprusirm@ura
Walrasas, kaip ir dauguma to meto ekonomisty, majog sprendinio egzistavima savo
sukurtuose modeliuose jis jredet dviem b udais: ,teoriniu“ ir ,praktiniu.

[rodymas ,teoriniu“ b udu reigkparodyti, kad nepriklausomuy [ ir kintamyjy
skatiai sutampa. Kai apraSytame modelyije= y ir b = z, Walrasas suskdiiavo
2(m + 0) lygtis (1.24) — (1.29) ir tiek pat nezinomujwy,, ¢;, xp, b;. Dl Walras desnio
(1.29) viena lygtis yra priklausoma nuo likusiy, ir telieka2(m+¢) —1 nepriklausomuy
lygCiy. Be to, funkcijuf ir ¢ homogeniSkumo &ka, pusiausvyra apsprendzia tik kainy
santykiai. Taigi nepriklausomuy Iy ir neZzinomuyjuy skdiiai lyg us. Taéiau prieSingai
nei mare Walrasas, nesunkiai konstruojami pavyzdZiai rodo, jog &iannei b utina, nei
pakankama tokiy sistemuy sprendiniy egzistavimo salyga.

Sprendinio egzistavimui pagristi ,praktiniu“ b uiNalrasas sugalvojo manipuliavi-
mo kaina procesa, kuris visa sistema turi atvesti | pusiausvyra, nuo bet kurios kainu sis-
temos pradias reikSnes. Tokj sprendinio paieSkos procesa jis pavatitonnemerit
(aptiupingjimas, akligjimas — i5 prancuzy kalbos). Siais laikais $is procesas atpasako-
jamas pasitelkiant jsivaizduojama aukcionieriy. Jam paskelbus pradine kainy sistemos
(p,q) reikSme, ja iS karto suzZino visi ekonomikos subjektai. Tada kiekvienas i$ juy
renkasi optimalius veiksmus ir praneSa aukcionieriui apie gautus paklausos ir pasiu-
los gerybiu kiekius. |[vertines visumine pertekling paklausa, aukcionierius mazina kaina
ty gerybiy, kuriy paklausa yra mazesmz pasiula, ir didina kaina terybiy, kuriy
paklausos ir pasi ulos santykis yra prieSingas. Paskelbus nauja kainy sistemos reikSme
(p*, q*), proced ura kartojam#alras nuomone, kiekviename Zingsnyje kainy sistema
taip pasiketia, kad absoliutus visumas perteklies paklausos dydis meja ir argja |
nulj, kai Zingsniy skdiius neapeZtai auga. Siam teiginiui pagristi jis naudoja pasi ulos
ir paklausos dsnius. Taiau Siuolaikire ekonomika pateé&kdaugybe ekonomas siste-
mos modeliy pavyzdZziy, kuriuose kainy konvergavimo procesas yra gerolirgyes-
nis, nei mae Walrasas. Apskritai, yra Zinomi paprasti net mazy ekonominiuy sistemy
pavyzdZiai, kuriuose vienintelegzistuojanti pusiausvyr&ra stabili, t. ytatonnemerio
procesas nekonverguoja j ta pusiausvyra.
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Pirma matematidkai korektiska bendrosios pusiausvyros modelj pasiWalchs™
1935 ir 1936 metais, paskelbes du straipsnius su dviem skirtingais modeliais. Pusi-
iausvyra elgi buvo nusakoma tam tikra netiesiniy &g sistema. Padares papildoma
prielaida, panaSia | Siais laikais vadinama atskleistosios preferencijos akS\aithas
jrode tokios sistemos sprendinio egzistavima.

Jei 1838 metus laikysime matemémekonomikos gimimo data, tai jos Siuolaikinio
periodo simboline pradzia laikomi 1944 metai. Tais metais pasidotiro von Neu-
manrc®C ir Oskaio Morgenstere®! knygosTheory of Games and Economic Behavior
[2]] pirmasis leidimas.

Siuolaikine BP versija buvo suformuluota ir matematiskai pagrista apie 1950-uosius
metus. Jos k &jais yraKennettasArrow, GerardasDebreuir Lionelis McKenzi€?. Pir-
ma karta BP teorija pilnai i&btytaDebreuknygoje ,Veres teorija“ B]. Sioje knygoje
jrodyti dabar pagrindiniais laikomi BP teiginiai — BP egzistavimas ir optimalumas, vad-
inamasParetoefektyvumu.McKenzi® BP variantas aiSkinamas jo knygagd)].

Svarbus Siuolaikias BP bruozas yra jos grieztai matematinis pagristumas. Kaip
yra jprasta taikomajai matematikos teorijai, matematikos objektams ir savokoms yra
suteikiama ekonomn interpretacija. Pavyzdziui, ekonomikos pusiausvyra iSessm
yra ne kas kita, kaip matematinio objekto, vadinamo atitiktimi, nejudamasis taskas.
Nat uralu, kad pusiausvyros ekonomikoje egzistavimo jrodymas tampa priklausomu nuo
atitikties nejudamojo tasko egzistavimo jrodymo. Pasirodo, kad Sis faktas yra visisSkai
netrivialus matematikoje. Pakankamai bendra pusiausvyros egzistavimo jrodymo reik-
mems rezultata pirmasis jréd.. E. J. Brouweis.

Kitas pavyzdys — tai svarbiausio ekonomikos subjekto — Zmogaus — interpretacija,
neretai vadinam&omo economicusJis BP teorijoje yra ,atstovaujamas“ specialaus
tipo binariuoju sarySiu @rybiy aileje, atspindifiu Zmogaus pasirinkimo i$ alternatyvy
savybes. Geriausiai Zinomas tokio pasirinkimo atskiras atvejis,&p#mas naudingu-
mo funkcija — savoka, ptaai paplitusi uz ekonomikos mokslo riby ir susijusi su utilita-
rizmu — etine teorija, siejama suBentham®3,

Vadowlyje nagrirgjama BP teorija traktuojama kaip aksiomatsistema. Ekonom-
iné pusiausvyra jrodoma tariant, jog pasi ula formuoja ekonomikos subjektai, siekiantys
maksimalaus pelno, o paklausa priklauso nuo ekonomikos subjekty, Siekiaak-
simizuoti savo nauda.

BP teorijos vystymasj XX amZiuje galima apib udinti dar vienu aspektu - matem-
atikos pob udziu naudojamu teorijos formulavimui ir analizei. Galima iSskirti maziausi-
ai tris naudojamos matematikos tipus. Seniausias ir maziausiai rafinuotas teorijos for-
mulavimas naudoja tik tiesine algebra ir keliy kintamyjy funkcijy matematine analize;
faktiSkai pakanka zinoti dalines iSvestines. Tokia matematika pirma karta pagie6®

2Abraham Wald — Abrahamas Valdas (1902—1950), vengrydslnimuny matematikas.

3030hn von Neumann — DZonas Noimanas (1903-1957), vengré&imerikiéiy matematikas.
310skar Morgenstern — Oskaras Morgensternas (1902—1977) twpkiémes austry ekonomistas.
%2 jonel W. McKenzie — Lajonelis Makenzis (1919), amerikiig¢ ekonomistas

33Jeremy Bentham — DZeremis Bentamas (1748-1832), angly juristas ir filosofas.
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metais publikuotosPareto knygos R4] priede. Galuting forma Sios r uSies BP teorijai
suteile Hicks[12] ir Samuelsoifi26].

Antrojo tipo matematikos paplitima ekonomikoje motyvavo siekimas BP teorijoje
iSvengti bereikalingy matematiniy prielaidy. Pas&pklad svarbiausios problemos, pu-
siausvyros egzistavimo faktas ir geesvekonomikos charakterizavimas, yra iSsprendzi-
amos, nesinaudojant naudingumo funkcijos ir gamybos funkcijos diferencijuojamumu.
Sio pasiekimo kaina - BP teorija jgyjo abstraktesne forma pagrista aibiy teorija, i3ki-
la analize ir bendraja topologijeDebreu[9] monografija tapo pripazintu Sios teorijos
destymo etalonu. Labai naudingu papildymu naudojant matematika be diferencijavimo
technikos yraArrow ir Hahn[2] knyga.

TreCiojo tipo matematika tenka pasitelkti tiriant tokias BP savybes, kaip ekonomikos
pusiausvyros egzistavimo sprendiniy €kas. PavyzdZiui, ar Sis skaus baigtinis ir
kokie ekonomikos modeliai turi Sia savybe? Jei pusiausvyros atvejuy yra tik baigtinis
skatius, tai kiekviena is jy yra izoliuota topologine prasme ir iSskyrus nedaugelj atvejy,
pati pusiausvyra tolydziai priklauso nuo jos pagrindiniy charakteristiky.eTmkias
ekonomikas imta vadinti reguliariomis. Sios rusies aeali pareikalavimo glodziy
funkcijy aparato, tik gerokai modernesnio - diferenciedinopologijos. Pirmiegji tokius
rezultatus apzvalgMas-Colell[18] ir Balasko[3].

Matematinis formalizmas ekonomikoje Ekonomikos kontekste fréz,matematinis
formalizmas" daznai reiskia tokj formaly matematikos metody taikyma, kuris tampa sav-
itiksliu, ir pamirStama pradimekonomii problema. Kitaip tariant, siekdamas panaudoti
egzistuojafius matematinius metodus, matematinis formalizmas pernelyg supaprastina
ekonoming realybe ir tuo pau ja iSkreipia.
Kartais matematiniu formalizmu ekonomikoje vadinamas ab&inakeorijos vysty-
mas atsietai nuo empirinio tikrinimo. Sia prasme matematinis formalizmas yra gana
paplites reiSkinys — tai rodo jvairiuose ekonomikos Zurnaluose publikuojami straipsniai.
TaCiau Si problema, jei to norima, nesunkiai jveikiama pasitelkus ekonometrine analize.
Gerokai suétingesnius matematinio formalizmo atvejus ir apskritai neoklasgkin
ekonomikos teorijos problemas, susijusias su matematika, apteei@s knygoje 16,
12 skyrius], kur jis raso:

.Kalte del akivaizdziy ekonomikos trukumuy daugelis kritiky prigkyr
matematikai. Jie tvirtina, kad matematika yra kaléh jperceto formalizmo
ekonomikoje, kuris nustetbSiai sr€iai b’ udinga socialine jos prigimt;.

Neneigiant to, kad pernelyg dideimeie matematiniam formalizmui
prisidejo prie tam tikro intelektualinio nesaikingumo ekonomikoje, apskri-
tai tokia reakcija yra tiek pat klaidinga, kiek kaltinti pianinaldtlikéjo
prastos muzikias klausos. Jei kaetito reikety nuSauti, tai tik pianista, bet
ne pianina.

Nors matematika turi neabejotiny apribojimyciteu deramai naudoja-
mas loginis metodas tety skaidrinti, o ne temdyti. Taikydami matematika
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ekonomistai apten@realybe, kadangi naudojo ja netinkamai ir nes@ok
matematikos ribotumo.*

Klausimas, kiek yra rimta matematinio formalizmo paplitimo ekonomikos teorijoje
problema, @ra lengvas, nes jam aiskintis reikia labai gilaus tiek ekonomikos, tiek ir
matematikos iSmanymo. Prie$ bandant tai daryti verta suprasti ir tai, lestytal Siame
vadowelyje.

1.6 Pastabos ir papildoma literat ura

1.1skyrelis Skyrelio pabaigoje yra iSvardyta keletas klausimy, susijusiy su BP tolesniu
tyrimu. Svarbiausias IS jy (po pusiausvyros egzistavimo klausimo) yra stabilumo klausi-
mas. Jis kyla bandant suvokti, ar egzistubjhiskyrelyje miretos rinkos ,£gos", stumi-
arcios ekonomine sistema pusiausvyros b usenos kryptimi. Klaskionomikos teori-
ja rinkos judkjima | pusiausvyra nusako vadinamud@itonnemerid procesu. B utent
tariama, kad egzistuoja iSorinis rinkos ,subjektas”, vadinamas rinkos aukcionieriumi,
kurio vienintek funkcija yra informuoti ir koordinuoti. Pirmas aukcionieriaus zingsnis
yra skelbti pradine kainos sistema, tarkit) € P. Rinkos subjektai — vartotojai ir
gamintojai — atsakydami j tai paskelbia savo pasirinkimy rezultagsg®) ir S(p)),
kaip apibezta (.22) sarySiu. Antru Zingsniu aukcionierius suskabja atitinkama vi-
sumires pertekligs paklausos vektoriy aibgp(?)). Jeio € ¢(p)), tai pusiausvyra
pasiekta itdtonnementb procesas baigtas. PrieSingu atveju aukcionierius skelbia nauja
kainy sistema(® € P, ir titonnemenb procesas tesiamas.

Rinkos aukcionieriaus kainos sistemos pasirinkimas remiastanksiretu pasi u-
los ir paklausos @sniu, kurj naudojoNalrasas. Sio @snio esra yra ta, kad jei vi-
sumire perteklire paklausa yra teigiama, t. y. paklausa didesi pasiula, tai kaina
didinama. Atvirkg€iai, jei visumire perteklie paklausa neigiama, t. y. paklausa yra
mazese uz pasi ula, tai kaina mazinama. Besitesidatisinemerid procesas generuo-

ja kainy sistemy seka®,p®@ ... p*) .. Galima tarti, kad Sia seka sudaro nuo
laiko priklausagios kainy sistemos — funkcijggt) = (p1(¢),. .., pe(t)) reikSmes, t. y.
pr(ty) = pgf) visiemsh kuriai nors laiko momenty sekaj, ¢, . . .. Be to, galima tarti,

kad kainy sistema nuo laiko priklauso tolydzZiai. Tada pasi ulos ir paklagsogghlima
iSreiksti salyga
p1(t) = a1Gi(p(t)),

py(t) = aeCe(p(t));

iaay, ..., as yrateigiamos konstantos. Sios diferencialiniydiggsistemos sprendinys,
jei jis egzistuoja, yra nuo laiko priklausantis kainy sistemos vektgxitis Pusiausvyros
b'usena atitinka pastovi kainy sistema. Stabilumo klausimas reiSkia, @jusraaio
bet kurios kainy sistemos reik&sp()) = p(t;) kainy sistemap(t) konverguos prie
pastovios kainos.



1.6 Pastabos ir papildoma literat ura 35

Pusiausvyros stabilumo nageiimas remiasi paprastyjy diferencialiniy &g teori-
ja, ir Siame vadoglyje nenagrigjamas. Trumpa Sios srities apZvalga Miaola knygos
[22] 17-as skyrius. Stabilumo problemuy ir apskritai stairbendrosios pusiausvyros
metodologiniy prielaidy kritika yr&eenknygoje [L6, 8 skyrius].

1.3skyrelis  Siame skyrelyje pateikty formaliy susitarimy apie @&k kainos savokas
visiSkai pakanka vad@lyje nagrirejamam statiniam bendrosios pusiausvyros modeliui.
Siekdamas parodyti, kad Sis modelis gali apimti didesne matematikos taikymuy jvairove,
Debreu[9, 7 skyrius] pasi @l gerokai platesne Siu savokuy taikymo sritj. PavyzdZiui, yra
galimos tokios pre&s ir kainos interpretacijos:

e ta pati gerybe skirtingose vietose laikoma skirtingomis peekis;
e ta pati geryhe skirtingais laiko momentais laikoma skirtingomis praks;
e prekiy gamyba ir vartojimas ateityje visiSkai numatomi dabar.

Naudojantis Siomis interpretacijomis, galima b uty laikyti, kad gsetepriklauso nuo
vietos bei laiko ir neatsizvelgti | ateities nea@btuma. IS tikro, ta pati@rybe gali b uti
skirtinga kaip prek priklausomai nuo vietos, kurioje ji yra, ir nuo laiko, kada ji prieina-
ma. PavyzdzZiui, prekyra tokia ekonomi@ gerybe, kaip grybai. Aisku, kad tos pas
rusies grybai gali teti skirtingas kainas skirtingose vietose ir skirtingu laiku. &lod
grybai tampa preke, jei Zinomas ju kiekis, r usis bei kur ir kada juos galima pirkti ar par-
duoti. Kita ekonominiu grybiy r usis yra paslauga, pavyzdziui, matematikos mokymas.
Si paslauga jvertinama ziniy kiekiu, perduotu, sakysime, per dvi valandas. Matematikos
paskaitai priskyre vieta ir laika, gauname preke. Be to, abiem atvejais reikia setarti d
prekes matavimo vienety. Pirmu atveju tokiu vienetuggalb uti kilogramas, o antru —
vienos valandos ilgio paskaita.

Ateities neapibgztumas zmogaus veikloje yra bene sunkiausia problema bet kurioje
socialirgje teorijoje. Papr&sausias Sios problemos sprendimas (tiksliau vengimas ja
spresti) yra prielaida, jog Zzmogus turi ggimna tiksliai prognozuoti savo pasirinkimy
pasekmes ir toal tarp daugybs ateities scenarijy sugeba rasti labiausiai jam palanky.
Priklausomai nuo ateities scenarijy gali skirtis prekiy kiekiai ateityje. Siuos aplinkybiy
nulemiamus skirtumus laikydami skirtingomis peshis, galime tarti, jog prekiy gamyba
ir vartojimas ateityje pilnai numatomi dabar.

Taigi nagrirejamajame ekonomikos modelyje peeira tokia @rybe, kuri apib ud-
inama savo fiziamis savyBmis, savo vietos laiku ir ta pasaulio b'usena, kuriai esant
preke pristatoma vartotojui. Kitaip tariant, preke gali b'uti kontraktas, pagal kurj jsi-
pareigojama to kontrakto savininkui pristatyti sutarta preke sutartu laiku | sutarta vieta,
jei galios sutartos salygostpasaulio b'usenos. Pavyzdziui, greka ,10 kiauSiniy
pristatymas nurodytu adresu 2012 metais geguts diena 10 valanda, jei tuo metu
Svietia sauk”. Tai — nuo ateities b'usenos priklausias preles (angl. state-contingent
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commodity) pavyzdys. Bl Siy priezagiy Arrow—Debreuekonomikos modelis yra vad-

inamas tarplaikiniu (angl. intertemporal), su tobulu ateities numatymu ir su pilna nuo

ateities b usenu priklausan prekiy rinka, Zinoma dabarties momentu.
Arrow—Debreuekonomikos modelyje greta kity prielaidy tariama, kad prekiy kieki-

ams galioja begalinio dalumo salyga ir nagjemas tik baigtinis prekiy kiekis. Abi

Sios prielaidos @ra esmibs ir jy paprastai nereikia, nagéjant ekonomikos modelius

su begaliniu grybiy kiekiu ir naudojant swatingesnj matematikos aparata. Tiksliau

kalbant, vartojimo aib yra begalinio matavimo tiestrerdwe, o kainy sistemos priklau-

so tokios erdes jungtinei. Tokiy matematiniy modeliy pavyzdzius galima rasti Mass-

Colell (1975), Bewley (1972), Aliprantis ir Brown (1983) ir daugelyje kity darby.

Kitos teorijos.  Kitos prekiy kainos kitimo mechanizmo aiskinimo teorijos: klasiin
marksistire gamybos kainy anakzLeontiefc*4 jejimo—i&jimo analiz, von Neumano
tiesinio programavimo modelis.

Dinaminé pusiausvyra. Tarp XXI amziaus matematikos problemy yra ir problemuy,
susijusiy su bendraja ekonomine pusiausvyra (zr. 8 problema Smale (1998)). Kaip buvo
minéta,Cia aptariamas modelis yra statinis ta prasme, kad kainos nekinta laike.

1.4 problema. Prapléesti bendrosios pusiausvyros matematinj modelj, leidZiant kainoms
keistis laike.

Noretusi, kad tokia teorija tety b'uti suderinama su dabar egzistuti@statine
bendrosios ekonomikos pusiausvyros teorija. S. Smale nuomone, buty labai gerai, jei
kainy kitimas priklausyty nuo rinkos subjekty elgesio. Detaliau apie Sia problema ir jos
matematinj formulavima galima pasiskaityti Smale (1981).

1.5 skyrelis Kalbant apie ekonomikos teorijos ir realios ekonomikos atitikima, klau-
siama, ar naudojamas formalus matematikos aparatas nesukuria papildomu reikalav-
imy ekonomikos subjekty paZintiniams (kognityviniams) ggbhams greta jo elgesio
racionalumo ir kity ankSau mirety prielaidy. Jei taip, tai ar tie papildomi reikalavimai
yra realus? PavyzdZiGampbell(1978) klausia ar pasirinkimas i®ybiy aikes yra
realizuojamas apski&Euojamumo prasme (angl. computable), t. y. ar galima rasti tokia
pasirinkimo reikSms apskadiavimo proced ura, kuriema per ilgai trunkanti ir lengvai
adaptuojama pasirodzius naujoms alternatyvoms?

|domu tai, kad 3j klausima galima susieti su matematikos pagrindais net keliomis
prasnemis. Viena, matematikos teiginiy konstruktyvumo prasme ir kita, aibiy teori-
jos aksiomuy sistemos pasirinkimo prasme. Kalbant apie pirmajj atvejj, reeasim-
skatiuojamumu vadinamosioShurchio tezes kontekste (ZiRogers 1987, knygos $
1.7 skyrelj). Neformaliai kalbant, funkcijg: X — N bus vadinama rekursine, jei

3%Wassily Leontief — Vasilijus Leontjevas (1906—1999), gimes Sankt Peterburge ekonomistas, Nobelio
premijos laureatas.
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egzistuoja tokidruringo masina, kuri bet kuriem@e, y) € X x N, j klausima ,arf(z)

yra lygusy? “ atsako ,taip“ jeif (z) = y ir atsako ,ne" prieSingu atvejuturingo masi-

na yra idealizuotas skaitmeninis kompiuteris su neribota atmintimi, jk unyjantis tai, kas
vadinama efektyvia apskaavimo proced ura. Vadinamdjhurcho-Turingo tez (Zr.
Turing, 1950) teigia, kad'uringo masinos pagalba apskaiojamos funkcijos yra kaip

tik tos, kurias gali jveikti Zmogaus protas.

Tarkime, kadX yra alternatyvy aib, B yra X poaibiy klag ir C(B) € B yra
vienintelis ,geriausias” elementasikiekvienamB € . Tokiu atveju turime funkcija
C: B+~ (C(B), B € B, kuria vadinsimgasirinkimo funkcijaBe to, tarkime, kad a#s
X binarusis sarysis yra pilnas ir tranzityvus, t. y= yra ailes X racionali preferencija.
Sakysime, kad pasirinkimo funkcija yra realizuojama jei egzistuoja tokia rekursin
funkcija f: X — N, kad

e betkuriemse,y € X, x = y tada ir tik tada, kajf (z) > f(y);
e kiekvienamB € B, C(B) = {z € B: f(z) > f(y), Vy € B}.

Taip pat sakysime, kad pasirinkimo funkcifayra rekursiskai realizuojamgjei aibeje
B x X egzistuoja rekursimfunkcijay su reikSnemis

1 jeiz=C(B),
(B, z)) = { 0 prieSingu atveju
Jei pasirinkimo funkcija yra realizuojama, tai su kiekviena duota aiBec B galima
apskatiuoti pasirinkimaC'(B). Tuo tarpu, jeC yra rekursiSkai realizuojama, tai Zinome
pasirinkimusC(B) su kiekviena aibeB € B. Lewis(1985) jroc, kad pasirinkimo
funkcijanérarekursiSkai realizuojama, jei alterantyvy aibei galioja tam tikros salygos.

PastargjLewi® rezultata galima vertinti, kaip jrodyma, k&drow—Debreunodelis
reikalauja iS ekonomikos subjekty nerealiy skaiimo gelejimy, nesWalras paklau-
sos funkcija apiteziama zemiaug(4) sarySiu iS esms yra ka tik apil@zta pasirinkimo
funkcija.

Antra vertus, pasirinkimo funkcijgra rekursiskai realizuojama, jei kdama matem-
atikoje priimta aibiy teorijoZermelo—Fraenké aksiomuy sistema, kurios formulavimu
pradedamag&.1 skyrelis. Tohmé&(2006) jrock Sj fakta, iSrinkimo aksiom&(€ aksioma)
pakeites keliomis naujomis aksiomomis.

Post—autizmas ekonomikoje Tai, kadCia aptariamos ekonomikos teorijos problemos
svarbios ne tik akademiniam mokslui, rodo studentigjimlas prasidjes 2000 mety
birzelio menesj Pranc uzijoje. Interneto svetgéngru@ ekonomikos studenty paskelb
peticija pries:

e realizmo trukuma ekonomikos mokyme;
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e matematikos traktavima kaip ,tikslagtikslo® ir matematikos ,neribota naudo-
jima“ ekonomikoje, pavertusiais ja ,autistiniu mokslu“ pasimetusiu ,jsivaizduo-
jamuose pasauliuose”;

e neoklasikires ekonomikos ir su ja susijusiy&d prievartinj dominavima univer-
sitetiniuose ekonomikos kursuose; ir

e dogmatinj ekonomikos&bktymo stiliy, nepaliekantj vietos kritiniam ir reflektyvi-
am mastymui.

Pranc uzy studenty peticija agitavo uz:
e sasaja su empirine ir konkiea ekonomine realybe;
e mokslo prioriteta prie$ scientizma (angl. science over scientism);

e pliuralizma pozi uriy, prisitaikiusiy prie ekonomikos objekty jva@®ur svarbiau-
sius ekonomikos klausimus gaub&gnezinomybe; ir

e jy profesoriy inicijuocjama reforma, siekiéia iSgelteti ekonomika nuo autizmo ir
socialinio neatsakingumo b usenos.

Sios peticijos sukelta kontroversija ne tik Prancuzijoje, bet ir likusiame pasaulyje atspin-
di Fullbrook (2003) surinktos apZvalgos ir interneto svetain
http://www.paecon.net
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2 Skyrius

Matematika |

Matematinis mastymas grindZziamas rapkau skaityti ir vartoti kalba, mogjimu pati-
kimai ir sarySingai iSreiksti tiesas bei gerai apmastytafais, skatiavimo nulemtos tvarkos,
sarysio ir kilmes matymu.

Janas Sniadeckis, 1818.

Siame skyriuje pateikiama matemaginanalies sutelkta apzvalgaCia apsiriboja-
ma tik ta jos dalimi ir tokiu jos gilumo lygiu, kuris yra b utinas ir pakankamas suprasti
vadowelyje destomus bendrosios pusiausvyros matematinius pagrindus. Svarbiausias
Sios apZvalgos privalumas yra vieninga visy rezultagtygino forma, kuri daZniausi-
ai yra labai jvairi skirtinguose vadéliuose. Nejprastas universitetiniams matematikos
kursams yra tik2.2 skyrelis apie daugiareikSmes funkcijas, vadinamas atitiktimis. Ki-
ta nejprasta matematikams anabkzalis yreBrouweiio ir Kakutand nejudamojo tasko
teoremos, kuriy detalus nagejimas atidedamas ild skyriaus, pavadinto matematika
Il.

Pirmasis skyrelis apie aibes ir skais haudojamas skyriuje, kuriame dstoma in-
dividualaus pasirinkimo teorija. Renkamasi tarp alternatyvy, kurios matematiskai for-
muluojamas kaip abstrélos ailes elementai.

2.1 Aibes ir skaiCiai

Svarbiausi matematés analies objektai yra euklidies erdes ir funkcijos. Euklidie
ene yra is realiyjy skdiuy rinkiniy sudaryta aib, turinti jprasta tiesi@s ir metrires erd-
ves struktura, panasia j ta, kuria turime realiyju Gkaaibeje. Viena i$ svarbiausiy
tokios strukt uros savybiuy yra eab/pilnumas, reiSkiantis, kad kiekviena Sios @slv
elementyCauchyseka konverguoja. Tiesiausias pilnumo sa&g/lrodymas yra Siame
skyrelyje apraSoma realiyjy skaj aibes konstrukcija, naudojantis racionaliyjy skai
Cauchysekomis.
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Pradedame nuo a#ls savokos tazl, kad visi matematikos objektai yra apéiiia-
mi naudojantis aibmis. Savo ruoztu, agbyra pirmire matematikos savoka irera
apibeziama naudojantis kitais matematikos objektais. efgapibeziama matematiko-
je iprastu b'udu naudojant aksiomas, t. y. iSvardijant objektus ju @agb Tai reiskia,
jog apibeziamos aibiy konstravimo taisyd remiantis papragusiomis aibmis, kuriy
egzistavimas yra postuluojamas.

Aibés ir jy konstravimas Neformaliai kalbant, aib yra rinkinys objekty, paprastai
turin€iy kuria nors bendra, juos jungi@a savybe. Savokos ,objektas®, ,rinkinys“ ir
,savybe" Cia vartojamos jprastine bendés kalbos prasme. Objektai, sudarantys aibe,
vadinamaiaibés elementais Toliau, kaip ir bet kurioje matematikos teorijoje, ag
elementai yra tik aibs. Matematikos taikymuose gali atsirasti ir kitokio tipoésikele-
menty.

Vienos aites buvimas kitos ads elementu yra pirmématematikos savoka, api-
breziama toliau aptariama aksiomy sistema.Xlgira aile, ox yra jos elementas, tai Sis
sarysis Zymimasg, € X*. Zodziais $is sarysis iSreiskiamas yra aites X elementas*
arba ,aike X turi elementac”. Jei x nera ailes X elementas, tai raSoma¢ X. Aibe
visiSkai apibezia jos elementai. Tiksliau Sia savybe formuluoja pirmoji aibiy teorijos
aksioma:

2.1 aksioma. Jei dvi ailes turi tuos péius elementus, tai jos yra lygios.

Sia aksioma nusakoma @iy savyk vadinamaekstensija Remiantis ekstensijos
savybe, toliau aksiomomis apé#iamos aibs yra vienintas. Lygyle tarp aibiyz ir y
zymimaz = y.

Kita aksioma postuluoja téfosios ailes egzistavima:

2.2 aksioma. Egzistuoja elementy neturinti abvadinamausciaja aiberr Zymimao.

Tolesres aksiomos nurodo metodus, kuriais remiantis i$ jau turimy aibiy sudaromos
naujos ai@s. Pirmoji i$ jy vadinamporavimo aksioma

2.3 aksioma. Su bet kuriomis dviem a#émisz ir y, egzistuoja aib X := {z, y}, kurios
elementai yra tik tos dvi a#s.

Tuo atveju, kai poravimo aksiomoje @bz ir y yra lygios, gauname egzistavima
aibes, kurios vienintelis elementas yra bet kuri duotaatby. egzistuojaienine aibé
{z} := {z, x} (angl. singleton).

Del aibiy ekstensijos savels, bet kokia papildoma aés elementy strukt ura yra nes-
varbi apib udinant aibes. Pavyzdziui,&sHz,y} ir {y, 2z} yra lygios nepriklausomai
nuo jy elementy iSestymo tvarkos, ir Sia prasme bet kuri dviejy elementeg gitane-
sutvarkytoji pora
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TaCiau tenka naudotis du ir daugiau elementy ttiomis ailemis, kuriose vis élto
norime nurodyti aibs elementy tvarka. Tvarkos strukt uraptapibeziama tokiu b udu:
bet kuriy dviejy aibiyr ir y sutvarkytoji porayra aike

(z,y) == {{z}, {z, y}}. (2.1)

Tokio apibezimo motyvas yra svarbus, bet nesunkiai jrodomas faRd4d (pratimas):
bet kuriemse, y, u, v

(z,y) = (u,v) tadair tik tada, kaic = u ir y = v. (2.2)
Toliau, remdamiesi sutvarkytaja pora, a@biame sutvarkytajj trejeta

(z,9,2) = ((2,9),2).

Sia procedura apibendriname agitstami bet kurio baigtinio ilgio sutvarkytajj rink-
inj (z1,...,z,), naudodamiesi matematine indukcija, kuri apiiama toliau kartu su
nat uraliyjy skdiy aibe.

Kita aibiy konstravimo aksioma vadinajuamgimo aksioma

2.4 aksioma. Bet kuriai aibeiX egzistuoja tokia ai, Zymimal_J X ir vadinamajung-
timi (angl. union), kurios vieninteliai elementai yra esy priklausaéios kuriam norsX
elementui.

Kitaip kalbant, ailes X jungties| J X elementas € | J X, jei x € y su kuriuo nors
ye X.

Tegulz ir X yra tokios dvi ailes, kad kiekvienas elementas yra iiX elementas.
Tada sakysime, kad yra ailes X poaibis 0 X yra aibesx virSaibis. SarySiui tarp
poaibio ir virSaibio Zyngti naudojamas simbolis; pavyzdZiui, Siuo atveju C X.

2.5 aksioma. Bet kuriai aibeiX egzistuoja tokia ail®, vadinamdaipsnine aibeangl.
power set) ir Zymim&P (X)), kurios vieninteliai elementai yra vis{ poaibiai ir tu€ioji
aibe @.

Dar viena naujy aibiy konstravimo aksioma apiiama naudojantis aibiy sawgs
apib udinimu. Aibiy savyformuluojama teiginiu apie aibes ir priklausomumeeails,
naudojant logikos jungtukus (ir), V (arba),— (neigimas),= (iSplaukia),( ), [ ] (skli-
austai), taip pat vadinamuosius kvantoridgkiekvienam) ir3 (egzistuoja). Tokie teig-
iniai matematigje logikoje vadinami taisyklingai formuluojama formule.

2.6 aksioma. Bet kuriai aibeiX ir taisyklingai formuluojamai formule®(-), priklau-
sartiai nuo X elementy, egzistuoja absudaryta is tX elementyr, kuriems teisinga
formule ®(x), ir 8i aibé Zymima

{zreX: &)} (2.3)
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Kadangi @.3) aibe yra X poaibis ir priklauso nu@(-) savykes, toks aibiy apil@zi-
mo b udas vadinampsaibio aksiomy schem¥&ietoje (2.3) kartais raSomdz: ®(z)},
jei iS konteksto aiSku, kokios a#s X elementai yra aisz. Neatsizvelgiant j §j apri-
bojima galima gauti objekty rinkinius, kurie sukelia prieStaravimy. PavyzdZziui, taip at-
sitinka bandant atsakyti | klausima ar pati ,@i{z: = ¢ x} yra jos p&ios elementas.
Naudojantis mietomis aibiy konstravimo taisyédnis, apibeziamos kitos standart-
inés operacijos su adimis: dviejy aibiyr ir y sajunga

rUy = Jo v}
aibiy z ir y skirtumas
v\y:={z€x: 2 ¢y}
bet kurios ailes X sankirta

NX = {ye Ux:vyeX,ye Y]};

ir dviejy aibiyz ir y sankirta
zny ==y}

pr vy

ir y € Y. Remiantis2.1) apibezimu,(z,y) € P(P(X UY)). Tada aile
XxY :={zeP(P(XUY)): IxreXIyeY]|[z=(x,y)}

vadinamaDekarto sandaugaNaudojant indukcija, kiekvienam > 2 apibiZiama aibiy
X1,...,X, Dekarto sandauga

Xy X xX, = (X3 x--xX,1)x X, (2.4)
= {(z1,...,2n): ®1 € X1,...,2np € Xp}.

Dekarto sandaugoX; x --- x X,, elementas := (zy,...,z,) vadinamassektori-
umi, 0 aikeszq,...,z, vadinamosr elementokoordinatémis Taigi sutvarkytoji pora
yra vektorius, turintis tik dvi koordinates. Prie Dekarto sandaugos griSimeédpiami
eukliding erdve2.3ir 2.4 skyreliuose.

Begalybés aksiomeadinamai dideliy aibiy egzistavimo prielaidai formuluoti nau-
dosime jau turimas aksiomas. Kiekvienai ailbbé$ pradziy galime sukonstruoti vienine
aibe{z}, po to poring aibg x, {x}}, kurios jungtis yra ai

S(x) =2 U {a} = J{z {2}},

vadinamaesiniu(angl. successor), t. y. aibes tesinys yra a#y kurios vieninteliai ele-
mentai yra visiz elementai ir pati aibz. Kaip matysime netrukus, Si @&maudojama
apibreZzti nat uraliesiems sk@ms

0:=2, 1:=50)={0}, 2:=51)={0,1}, .... (2.5)

Aibes, kurios elementai yra visos Sios@sbegzistavima garantuoja begaglaksioma:
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2.7 aksioma. Egzistuoja aib, vadinamandukcine,kuriai priklauso tusioji aibée & ir
kiekvieno jos elemente tesinysS(x).

Tegul X ir Y yra aites. Funkcijai$ X | Y vadinamas toks Dekarto sandaugos
poaibisf C X x Y, kad kiekvienamr € X, (z,y) € f su ne daugiau kaip vienu
elementuw € Y. Paprastai vienintelis toks elemengagadinamas funkcijog reikSme
ir zymimasf (z). Daugiau apie funkcijas kalbama kitame skyrelyje.

Paskutie Sio saraSo aksioma, vadinamiakimo aksiomateigia egzistuojant spe-
cialaus tipo funkcijai:

2.8 aksioma. Bet kuriai aibeiX, neturirtiai tu¥ios ailes kaip elemento, egzistuoja
tokia funkcijaf i5 X | | X, kad f(z) € x kiekvienamz € X.

Kitaip kalbant, tuedami bet kurj netu@ujy aibiy rinkinj (aibe X), mes galime
iSrinkti po viena elementa i$ kiekvienos a# Taip formuluojama rinkimo aksioma
atrodo akivaizdi. Bet ja naudojantis galima jrodyti tokj fakta. Vienetinio spindulio rutulj
galima padalyti | penkias dalis taip, kad sujunge dvi i$ ty daliy gauname viena vienetinio
spindulio rutulj, o sujunge kitas tris dalis gauname kita vienetinio spindulio rutulj. Jei tai
b uty galima atliktkonstruktyviwb udu, tai visos m usy ekonomikos problemos senai b uty
iSsprestos ir neberedky Sio vadoelio. Deja, vadoglis reikalingas, nes matas rutulio
dalijimas j penkis gabalus yra galimas tik naudojantis nekonstruktyvia rinkimo aksioma;
pats egzistavimo faktas dar nenurodo b udo, kaip konstruoti tokia funkcija.

Cia i§cestytas aibiy aksiomy sarasas vadinamas Cerfatienkeli@ aksiomy sis-
tema. Si sistema yra labiausiai paplitusi, nors yra ir kity aibes apigciy aksiomy
sistemu.

Nat uralieji skaiciai Nat uralieji skdiiai matematikoje apil@ziami arba juos konstruo-
jant, arba aksiomiskai. Nedami iliustruoti ankstesnj teiginj, kad visi matematikos ob-
jektai apibeZiami naudojantis tik a#dmis, pasirinkome pirmajj b uda apiti ska€i-
ams, juos konstruojant i$ aibiy. Prisimine indulasnailes apibezima begalyes ak-
sioma2.7, turime tokj skatiaus apibezima.

2.9 apibreztis. Nat uraliuoju skai€iumi vadinama aibe, priklausanti kiekvienai indukcinei
aibei.

Kadangi tusioji aibé @ priklauso kiekvienai indukcinei aibei, tai kiekvienai in-
dukcinei aibei priklauso ir viso22(5) iSnasoje iSvardytos a@ls. To@&l pagal apibezima
kiekviena i$ 2.5) aibiy yra nat uralusis skails. Visos jos sudaro nauja aibe, vadinama
nat uraliyjy skaiciy aibe

2.10 teorema.Egzistuoja aibe, Zymints, kurios elementai yra tik nat uralieji skaiciai.

1Ernst Zermelo — Ernstas Cermelas (1871-1953), wikimatematikas.
2pdolf Abraham Halevi Fraenkel — Adolfas Frenkelis (1891-1965), \iikidilmes Izraelio matem-
atikas.
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[rodymas. Tegul X yra indukcire aile; begalyles aksiomos @ka ji egzistuoja. Remi-
antis poaibio aksiomy schema, egzistuojaaib

N = {z € X: z priklauso kiekvienai kitai indukcinei aibgi

Tai jrodo teorema, kadangi € N tada ir tik tada, kair priklauso kiekvienai indukcinei
aibei. O

Nesunku patikrinti, kadN yra indukcire aike. Tockl jai priklauso visosiZ.5) aibes,
t.y.0, 1, 2,... yra naturalieji skaiai. Kity elementyN aibe neturi pagal apit@Zima.
Kartais nat uraliaisiais vadinami tik skiii 1, 2, . . . . Tai yra tik susitarimo reikalas; mes
toliau Sia aibe ZyrasimeN, := N\ {0} ={1,2,...}.

Tai, kadN yra indukcire aile naudojama pagrindZiant labai svarby matematikoje
principa:

2.11 Indukcijos principas. JeiA C N, 0 € Air S(n) € A kiekvienamn € A, tai
A=N.

IS Sio indukcijos principo gauname tokia daznai naudojama jo versija: fegua
nat uraliyjy sk&iy savyle; jei0 turi P ir jei S(n) turi P kiekvienamn € N, kuris turi
P, tai P galioja visiems nat uraliesiems skams.

Nat uraliyjy skd&iy aikeje sumos ir daugybos operacijos apibamos, naudojant
indukcija, atitinkamai, taip: visiems, n € N,

k+0:=k ir k+S(n):=Sk+n); (2.6)

k-0:=0 ir k-S(n):=k+k-n. (2.7)

Velgi remiantis indukcija, nesunkiai patikrinama, jog 3ios operacijos turi jprastines ko-
mutatyvumo, asociatyvumo ir distributyvumo savybes.

M usu pasirinkta nat uraliyjy skigi konstrukcija2.5) leidZia nat uraliai jvesti tvarka
aibejeN. Visiemsk,n € N, sakysime, ka@& yramazesnis uz, t. y.

k <n, jet k €n. (2.8)

Nesunku patikrinti 2.1.4 pratimas), kad sarySis tarp nat uraliyjy skéiy yra tranzi-
tyvus, t. y. bet kuriemé&, n,m € N, jei k < nir n < m, taik < m. TaCiau vadinamoji
trichotomijos savyb patikrinama ne visai tiesiogiai. Peglme nuo pagalbinio teiginio.

2.12lema. (a) Betkuriems:,n € N, k € n tada ir tik tada, kaiS(k) € S(n);

(b) Neéra nat uraliyjy skaiCiy, kurie b uty patys savo elementais.
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[rodymas. [rodydami(a) tarkime, kadk, n € N. IS pradZiy tequlS(k) € S(n). Pagal
S(n) apibezima turime arba (k) € n, arbaS(k) = n. Abiem atvejaisk € n. Sio
teiginio jrodymui prieSinga kryptimi, naudodamiesi indukcija parodysime, kagl aib

A:={neN: Vken)[S(k)e Sn)}

sutampa su visal. IS tikryjy,0 = @ € A, nesg € N pagalN apibezima, ir aibeA
apibreZianti savyk galioja tugiajai aibei, nes ji neturi elementy. Tarkime, kad:= A.
Reikia jrodyti, kad jeik € S(n), tai S(k) € S(S(n)). Tegulk € S(n). Tada pagal
S(n) apibeZima arbak = n, arbak € n. Pirmu atvejuS(k) = S(n) € S(S(n)).
Antru atveju, kadangh € A, tai S(k) € S(n) C S(S(n)). Taigi abiem atvejais
S(k) € S(S(n)). Remiantis indukcijos principild = N, ir tuo p&iu teiginys(a)
jrodytas.

[rodant(b) tequl A := {n € N: n & n}. Visy pirma,0 € A, kadangi tusioji aibée
elementy neturi. Jei ¢ n, tai S(n) ¢ S(n) pagal ka tik jrodyta teiginja). Taigi A yra
indukcire aike, ir tocel sutampa six. O

Dabar galime jrodyti nat uraliyju skaj trichotomijossavybe:

2.13 teorema.Bet kuriemsk, n € N, galioja tik viena is trijy alternatyvyarba k < n,
arbak = n, arban < k.

[rodymas. Pirmiausia jrodysime, kad visos trys alternatyvos yra nesuderinamos. Jei
k € nir k = n, taik € k, kas yra nejmanomaetta2.12(b) lemos. Jek € nir n € k,

tai pagal tranzityvuma gauname ta patj prieStaravineak. Taigi pakanka jrodyti, kad
galioja bent viena is trijy alternatyvy. Tam parodysime, kaé aib

A:={neN: (VkeN)[ken arbak =n arban € k|}

sutampa sW. Kiekvienamk € N pagal indukcija turime arb&d = k, arba0 € k. Tocel
0 € A. Teguln € Air k € N. Jeik € narbak = n, taik € S(n). Jein € k, tai deka
2.1%a) lemosS(n) € S(k), ir todel arbaS(n) € k, arbaS(n) = k. Taigi S(n) € A, ir
A = N pagal indukcija. Ol O

Kita daZnai reikalinga nat uraliyjuy skaj tvarka apibeZiama taip: visiems, n € N,
sakysime, kad yrane didesnis uz, t. y.

k<n, jei arba ken, arba k=n.
2.14 teorema.Bet kuriemsy, m, k € N, galioja
men tadairtiktada,kai m+ken+k. (2.9)
Jei be tok # 0, tai

men tadairtiktada, kai m-k € n-k. (2.10)
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[rodymas. Teiginiy (2.9) ir (2.10 jrodymai panas us. Tebjrodysime tik antrajj teigini,
0 pirmajj paliekame kaip pratima skaitytojui. Taigi teguk~ 0 ir m € n. Parodysime,
kad aike

A:={ieN: m-S(i) € n-S(i)}

sutampa su visil. Kadangi kiekvienam nat uraliam skiai k& # 0 egzistuoja toks € N,
kadk = S(i) (2.1.3 pratimas), tai bus jrodyté2(10) teiginio implikacija ,=". Pirma,
0 € A, nesm-S(0) = m ir n-S(0) = n atsizvelgiant |2.7). Tarkime, kadj € A. Du
kartus remdamiesP(7) ir (2.9), gauname

m-S(S(7)) =m-S(j) +m € n-S(j) + m € n-S(j) + n =n-S(S(5)).

Taigi S(j) € A. Remiantis indukcijad = N, kas jrodo2.10) teiginio ,=" implikacija.
(2.10 teiginio prieSingos implikacijos jrodymui remsés trichotomijos savybe ir
jau jrodyta .= implikacija. Tegulm-k € n-k. Tadam = n néra galima, nes tada b uty
m-k = n-k. Taip patn € m néra galima, nes tadak € m-k. Todel m € n; taiir
reikejo jrodyti. O

Kitas teiginys vadinamas nat uraliyjy skaiaibesArchimedo savybe
2.15 teorema.Bet kuriems:, m € N, egzistuoja tok& € N, kadn < mk.

[rodymas. Nesunku rasti norimé& € N, kai arban € m, arban = m. Tarkime, kad
teiginys rera teisingas, kah € n. Tada remiantis trichotomijos savybe egzistuoja tokie
n,m € N4, kadm € n ir mk < n kiekvienamk € N. Naudojantis tuo, kad < m,
galioja 2.10 ir tranzityvumu, turimek < n kiekvienamk € N. TaCiau atveju, kai
k = S(n) € N, turime arbaS(n) = n, arbaS(n) € n € S(n). Tesinio apibezimo ir
2.12b) lemos eka abiem atvejais gauname prieStara, kuri jrodo teorema. O

Rekursija aibejeN Tarkime, kadX yra aite ir f yra funkcija iSN | X. Kaip nusakyti
tokios funkcijos reikSmes? Jei Zinome reikSyf@) ir tokia funkcija £ i5 X | X, kad
f(n+1) = F(f(n)) kiekvienamn € N, tai nuosekliai gauname reikSmes

f0), (1) =F(f0), f(2)=F(Q1), ... irtt

TaCiau nezinant, jog funkcijgd egzistuoja, tai ar galima jrodyti jos egzistavima zinant
pradine reikSmegf(0), o kitoms jos reikSrams galioja funkcijog' nusakoma nuosekli
taisykle, vadinama rekursija. Toks teiginys vadinamalsursijos teoremanat uraliyju
skatiy aibeiN:

2.16 teorema. Tarkime, kadX yra aibé,x € X ir F yra funkcija iSX | X. Egzistuoja
vienintelé tokia funkcijaf IS N | X, kad (a) f(0) = xir (b) f(n+ 1) = F(f(n))
kiekvienam € N.

[rodymas. Siame jrodyme sakysime, kad funkcijayragalima, jei jos apibezimo sritis
A(u) C N, kitimo sritisR(u) C X (arbau C N x X) ir galioja kitos dvi savybs:
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(7) jei0 € A(u), taiu(0) = x;
(i) jei S(n) € A(u) (Cian € N), tain € A(u) ir u(S(n)) = F(u(n)).
Tegqul F yra galimy funkcijy aie, ir tequlf := |J F. Pagal apibeZima galioja

(n,y) € f  tadairtik tada, ka{n, y) priklauso kuriai nors galimai
tada ir tik tada, kai.(n) = y su kuria nors galima. (2.12)

I[rodysime, kad funkcijajf galioja teoremos tvirtinimas. Tai padarysime jrodyma padal-
ine keturiais Zingsniais{1) f yra funkcija,(2) f yra galima,(3) jos apibEzimo sritis
A(f) =Nir (4) f yra vieninteé.

1. Parodysime, kad yra funkcija. Pagal api@zimaf ¢ N x X. Tegul

A:={n eN: (n,y) € f galioja ne daugiau, kaip su vienuy}.

Reikia jrodyti, kadA = N. Remiantis indukcijos principu pakanka parodyti, kadgra
indukcire aite. Tegul(0,y1) € fir (0,y2) € f. Déeka @.1]), egzistuoja dvi galimos
funkcijosuy ir ug su reikSne@misu; (0) = y1 ir u2(0) = yo. TeCiau remiantigi) savybe
y1 = T = o, irtodel 0 € A.

Tarkime, kadn € A; parodysime, kad(n) = n + 1 € A. Tam tikslui tarkime, kad
(S(n),y1) € fir(S(n),y2) € f. Dar karta éka 2.11), egzistuoja tokios dvi galimos
funkcijosu; ir ug, kuriy reikSmeswu; (S(n)) = y1 ir ua(S(n)) = yo. TaCiau remiantis
(7i) savybe, galioja

y1 =u1(S(n)) = F(ui(n)) ir y2 =u2(S(n)) = F(ua(n)).

Be to,u1(n) = us(n) kadangi pagal prielaida € A. Todely; = yo, t. y. S(n) € A.
Remiantis indukcijos principd = N, ir todel f yra funkcija.

2. Parodysime, kad funkcijg C N x X yra galima. Tam pakanka patikrinti savybes
(7) ir (¢i). Atsizvelgiant |(i) tequl0 € A(f). Pagalf apibeZima privalo egzistuoti
tokia galima funkcijau, kadu(0) = f(0). Kadangiu(0) = z, tai f(0) = x.

Atsizvelgiant (ii) tequl S(n) € A(f). Vel pagalf apibezima privalo egzistuoti
tokia galima funkcijau, kadu(S(n)) = f(S(n)). Kadangiu yra galima,n € A(u)
(taigiu(n) = f(n))ir

Gavome, kadii) savyke galioja funkcijaif, ir todel ji yra galima funkcija.

3. Lygybe A(f) = N bus jrodyta, jei parodysime, kad(f) yra indukcire aite.
Funkcija{(0,z)} yra galima, ir to@l 0 € A(f). Tarkime, kadh € A(f); parodysime,
kadS(n) € A(f). TegulS(n) & A(f)ir

u:= fU{(Sn),F(f(n)))}
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Tadau yra funkcija, A(u) C Nir R(u) C X. Parodysime, kad yra galima, t. y. jai
galioja (i) ir (i7) savykes. Kadangi(0) = f(0) = z, galioja(i). TegulS(k) € A(u)
su kuriuo norsk € N. JeiS(k) # S(n), tai S(k) € A(f) ir u(S(k)) = f(S(k)) =
F(f(k)) = F(u(k)). JeiS(k) = S(n), tai k = n remiantis nat uraliyjy skai tri-
chotomija ir2.12a) lema. Pagal prielaida € A(f). Gauname, kad

ir todel galioja (i7) savyle. Vadinasiu yra galima funkcija. AtsiZzvelgiant | jos api-
brezimau C fir S(n) € A(f). Si priestara rodo, kad prielaidgn) ¢ A(f) negalima.
Todel S(n) € A(f) ir A(f) yra indukcire aile, taigiA(f) =

4. Liko jrodyti, kad f yra vienintek. Tarkime, kadf; ir f5 yra dvi tokios funkcijos,
kurioms galioja teoremos iSvada ir

A={n€eN: fi(n) = fa(n)}.

Pakanka, jrodyti, kad!l yra indukcire aite. Tai paliekama atlikti skaitytojui, ka/p.1/5
pratimas. O

Binarieji sarySiai Realiesiems skaéiams apibeZti naudosiras matematikoje daznai
taikomu naujy aibiy formavimo b'udu, kuris remiasi vadinamosiomis ekvivalentumo
klasmis. Tai reiSkia, kad aépadalijama | nesikertéras klases, kurios tampa nau-
jos aites elementais. Sia matematine konstrukcija ailar specialios r'usies binarieji
sarySiai, kuriuos taip pat naudosime kadlami apie alternatyvy pasirinktj ekonomikoje.
Tegul X yra aite, 0 X x X yra Dekarto sandauga. A8k X binariuoju sarySiwadi-
namas bet kuris poaibi® C X x X. Binariajam sarySiui apil@Zti naudojamas Zyaeiji-
masz Ry, reiSkiantis, kadz,y) € R. PavyzdZiui, atvejuX = N sarySiu R2.8) apibezta
tvarka taip pat yra nat uraliyjy skaj aikes binarusis sarysis, ap#datas poaibiu

<={(k,n) eNXN: k<n}CNxN.
2.17 apibreztis. Sakoma, kad a#s X binarusis sarysis yra

(a) trichotomija, jei bet kuriemse, y € X galiojatik vienais trijy alternatyvy: arba
(z,y) € R, arba(y, z) € R, arbax = y;

(b) pilnas, jei bet kuriemse,y € X yra arba(z,y) € R, arba(y,x) € R (arbair
vienas, ir kitas);

(¢) tranzityvus,jei bet kuriemsz,y, 2 € X, iS to, kad(z,y) € Rir (y,2) € R
iSplaukia(z, z) € R;

(d) simetriSkasjei bet kuriemse,y € X, (z,y) € R tadair tik tada, ka{y, z) € R;

(e) antisimetriSkasjei visiemsz,y € X, i8(z,y) € Rir (y,z) € RiSplaukiar = y;
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(f) refleksyvusgei (z,x) € R kiekvienamz € X.

Pilnumo savybje atvejuz = y gauname iSvada, kad sary$is ) € R galioja
visiemsz € X, t.y. pilnasis sarySis yra ir refleksyvus. Jei&@bX binarusis sarysis
R yra pilnas ir antisimetriSkas, tai bet kuriemsy € X galioja bent vienai$ trijy
alternatyvy: arbdz,y) € R, arba(y,x) € R, arbax = y. Verta palyginti pastaraja
savybe su trichotomija.

Aibés X binarusis sarysSig vadinamadiesiniu tvarkiniy jei R yra tranzityvus ir
turi trichotomijos savybe. Tokiu b'udu nat uraliyjy kaaibesN binarusis sarySis
yra tiesinis tvarkinys. Tuo tarpu naturaliyjy skaiaibes N binarusis sarySi< yra
tranzityvus, pilnas ir antisimetriSkas. Tokj bet kurioséstbinarujj sarySj vadinsime
tiesiniu pustvarkinig.

Toliau daznai bus kalbama apie aibe ir binarujj sary$j joje. P&raR), kuria sudaro
aibe X ir Sios aites binarusis sarySiB, vadinamastrukt ura Taigi, (N, <) yra tiesires
tvarkos strukt ura, @, <) yra tiesinio pustvarkinio strukt ura.

Nagrirekime kita pavyzdi, ir tarkime, kad yra bet kuri aile, o f: X — Nyra
funkcija. Bet kuriemse, y € X tegul

Ty tada ir tik tada, kai  f(z) > f(y).
Tada ailes X binarusis sarysis ; yra tranzityvus ir pilnas. Jei kiekvienai poraiy € X
iS to, kadf(z) = f(y) turimez = y, tai (X, =) yra tiesinio pustvarkinio strukt ura.
Tokia savybe turinti funkcija vadinamiajekcija. Prie Sio ir kity panaSiy pavyzdZziy
griSime kalledami apie alternatyvy pasirinkir@skyriuje.
Dabar galime pereiti prie mato ekvivalentumo sarysio.

2.18 apibreztis. Aibés X binarusis sarySi® vadinamaskvivalentumo sarysigei jis
yra refleksyvus, simetrinis ir tranzityvus. Tada bet kuriam X aibé

[2]r :={y € X: (z,y) € R}
vadinamaekvivalentumo klase.
2.19 teiginys. Jei R yra X aibés ekvivalentumo sarysis, tai
(a) kiekviename € X ekvivalentumo klasg]r yra netusciasX poaibis
(b) kiekvienasX elementas yra ir kurios nors ekvivalentumo klases elemgentas

(c) bet kuriemse,y € X ekvivalentumo klasés]r ir [y]r arba nesikerta, arba yra
lygios.

3Apskritai Siuo atveju ara visiems priimtinos terminologijos, ir ji gali skirtis skirtingose knygose.
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[rodymas. (a) ir (b) galioja tockl, kad kiekvienamr € X busz € [z]gr remiantis
binariojo sarySio refleksyvumu ] € X remiantis apibgZimu. |rodant(c) tegul
z,y € X ir x # y. Pakanka jrodyti, kaflr] r = [y]r jei [z]r N [y]r = 2. IS tikro, tegul
z € [z]rN[y]r. Tada(z, z) € Rir (y, z) € R. Taigi (z,y) € Rir (y,x) € R remiantis
binariojo sarySio simetriSkumu ir tranzityvumu. Taigi jeic [z]g, tai (z,u) € R, ir
todel (y,u) € R remiantis tranzityvumu, t. yu € [y]gz. SimetriSkas argumentas rodo,
kad[y]r C [z]g, O tai jrodo norima lygybézr|r = [y] . O

2.19 teiginio prasme ekvivalentumo kles[z|r, © € X, suskaido visaX aibe
i netufius ir nesikertaéius X poaibius. Toél ekvivalentumo klasiy a®d[X]|r =
{lz]r: = € X} vadinamdaktoraibebinariojo sarySiak atzvilgiu.

Sveikieji skaiCiai Tolesnj skatiy konstravima tesime greta nat uraliojo &kais (taip
pat vadinamo neneigiamuoju sveikuoju shkaimi) apibezdami neigiamuosius sveikuo-
sius skatius. ApibieZzima apsprendzia tokia sawib

-1=0-1=1-2=2-3=---.

Ji rodo, kad kiekvienas neigiamas sveikasis &lgai iSreiSkiamas tam tikromis dviejuy
teigiamujy sveikyju sk&iy poromis. Tuo ir remsi®s apibezdami sveikuosius skaus.
Kadangi atimties operacijos dar neturime, tai rengsrtuo, kadc — n = p — g tada ir
tik tada, kaik + g = n + p.

Remdamiesi Siais samprotavimais, Dekarto sandau§joje- N x N apibrezkime
binaryjj sarySi~ ¢ X x X, sakydami, kadk,n) ~ (p, ¢) tada ir tik tada, kak + ¢ =
n+ p betkuriemgk, n), (p, q) € N x N. Nesunku patikrinti2.1:6 pratimas), kad- yra
ekvivalentumo binarusis sarySis a@jpN x N.

2.20 apibreZztis. Faktoraile [N x N].. vadinamasveikyjy skaiciigibe ir Zymimaz.

Sveikyjy skatiy aibeje Z apibeSime sumos ir daugybos operacijas, remdamiesi jau
apibeztomis atitinkamomis operacijomis nat uraliyjy kaaibeje (zr. @.6) ir (2.7)).
Jeia = [(k,n)]~ € Zirb:=[(p,q)]~ € Z, tai

a+b:=[(k+pn+q)~ €7,

a-b:=[(kp+nqkq+np). €L

Nesunku patikrinti2.1'7 pratimas), kad toks operacijy apgaimas yra korektiSkas. Be
to, abi operacijosZ aibeje turi jprastas komutatyvumo, asociatyvumo ir distributyvu-
mo savybes, o ju jrodymas remiasi analogiSkomis nat uraliyjgigksavytemis. Tegul

0z := [(0,0)]~, 0 € N. Tada kiekvienanmu € Z busa + 0; = a ir egzistuos toks
vienintelisb € 7, kada + b = 0z. Toksb vadinamas (adiciniu) atvirkstiniu skaii a ir
Zymimas—a. Atvirkstinis skatius leidZia apibeZti atimties operacijgi—a := b+(—a)

bet kuriemsu, b € Z.
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Tvarka sveikyjy sk&iy aibejeZ apibeziama remiantis8) sarysSiu nusakyta tvarka
nat uraliyjy sk&iy aikeje. Bet kuriemss := [(k,n)]~ € Zir b := [(p,q)]~ € Z,
sakysime, kad maZiau us, arba

a<b, jei k+qgep+n. (2.12)

Nesunku patikrintii2.1:8 pratimas), kad toks binariojo sarySio ajeZ apibezimas yra
korektiSkas. Taip pat remiantis analogiSkomis nat uraliyjekaavylemis, nesunkiai
patikrinama, kad strukt ufd@, <) yra tiesire tvarka, t. y. binarusis sarysisturi tranzi-
tyvumo ir trichotomijos savybes.

Nors nat uraliyjy skéiy aibe N neraZ poaibis, t&iau tarpZ poaibiy yra ailes N
kopijaN := {[(n,0)]~: n € N}, turinti tas pdias naturaliyjy sk&iy aibes savybes.
Tiksliau kalbant, reiksms(n) := [(n,0)]~ € N apib®Zia funkcijal: N — N, kuri
yra injekcija, iSsauganti sumos, daugybos ir tvarkos operacijas. Bet kuri tokia funkcija
vadinamaizomorfizmu Be to, bet kuriemgk,n) € N x N bus|[(k,n)]~ = I(k) —
I(n). AibeN ir jos kopijaN toliau yra sutapatinamos. Tadayra aite {0, +1, +2, ... }.
Sveikyjy skatiy be nulio aibe ZyrasimeZ :=Z\ {0} = {+1,£2,...}.

Racionalieji skaiCiai Sveikuosius sk&ius konstravome apib2dami lygtiesi+x = 0

sprendinjz, kain € N. AnalogiSkai konstruosime racionaliuosius skas kaip lygties
z - x = 1 sprendinjx, kai z € Z. Binarujj sary$j tarp sveikyju sk&iy apibesime
remdamiesi faktu, kad trupmenagb = ¢/d tada ir tik tada, kaud = bc bet kuriems
a,b,c,d € Z,jeib # 0ir d # 0. Dekarto sandaugoj& := 7 x Z. apibeZkime bina-
rujj sarySi~ C X x X, sakydami, kada,b) ~ (c,d) tada ir tik tada, kaiad = be bet
kuriems(a, b), (¢,d) € X. Nesunku patikrinti2.1.9 pratimas), kad- yra ekvivalentu-
mo binarusis sarySis a&eZ x 7.

2.21 apibreZztis. Faktoraile [Z x Z. | .. vadinamaacionaliyjy skaiCiyaibe ir ZymimaQ.

Racionaliyjy skdiiy aikeje Q apibeSime sumos ir daugybos operacijas. @ei=
[(a,b)]~ € Qirr:=[(c,d)]~ € Q, tai

q+7r:=|[(ad+ cb,bd)]~ € Q,

q-r:=[(ac,bd)]~ € Q.

Nesunku patikrinti2.110 pratimas), kad toks operacijy apd@imas yra korektiskas. Be
to, abi operacijos) aibeje turi jprastas komutatyvumo, asociatyvumo ir distributyvumo
savybes, o jy jrodymas remiasi analogiSkomis sveikyjucskaiavytemis. Tegubg :=
[(0,1)]~. Tada kiekvienam € Qbusr + 0g = r ir egzistuos toks vienintelis € Q,
kadr + s = 0g. Tokss vadinamas (adiciniu) atvirkstiniu skGii » ir Zzymimas—r.

Be to, nesunku patikrinti, kae-[(a,b)]~ = [(—a,b)]~. Tegullg := [(1,1)].. Tada
kiekvienamr € Q1 := Q \ {0} busr - 1o = r ir egzistuos vienintelis € Q, kad
r-s = 1lg. Tokss vadinamas (multiplikaciniu) atvirkstiniu sk&ui r ir Zymimasr—1.
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Be to, nesunku patikrinti, kada, b)]Z! = [(b, a)]~. Bet kuriam nelygiam nuliui € Q
ir bet kuriams € Q apibesime dalybos operacijgr := s-r~1.

Tvarka racionaliyjy sk&iy aibeje Q apibeziama remiantis tvarka sveikyjy s&ai
aibéje ir tokiais pastefjimais. Jeu,b,c,d € Z,b > 0ird > 0, taia/b < c¢/d tada ir tik
tada, kaind < cb. Kadangi[(a, b)]~ = [(—a, —b)]~, tai kiekvienas racionalusis skais
iSreiSkiamas sveikyjy skiEy pora, kurioje antrasis skais yra teigiamas. Tokiu b udu,
bet kuriems; := [(a,b)]~ € Q, 7 := [(¢,d)]~ € Q, b > 0ir d > 0, sakysime, kad yra
maziau uz-, arba

g<r, Jei ad<cbh. (2.13)

Nesunku patikrinti2.111 pratimas), kad toks binariojo sarySio @jbQ apibeZimas yra
korektiSkas. Taip pat, remiantis analogiSkomis sveikyjyGiasavylemis, nesunkiai
patikrinama, kad strukt uf®@, <) yra tiesire tvarka, t. y. binarusis sarysis aibeje Q
turi tranzityvumo ir trichotomijos savybes.

Sakysime, kad; € Q yra teigiamas jei 0p < ¢. Remiantis racionaliyjy skéu
trichotomija, galioja lygiai viena i$ alternatyvu:

g yrateigiamas, ¢ =0, —q yra teigiamas

Racionaliojo skdiiausq € Q@ moduliu(arba absoligiuoju didumu) vadinamas slkGils

gl =4 T jei —q yra teigiamas,
7°=1 ¢ priesingu atveju

Toliau iSvardyty modulio savybiu jrodymas si ulomas kaip pratimas skaitytojui.
2.22 teiginys. Bet kuriemsy, s € Q galioja

(a) |g| > 0 (neneigiamumas);

(b) |q| = 0 tadair tik tada, kaig = 0 (teigiamas apil#Ztumas);

(¢) lg-pl = lg|-[p| (multiplikatyvumas);

(d) lg+ pl < gl + [p| (subadityvumas)

Kaip ir nat uraliyju sk&iu atveju, sveikuyju sk&iu aibe Z neraQ poaibis, t&iau tarp

Q poaibiy yraz aibes kopija{l(a) := [(a,1)]~: a € Z}, turinti tas p&ias sveikyjuy
skatiy aikes savybes ir izomorfiska. Bet kuriemsa € Z ir b € Z, bus|(a,b)]. =

I(a)/I(b). AibeZ ir jos kopija toliau yra tapatinamos. Tai@iyra aite {a/b: (a,b) €
7. X Z+}
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Realieji skaiCiai Racionaliyjy skaiiy seka yra funkcijadN > n — ¢, € Q, kuria
Zymesime

(¢n) = (gn)nen = (90,41, G2, - - -)-
Racionaliyjy skaiiy seka(q,, ) vadinameCauchy seka jei bet kuriam teigiamany € Q,
egzistuoja toksV = N(w) € N, kad visiemsy, m > N, |¢,, — ¢m| < w.

Tegul(gy,,) yra racionaliyjy skaiy seka. Sakysime, kad,,) konverguojajei egzis-
tuoja toksq € Q, jog bet kuriam teigiamam € Q, galima rasti tokiN = N(w) € N,
kad visiemsn > N |¢, — ¢q| < w. SimboliSkai sekoggq,) konvergavimo jq fakta
zymesimeg,, — ¢. Naudojantis modulio subadityvumu, galima jrodyti, kad kiekviena
konverguojanti racionaliyjy skéiy seka yraCauchyseka. Taiau atvirk€iai — neb uti-
nai. Racionaliyju sk&iu aibeje gali ir neegzistuoti elemento, j kurj konverguGjauchy
seka. Taiau visasCauchysekas galima suskirstyti | nesikertaas klases taip, kad
vienos klags elementai b uty artimi ir ta prasme ekvivalentus. Tokioje klasijeaib
yra racionaliyjy skdiiy aibe atitinkantis poaibis ir kiekviena tos klasiy @belementy
Cauchyseka konverguoja. Toliau apraSo@auchysekuy ekvivalentumo klasiy adbus
realiyjy skatiy aibe, o jos konstrukcija vadinama racionaliyjy skaiaibespapildymu
arbaCauchykonstrukcija.

Tegul C yra visy racionaliyjy skdiy Cauchyseky aie. Sioje aileje apibesime
binaryjj sarysik sakydami, kad bet kurios dvi sek@g,) ir (p,,) i8 C yra ekvivalerios,
jei ¢, — pn, — 0. Taip apibeztas binarusis sarySis ajb C yra ekvivalentumo sarysis
(jrodyti).

2.23 apibreztis. Faktoraile [C| r vadinamarealiyjy skaiCiyaibe ir ZymimaRr.

Taigi realusis skdius yra ekvivalentumo kl&s[(q,)|r, kuria sudaro tarpusavyje
artimos racionaliyjy skaiy Cauchysekos. Jej yra racionalusis skaius, tai ekvivalen-
tumo kla®, kuriai priklauso racionaliyju skéiy seka(q, q,q, . ..) = (¢), tapatinama su
q, ir tokiu b'udu realiyjuy skéiy aibejeR apibreziamas poaibis izomorfiSkas racionaliyjuy
skatiy aibei ir taip pat zymima®.

ApibreSime aritmetines operacijas realiyjy $hanibeje. Bet kuriems = [(¢,)|r €
Rir s = [(pn)]r € R tegul

t+s:=1[(gn+pn)lr ir ts:=][(gnpn)lr- (2.14)

Sis sumos ir daugybos operacijy agibimas yra korektiska@(1/13 pratimas). Taip
pat korektiSkos yra skirtumo ir dalybos operacijos, agfiant jas, kaip ir racionaliyjy
skatiy atveju, naudojant adicinj atvirkstirjt := [(—gy)] g Ir multiplikacinj atvirkstinj
t=1 = [(g, V)]r (Kait # 0),

Toliau jvedamai tvarkai realiyju skéi) aibeje pagrjsti patogu pradi nuo tokio fak-
to:

2.24 lema.Jei(qn) € C'ir [(¢n)]r # 0, tai galioja tik viena i$ dviejy alternatyvy

4Augustin Louis Cauchy — Augustinas Kosi (1789-1857), pranc uzy matematikas.
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(a) egzistuoja toksV € N, kadg,, > 0 visiemsn > N;
(b) egzistuoja toksV € N, kadg,, < 0 visiemsn > N.

[rodymas. Kadangi abi alternatyvos yra galimos ir skirtingos, pakanka parodyti, kad
N € N egzistuoja tokie naturalieji sk#ii: > N ir j > N, kadg; < 0ir ¢; > 0.
Parodysime, kad tadg, — 0. Tegulw € Q ir w > 0. Kadangi(g,) € C, tai galime
rasti tokj N(w) € N, kad|g, — ¢m| < w visiemsn,m > N(w). Tegulk > N(w).
Remiantis racionaliyjy skaiy trichotomija galioja arbg, > 0, arbag, < 0. Pirmu
atveju galime rasti tokj > N(w), kadg; < 0ir

lak] = ax < qx — @i = |ar — qi| < w.

Antru atveju galime rasti tokj > N(w), kadg; > 0'ir

k| = —ax < @5 —ax = ¢ — @ < w.

Kadangik > N (w) ir w yra laisvai pasirinkti, ta,, — 0. Taigi[(¢,)]r = 0. Si prietara
jrodo lema. O

TegulCy yra | nulj konverguojadiy racionaliyjy skdiiy Cauchyseky ail, t. y. aike
visy ty C elementy, kurie yrak-ekvivalent us nuliy sekai. Tegdl. ir C_ yra aites ty
C'\ Cy elementy, kuriems atitinkamai galiofa24 lemos(a) ir (b) teiginiai. Tvarka
realiyjy skatiy aibeje jvedama tokiu b udu:

2.25 apibréztis. Tarkime, kadt € R. Sakysime, kad yra teigiamas,arbat > 0, jei
egzistuoja tokia racionaliyjy sk@y Cauchyseka(q,) € C,, kadt = [(¢,)|r. Bet
kuriems dviems realiesienisr s sakysime, kad yramaZzesnis uz arbas < ¢, jeit — s
yra teigiamas.

Sis apibeZimas yra korektiskag (113 pratimas). Remianti.24lema,C yra sajun-
ga nesikertatiy aibiy C, Cy ir C_. Todel binarusis sarySis realiyjy skatiy aibeje
R turi trichotomijos savybe. Be to, Siam sarySiui nesunkiai patikrinama tranzityvumo
savyte. Taigi strukt uréR, <) yra tiesire tvarka.

Kaip ir racionaliyjy skaiiy atveju, pasitelkus trichotomijos savybe, realiojo &kai
aust € R moduliuvadinamas skaius:

] = { —t, jei —t yra teigiamas, (2.15)

t, prieSingu atveju

Realiyjy skatiu modulis turi tas péias savybes, kaip ir racionaliyju skaj modulis
(2.22teiginys).

Greta tiesiis tvarkos, realiyjy skéiy aibeje turime ir tiesine pustvarke, apdziama
binariuoju sarysiu: bet kuriemst¢ € R

s <t tadairtiktada, kai s <t arba s==¢. (2.16)
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Sis binarusis sarysis nebeturi trichotomijos sagtigiau yra pilnas, tranzityvus ir an-
tisimetriSkas (212.17apibezima), t. y. (R, <) strukt ura yra tiesepustvark.

Parodysime, kad racionaliyjy skaj aibe yra tirSta realiyjy skaiy aibeje tokia
prasme:

2.26 lema.Bet kuriamt € R ir teigiamamw € Q egzistuoja tokg € Q, kad|t —¢q| < w.

[rodymas. Pagal2.23 apibezima,t = [(¢,)]r ir (g) yra racionaliyjy skaiy Cauchy
seka. Toél egzistuoja toksV € N, kad visiems nat uraliesiems n > N yra |g, —
qn| < w. Tegulk € N, k > N ir ¢ := [(qk, gk, - - - )| r- Tada|t — q| = |[(¢gn — @r)]|r <
w. O

Realiyjy skatiy seka, realiyjy skaiy Cauchyseka ir realiyju sk&iy sekos konver-
gavimas apiteZiami lygiai taip pat, kaip ir racionaliyjy skai atveju.

2.27 teorema.Kiekviena realiyjy skaicilCauchyseka konverguoja.

[rodymas. Tegul (t,,) yra realiyjy skaiy Cauchyseka. Remianti2.26lema, kiekvien-
amn € N, egzistuoja toks racionalusig, kad|t,, — ¢,| < 1/n. Parodysime, kady,)
yra racionaliyjy skdiy Cauchyseka. Tegul € Q ir w > 0. Remiantis Archimedo
savybe nat uraliesiems skiams @.15 teorema) egzistuoja tok¥ € N, kad1/N <
w/3. Kadangi(t,,) yra Cauchyseka, egzistuoja toks/ € N, kad su visais, m > M,
|tn, — tm| < w/3. Tada visiems:, m > max{N, M}, naudodamiesi modulio subadi-
tyvumu, gauname

lgn — am| < |gn — tn| + |tn — tm| + [tm — @m| < w/3+w/3 +w/3 =w,

t. y. racionaliyjy skaiiy seka(q,) yra Cauchyseka. Tegut := [(¢,)]r € R. Kiekvien-
amn € Ntegulg, := [(qn, qn,---)|r € R. Tadag, — tir |t, — §,| < 1/n. 15Cia
gauname, kad, — t; tai ir reikejo jrodyti. O

Taigi racionaliyjy skdiiy aibe papiléme taip, kad naujoje, realiyjy skaj aibeje,
konverguoja ne tik racionaliyjy skaiy Cauchysekos, bet ir realiyjy skéiy Cauchy
sekos. Ailg, kurioje apibeztosCauchysekos ir konvergavimo savokos, vadinapilaa,
jei Sioje aiteje konverguoja kiekvien@auchyseka. Taigi realiyjy skaiy aike yra pilna.

MaZiausio virSutinio r eZio savyle Naudodamiesi realiyjy skiiy aibes pilnumu toli-
au jrodysime jos kita svarbia savybe.

2.28 apibreztis. Tarkime, kadA yra netusia realiyjy skasiy aike. Jei egzistuoja toks
realusis skdiius R, kadx < R kiekvienamz € A, tai sakoma, kad aéA yra aprezta
ir virSaus, 0 R yra aibes A virSutinis rezis. Apatinius ezius apibeZiame analogiSkai.
Jei aile yra apeZta iS virSaus ir iS ajg#os, tai ji vadinamaprezta.

Toliau formuluojama svarbiausia savoka:
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2.29 apibreztis. Tarkime, kad netu3a realiyjy skasiy aike A yra apgzta is virSaus.
Skatius M = MV R4 vadinamas ais A maziausiu virSutiniu reziuiei (a) M yra
aibes A virSutinis ©Zis ir (b) jei z < M, tai x nera ailes A virSutinis eZzis.

Jei maziausias virSutini€Zis egzistuoja, tai atsizvelgianttj) savybe toks skaius
yra vienintelis. DidZiausias apatiniezis apibeziamas analogiskai.

Toliau formuluojama realiyjy skéiy aikes savyb vadinamamaziausio virsSutinio
rezio savybe DaZniausiai Si savyformuluojama prie$ pilnumo savgb jrodyma, ir
tada ji vadinama aksioma.

2.30 teorema. Jei netuscia realiyjy skaiciy aibe yra aprézta, tai egzistuoja jos maziau-
sias virsutinis rezis.

[rodymas. Tegul A C R yra netusia apeZta aile ir tegul R yra ailes A virSutinis ©Zis.
Tegula € A. Jeia = R, tai MV R4 = a, ir rodymas baigtas. Tarkime, kad< R.
Sukonstruosime dvi realiyjy skai sekagz,,) ir (v, ), kurios konverguos/ VR 4.

Tegulxg := a ir yo := R. Tarkime, kadx,, ir y, jau apibeZzti, ir tegulm,, :=
(n, + yn)/2. Jeim, yra aibes A virSutinis ©zis, teguly,+1 := my, ir Tp41 = .
Jeim, nera ailes A virSutinis ©Zis, teguly,+1 := vy, ir x,11 := m,. Remiantis

rekursijos teoremg2(16 teorema), egzistuoja dvi realiyjy skaj sekos(z,,) ir (yn).
Remiantis indukcija gaunama, k&d,,) yra nemagjanti (¢,, < x,+1), 0 (y,) yra ne-
didejanti (y,+1 < yn). Tokios sekos vadinamos monotoainis. Kita pagalbinj teiginj
si ulome jrodyti skaitytojui:

2.31 lema. Kiekviena monotonineé ir aprézta realiyjy skaiCiy seka @auchyseka.

Remiantis Siuo teiginiu(x,) ir (y,) sekos yraCauchysekos. Kadangi realiyjy
skatiy aike yra pilna R.27 teorema), tai sekéy,,) konverguoja. Tegul yra jos riba.
Parodysime, kad,, — y, kain — oo. Pagal(x,) ir (y,) seky apibezima, kiekvienam
n=>1,

Ynt1 — Tl = (Yn — Tp) /2= = (M —a)27".

Remiantis Archimedo savybe, deSinioji gusonverguoja , kain — oc. Taigi galioja
Ty — Yy, Kain — oo.

Galiausiai parodysime, kagl = MV R,. Kadangi kiekvienann € N y,, yra A
aibes virsutinis ezis pagal sekogy,,) apibezima, gauname, kad ribetaip pat yra aibs
A virSutinis ezis (ko@l?). Tarkime, kad egzistuoja tokkaibes virSutinis ezis R, kad
R < y. Pagal sekosr,,) apibeZima, su kievienu, egzistuoja toks: € A, kadz,, < z.
Kadangiz,, — y, gaunameR < z,, < y pakankamai dideliam. Si priestara jrodo, kad
y yra A aibes maziausias virsutinigzis; tai ir reilejo jrodyti. O

Kaip ka tik jroceme, kad maziausias virsSutiniszis egzistuoja visada, kai @lyra
netu€ia ir apezta. T&iau patogu pragisti Sio skatiaus apibezima bet kurioms a#ms.
Siuo ir kitais tikslais naudojamas realiyjy Skigi aibes R pletinys dviem simboliais:
plius begalybg Zymima oo, ir minus begalyhézymima —oo. Sie du elementai yra
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suderinti SUR aibes aritmetine ir tvarkos strukt uromis tokiu b udu: kiekvienam realiajam
skatiui z,
—00 < 400, —00 < x < 400,

(£00) + (£o0) = x + (£o0) = (£o0) + 2 = +o0,

T
+oo

—0, x(£o0) = (£oo)r = { iz jz:i z 8,
(&00)(#00) = +00,  (£00)(F00) = ~00,

Kitos galimos operacijos su begaBinis yra paliktos neapibgtos. Taigi bet kurios
realiyjy ska€iy aibkes A supremumaapibiesSime taip:

-0, jeid =g,
supA:=< MVR,, jeiAyranetusiairapezta, (2.17)
+00, jei Ayranetu$ia ir neapezta.
JeiMV R4 € A, tai §j fakta Zymimenax A = MV R4 = sup A. Jei aile A baigtire,
tai visada jos supremumas yra vienas i®aiblementy.
Pratimai
1. [rodyti (2.2).
2. |rodyti, kad2 + 2 = 4.

3. |rodyti, kad kiekvienas nelygus nuliui nat uralusis &kai yra kito nat uraliojo
skatiaus tesinys.

4. [rodyti, jog visiemsk, n,m € N, jeik <nirn <m,taik < m.
5. Baigti2.16teoremos jrodyma.

6. Betkuriemgk,n), (p,q) € NxN sakysime, kadk,n) ~ (p, q), jei k+q = n+p.
[rodyti, kad~ yra ekvivalentumo binarusis sarySis @eN x N.

7. Tegul~ yral6 pratime apibeZtas binarusis sarySis @jp N x N. |rodyti: jei
(kyn) ~ (K',n')ir (p,q) ~ (p',¢'), @i (k+p,n+q) ~ (K +p',n' +¢).

8. Tegul~ yral6 pratime apibeZtas binarusis sarySis aje N x N. |rodyti (2.12)
korektiSkuma: jeik,n) ~ (k',n')ir (p,q) ~ (p',¢'), taik + q € n+ p tadair tik
tada, kaik’ + ¢ € n’ + p'.

9. Bet kuriemsk,n), (p,q) € Z x Z, sakysime, kadk,n) ~ (p,q), jei kg = np.
[rodyti, kad~ yra ekvivalentumo binarusis sarySis @7 x Z. .
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10. Tegul~ yral9 pratime apibeZtas binarusis sarysis @jpZ x Z.. |rodyti: jei
(a,b) ~ (d,0)ir (¢,d) ~ (¢, d), tai (ad + ¢b,bd) ~ (a'd + V', b'd").

11. Tegul~ yral9 pratime apibeztas binarusis sarysis @jpZ x Z. . |rodyti (2.19
korektiSkuma: jei(a,b) ~ (a’,V'), (¢,d) ~ (¢, d')ir bV, d,d yra teigiami, tai
ad < cbtadair tik tada, kai'd’ < V.

12. [rodyti2.22teigin|.

13. Ka reiSkia, kad2.14) operacijy irl2.25 apibezimas yra korektiski? |rodyti jy
korektiSkuma.

14. [rodyti2.31lema.

2.2 Atitiktis ir funkcija

Kaip jau buvo mieta, Siame skyrelyje supaZindiname su daugiaredsdiomkcijos, vad-
inamos atitiktimi, samprata. Ja nuolat naudojamasi toliau kalbant apie bendraja pusi-
ausvyra.

Atitiktis  Tegul X ir Y yra aites, oX x Y yra jy Dekarto sandauga. Bet kuris nétias
X x Y poaibis f vadinamasatitiktimi i§ X | Y. Pastebsime, kad atvejuiX = Y
atitiktimi vadinamas tiesiog net@i&s binarusis sarysis.

Atitikties f C X x Y apibrezimo sritigyra netusia aite

A(f) ={r e X: JyeY, (z,y) € f},
0 joskitimo sritisyra netugia aile
R(f)={yeY:dzeX, (z,y) € [}
Kiekvienam poaibiuid C A(f) aibé
fl[Al ={yeY: Jxc A, (z,y) € f} (2.18)

yra vadinama aibs A vaizdu f atitikties atzvilgiu. Nesunku suvokti, ka®(f) =
fIA(Sf)]- Apibrezdami vaizda, naudojame lauZtinius skliaugtyigietoje lenktiniy skli-
austy( ) todel, kad poaibisA gali ir nebutiX aibes elementu. Jed = {z}, = € X,
tai $ios vieno elemento ad#s vaizdag' atzvilgiu Zymimasf|z] := f[{z}]. Kiekvienam
atitikties apibezimo srities elementui priskiriama a&ijr tai Zymima taip:

fraeo flr]CY, xe A(f). (2.19)

Neretai vaizdumo sumetimais atitiktis apgtitama, kaip ,taisyld“, kuri vienos ailes
elementams priskiria kitos a3 poaibius. Tokiu atveju agb

f={(zy) e X xY: 2z Af), y € flzl},
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kuri m usy atveju yra tik kitas atitikties uzraSas, vadinama atitikties grafiku. Naudojant
musy ka tik jvesta vieno elemento @hbvaizdo Zyrajima, ailes A C A(f) vaizdas
atitikties f atzvilgiu iSreiSkiamas ir taip:
flAl={yeY: 3zec A ye flz]} = U flz].
z€A

Daugiau apie Siuos susitarimus raSoma tuoj po funkcijos apimo (toliau2.36 api-
brezimas).

Atitiktis f ¢ X x Y vadinamavienareikSmgjei bet kuriemse € X ir y1,y2 € Y,
I8 (x,y1) € fir (z,y2) € fiSplaukiay; = y9. Kitaip tariant, atitiktisf C X x Y yra
vienareik3me, jei kiekviename € A(f) vaizdasf|[z] turi vienintelj elementa. Atitiktis
f € X x Y vadinamanjekcija, jei bet kuriemse;,zo € X iry € Y iS (z1,y) € fir
(z2,y) € f gaunamer; = x2. Nesunku patikrinti2.2.2 pratimas), kad atitiktis yra
injekcija tada ir tik tada, kai skirtingf apibezimo srities elementai turi nesikertamns
vaizdus. Pavyzdziui, bet kuriam nebighm poaibiui' C X, aibe

ly:={(z,2) e X x X: z € U}
yra atitiktis iSX | X, kuri yra ir vienareikSm, ir injekcija.
Jei f yra atitiktis i5X | Y, tai aibe

Fh={y,2) €Y x X: (z,y) € f} (2.20)
yra atitiktis iSY | X, vadinamaatvirkStine atitiktimi Naudinga atkreipti @mesj | tai,
kad atvirkstire atitiktis f~! yra visada apil#Zta, jei yra apitizta atitiktisf.
2.32 teiginys. Atitiktis f i8S X | Y yra injekcija (vienareikSme) tada ir tik tada, kai
atvirkstine atitiktisf~! i Y | X yra vienareikdme (injekcija).
[rodymas. Bet kuriemsz, z2 € X ir y € Y, remiantis 2.20) apib@éZimu,

(yvxl)efil } { (xlvy)ef }
_ = :
{ (y,z2) € f1 (2,y) € f
Taigi f yra injekcija tada ir tik tada, kai bet kuriems,z2 € X ir y € Y, tada i$
(y,x1) € f~Lir (y,x2) € f~! gaunamer; = o, 0 tai yra tada ir tik tada, kaf ~! yra
vienareikSne atitiktis.
[rodymas, kadf yra vienareik3ra tada ir tik tada, kaf —! yra injekcija — simetriskas.
O
2.33 teiginys. Su bet kuria atitiktimif, A(f 1) = R(f) ir A(f) = R(f1).
[rodymas. [rodysime tik pirma lygybe, kadangi antros jrodymas panasus. Tggul
X x Y. Tada, remiantis2.20) apibezimu,
A(fTY) = fyeY:3zeX, (y2)e f 1}
{yeY:dze X, (z,y) € f} =R(f)
Tai ir reikéjo jrodyti. O
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Tarkime, kadX, Y ir Z yra aites. Jeif C X xY ir g C Y x Z yra atitiktys, o aile
gof ={(z,2) e X xZ: JyeY, (v,y)ef ir (y,2)€g} (2.21)

yra netusia, tai ji yra atitiktis iSX | Z, vadinamakompozicijos atitiktimi PavyzdZiui,
jeiR(f) = A(g), tai aibe go f yra netusia, t. y. ji yra atitiktis.

Su bet kuria atitiktimif i§ X | Y ir atitiktimi f~!i§Y | X, kompozicijosf ~lof ir
fof~! yravisada apitiﬁ_tos, remianti®.33teiginiu. ?e to,lA(f) c flofir 1R(f)_ C
fof~!. Nesunku pastedti, jog lygybiy gali ir nebuti, jeff néera injekcija arba @ra
vienareiksne.

2.34 teiginys. Jei atitiktis f yra injekcija, tai f~lof = 1a(y)- Jei atitiktis f yra vien-
areikSme, taijfof 1 = 1z ().

[rodymas. [rodysime tik pirma teiginj, kadangi antro jrodymas panasus. Atsizvelgiant |
anksiau miretas priezastis, pakanka jrodyti, kid'of c 1 A(f)- Tarkime, kadf yra
atitiktis i3 X | Y. Jei(x,2) € f~lof, tai egzistuoja toky € Y, kad (z,y) € fir
(y,2) € f~'. Remiantis2.20) apibezimu, gaunamér,y) € fir (z,y) € f. Kadangi
fyrainjekcija,x = z € A(f), ir todel (z, z) € 1,45). Taiir reikejo jrodyti. O

2.35 teiginys. Tegulf € X x Y ir g C Y x X yratokios atitiktys, kadk (f) = A(g)
ir gof = 14p). Tadag = 1.

[rodymas. Tegul (y, z) € g. KadangiA(g) = R(f), taiy € R(f). Tockel egzistuoja

toksz € A(f), kad(z,y) € f. Remiantis2.2]) apibezimu,(z, z) € gof. Kadangi

gof = 1y, 2 = € A(f) irtodel (z,y) € f. Remiantis2.20) apibezimu,(y, z) €
—1

Atvirkstiai, tegul(y, r) € f~!. Remiantis2.20) apibezimu,(x,y) € f. Kadangi
R(f) = A(g),y € A(g). Todel egzistuoja toks € X, kad(y, z) € g. Remiantis/2.21)
apibezimu, (z, z) € gof. Kadangigof = 145, 2 = = € A(f), ir todel (y,z) € g.
Taigig = L. O

Funkcija Funkcija yra vienas i$ svarbiausiy matematikos objekty. Neformalus funkci-
jos i$ ailes X | aibe Y apib udinimas sako, jog tai yra taisykkuri kievienam aibs X
elementui priskiria lygiai viena aé@sY elementa. Sis apib udinimasra pakankamas,
kadangi jame naudojamas, paprastai neggibmas, Zodis ,taisy&l. Todel matem-
atikoje jprasta funkcija apilzti kaip tam tikra aibiyX ir Y Dekarto sandaugos poaibj,

t. y. kaip atitiktj i X | Y su papildomomis savymis.

2.36 apibréztis. Atitiktis f IS X | Y vadinamafunkcija, jei A(f) = X ir f yra vien-
areikSne. Funkcijaf iS X | Y zymésimef: X — Y, o vienareikSmiSkai poros
(x,y) € f apibeZiama elementg vadinsime argumenta atitinkartia funkcijos f
reikSmeir Zymesimef (x).
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Taigi, funkcija f: X — Y, budama atitiktimi, kiekvienam € X greta vaizdo
flz] C Y turireikdmef(x) € Yir f[z] = {f(z)}°. Reikne f(z) apibreztatik f esant
funkcijai. Funkcijos reikSras priskyrimas argumento reikSmei, Zymimas

frz—=fl@)eY, zeX=A(f),
(palygink su2.19), visiSkai apib udina funkcija
f=A{(z,f(z): x e X}: X =Y.

Beje tuose vada@liuose, kuriuose funkcija vadinama ,taisyklef',vadinamagrafiku
Sios pastabos ygasvarbiost.3 skyrelyje, kalbant apie atitikties ir funkcijos nejudamu-
osius taskus.

Tegul f: X — Y. JeiR(f) = Y, tai sakoma, kad funkcijg yra siurjekcija
Funkcija f: X — Y vadinamainjekcija, jei ji yra injekcija kaip atitiktis, t. y. bet
kuriemsz,y € X i§ f(x) = f(y) iSplaukiaz = y. Funkcija vadinamaijekcija,
jei ji yra injekcija ir siurjekcija.

Jeif: X - Yirg: Y — Zyrafunkcijos, tai egzistuoja kompozicijos atitiktjs f
iS X | Z, apibieZta aibe2.2]). Be to, tai yra funkcija, kaip teigia teorema:

2.37 teorema.Jei f: X — Y ir g: Y — Z yra funkcijos, tai kompozicijos atitiktis
gof yrafunkcijagof: X — Z sureikSmémigof(z) = g(f(z)), z € X.

[rodymas. Kompozicijos atitikties vienareikSmiSkumui patikrinti, tarkime, Kadz;) €
gof ir (xz,2z9) € gof. Pagal R.2]) apibezZima, egzistuoja tokig;,y» € Y, kad
(z,y1) € f, (z,y2) € f, (y1,21) € gir (y2,22) € g. Kadangif yra vienareikSra,
iS pirmuy dviejy savybiyu gaunamg = y,. Tada, naudodany vienareikSmiSkuma ir
kitas dvi savybes, gauname, kad= 2z, t. y. gof yra vienareikSmiska atitiktis.
Tegulz € X. KadangiA(f) = X, tai f(z) € Y ir (z, f(z)) € f. Kadangi
A(g) = Y, taig(f(z)) € Zir (f(z),9(f(x)) € g. Taigi kiekvienamz € X, yra
(z,g9(f(x)) € gof; taiir reikejo jrodyti. O

Remiantis pastaraja teorema, funkcify X — Y ir g: Y — Z kompozicijos
atitiktis visada yra funkcijgof: X — Z, toliau vadinama kompozicijos funkcija, arba
tiesiogkompozicija

Kaip maéme, atvirkStig atitiktis apibezta kiekvienai atitikiai. TeCiau taip rera
funkcijoms, kaip rodo toks pavyzdys. Tarkime, kad funkcfjaR — R, apibezta
reikmemis f(z) = 22, 2 € R, t.y. f = {(z,2%) € R x R;: = € R}. Sios funkci-
jos atvirkstire atitiktis yraf—! = {(2%,7) € Ry x R: z € R}. Taiau f~! nera
vienareikdne. Pavyzdziuif—'[4] = {—2,2}. Siame pavyzdyjg nera injekcija.

2.38 teorema. Tarkime, kadf: X — Y. Atitiktis f~! yra funkcija tada ir tik tada, kai
f yra bijekcija.

®Neretai vaizdas atitikties atZvilgiu Zymimas kaip ir funkcijos reikStaigiant, kad dviprasmigkumo
iSvengiama atsizvelgiant | konteksta, arba neskiriarésfly } nuo jos elementg [13, 187 p.]
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[rodymas. Remiantis2.36 apibezimu, atitiktisf~! C X x Y yra funkcija tada ir tik
tada, kaiA(f~!) = Y ir f~! yra vienareiksra. Remianti€2.32ir 2.33teiginiais, taip
yra tada ir tik tada, kaR (f) = Y ir f yra injekcija, kas reiSkia, jod yra bijekcija. Tai
ir reikejo jrodyti. O

2.39 apibreztis. Tarkime, kad funkcijaf: X — Y yra bijekcija. Tada funkcijaf —*

vadinamaatvirkstinefunkcijai f.

2.40 teorema.Tegulf: X — Y yrabijekcijairg: Y — X. Tadag = f~! tada ir tik
tada, kaigof = 1x.

[rodymas. Kadangi f yra injekcija ir A(f) = X, tai remiantis2.34 teiginiu, jeig =
f~1 taigof = 1x. Kadangi, be taR(f) = Y = A(g), tai remiantis2.35teiginiu, jei
gof =1x,taig=f". O

Toliau formuluojamo fakto jrodymas paliekamas skaitytojui.

2.41i8vada.Tegulf: X —Y,g: Y — Z, 0 f~'ir g~! yrajy atvirkstines funkcijos.
Tada kompozicijogof: X — Z atvirk&tine funkcija yraf —tog~': Z — X.

2.42 teorema.Tarkime, kadf: X — Y ir g: Y — X. Teiginiai(a) ir (b) ekvivalen-
t'us; Cia

(a) f yrabijekcijairg = f=1;

(b) fog=1lyirgof = 1x.

[rodymas. Tarkime, kad galiojga). Teguly € Y. Kadangif yra siurjekcija, egzistuoja
toksz € X, kady = f(z). Kadangig = f~!, tai g(y) = . Tokiu buduf(g(y)) =
y bet kuriamy € Y, t.y. 1y C fog. Tegul (y1,y2) € fog, t. y. egzistuoja toks
r € X, kadg(y1) = z ir f(z) = yo. Kadangig = f~!, f(z) = y;. Remiantisf
vienareikSmiSkumuy; = yo, t. y. fog C 1y. |rodeme, kadfog = 1y, jei galioja(a).
Likusius teiginius si' ulome jrodyti skaitytojui. O

Pratimai
1. Tegulf = {(0,1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3)}. Rastifof, f[1]ir f~1[3].

2. Atitiktis fi8 X | Y yrainjekcija tada ir tik tada, kai su bet kuriais, z2 € A(f),
jei x1 # xo, tai flz1] N flzo] = @.

3. Jeif yra atitiktis, tai(f~!)~! = f.

4. Jei apibezta atitilCiy f ir g kompozicijos atitiktisgo f, tai apibezta kompozicijos
atitiktis f~tog~1 ir galioja lygyke (gof)~! = f~log~L.

5. Jei apibezta atitikiy f ir ¢ kompozicijos atitiktisgo f, tai A(gof) = f~1[A(g)].
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6. Tegulf ir g yra tokios funkcijos, kadd(f) = A(g) ir f(x) = g(x) visiemsz iS
bendros apilirzimo srities. |rodyti, kad = g.

7. Jeif yrafunkcija, taif "'[A] = {z € A(f): f(z) € A}.

8. Tarkime, kad funkcijaf: X — Y yra bijekcija, og yra funkcija, apibezta
reikSmemisg(B) := f[B] kiekvienai aibeiB € P(X) (Zr. 2.5 aksioma). |rodyti,
kadg: P(X) — P(Y) yra bijekcija.

9. Baigti2.42teoremos jrodyma.

2.3 Tiesires erdwes ir funkcijos

Siame skyrelyje primename kai kuriuos toliau naudojamus &ssatgebros faktus.

Matricos ir determinantai  Tarkime, kadm,n € N; = {1,2,...}. Realiyjy skaiiy
sta&iakampe lentek

sudaryta i§n eiluCiu ir n stulpeliy, vadinamailesm x n matrica Realieji skatiali
aj; vadinami matricosA elementais. Jein = n, tai A vadinaman-toseiles kvadratine
matrica Matrica, gauta i$l, sukeitus jos eilutes su stulpeliais, vadinanaasponuotaja
matricair Zymima A’. Matrica A vadinamasimetring jei A = A?, t. y. jei visiems jos
elementams ;; = a;;.

Priminsime jprastas veiksmuy su matricomis taisykles: bet kuriems, k& € N,

1. dvi vienodos e#sm x n matricasA = [aj;] ir B = [bj;] vadinamelygiomisir
raSomed = B, jei a;; = bj;; visiemsy, i;

2. dviejy eibsm xn matricyA = [aj;] ir B = [bj;] sumavadinama tokia eéism x n
matricaC' = [c;;], ZymimaC := A + B, kurios elementai yra;; = aj; + bj;
visiemsy, i;

3. eilesm x k matricosA = [a;;] ir k x n matricosB = [b;;] sandaugavadinama
tokia eilesm x n matricaC = [¢j;], ZymimaC := AB, kurios elementai yra
Cji = aﬂbu + anbQi + -+ ajkbki visiemsj, i.

4. matricosA = [aj;] ir realaus skaiCiaus\ sandaugayra tos pd&ios eikes matrica
C = [¢ji], ZzymimaC' = XA, kurios elementai yra;; = Aa;; visiemsy, 4.

Visy eilesm x n matricy aibe ZyrasimeM™*". Galima jsitikinti, kadv"**" yra tiesire
erdwe atzvilgiu matricy sumos ir matricos daugybos iS realiojo@kas. Tai reiSkia, kad
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matricy sumai galioja asociatyvumo saeybl + B) + C = A+ (B + ('), komutatyvu-

mo savyle® A + B = B + A, nulinés matricos egzistavimaé + 0 = A, prieSingos

matricos egzistavimad + (—A) = 0, sandaugos i$ realiojo sk#&us asociatyvumo
savyte (A\u)A = A\(uA) ir distributyvumo savyb (A + ) A = ANA + pA.

Noredami apibezti atvirkStine matrica, priminsime, jogenetineé matricayra bet
kuri kvadratire n-tosios eies matricall = [ej;], kurios elementas;; = 1, kaii = j ir
ej; = 0, kaii # j. Tarkime, kadA = [a;;] yran-tosios eies kvadratig matrica. n-
tosios eies kvadrating matric® vadinsime matricai atvirkStine matricar Zymesime
B:=A"!jeiAB=BA=E.

Dar karta, teguld yra n-tosios eies kvadratid matrica. 1S kiekvienos eilas ir
kiekvieno stulpelio imdami lygiai po viena matricaselementa, sudarykime sandauga
a1k, A2k, * + - Gk, - Kitaip tariant, antryjy indeksy sudarytas vektorius

o= (o(1),...,0(n)):= (k1,ka,..., kn)

yra gaunamas i$ vektoriags, 2, . . ., n) jo elementy perstatymo b udu ir vadinarkeis
tiniu o. Nesunku patikrinti, kad yra! skirtingy keitiniy. Sakysime, kad du indeksai
o(k)ir o(l) sudaronetvarka jei o (k) < o (1), kai k > [. Tegull,, yra keitinioo padary-
ty netvarky skdius. Tadan-tos eiks kvadraties matricosA determinantwadinamas
skatius

detd := Z(_l)Ioala(l) * Ao (n)s

kur sumuojama pagal visus! skirtingus keitiniuso. Kvadratire matrica vadinama
neissigimusigjei jos determinantas nelygus nuliui.

2.43 teorema.Kvadratine matricaA turi atvirkstine matricad—! tada ir tik tada, kai
matrica A yra neissigimusi.

[rodymas. Tegul A yra neiSsigimusii-tos eiks kvadratie matrica. Su kiekviena indek-
sy porai,j € {1,...,n}, tegulA;; yra matricos, gautos i8 iSbraukusj-taja eilute ir:-
tajj stulpelj, determinato if—1)**/ skatiaus sandauga. Tada matrida® := [A;;]/|A|
yra atvirkstire matricaiA.

Atvirk&ciai, tarkime, kadn-tos eibs kvadratiB matricaA turi atvirkSting matrica
A=l Tadal = |E| = |AA~!| = |A||A~ Y| ir |A| negali buti lygus nuliui. O

Aritmetin & tiesire erdve RY Teguld € Ny = {1,2,...}. (2.4 lygybe apibezta,
realiyjy skatiy aibiyR Dekarto sandauga yra

d

——
RG=Rx- - xR={(x1,...,2q): 2, €R, i=1,...,d}.
Realiyjy skatiy sutvarkytajj rinkinjz := (z1,...,14) € R? vadiname vektoriumi, o
skatiai z1, ..., x4 vadinami vektoriaug koordinaémis. Bet kuriems, m € N Dekar-

to sandaug®™ x R™ tapatinsime su sandau@&@ ™™, nedarydami skirtumo tarp sut-
varkytosios porog(xi,...,Zn), (y1,...,ym)) ir vektoriaus(zy, ..., Tn, Y1, .., Ym)-
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Taigi jei A C R™ ir B C R™, tai Dekarto sandaugd x B laikysime ailes R"t™
poaibiu.

AibesR? vektoriy suma ir vektoriaus daugyba i3 realiojo Skaiis (skaliaro) api-
breziama taip: jeir = (z1,...,2z4) Ir y = (y1,...,yq) Yra vektoriai, o\ yra realusis
skatius, taix + y ir Az yra vektoriai

x4y =@ 4y, xa+yq) Ir Ar:=(Az1,...,Axg).

AibesR? su taip apibeztomis suma ir sandauga i$ skaliaro feainé erdveTai reiskia,
kad vektoriy sumai galioja asociatyvumo sa@yb+y)+z = z+(y+2z), komutatyvumo
savyle x +y = y+x, nulinio vektoriaus egzistavimas+ 0 = z, atvirkStinio vektoriaus
egzistavimas + (—x) = 0, sandaugos i$ skaliaro asociatyvumo s&\:)x = A\(ux)
ir distributyvumo savyb (A + p)z = A\x + px.

Aibe R? su tiesires erdes strukt ura vadinandamatearitmetine tiesine erdveErd-
vesR? elementai vadinami Sios erés taskais, arba vektoriais. Tiesja algebroje erd-
vesR? elementai raSomi dvejopai; vektoriai taip pat reidkiahx 1 matrica:

z=(21,...,2q) = |..| e R (2.22)
T4

Kuri i8 formy, vektorius ar matrica, yra naudojama, visada aiSku i$ konteksto. Verta
atkreipti cemesj j tai, kadl x d matricalx; - - - z4] yra transponuota matricef, taigi
nesutampa su vektoriunai

Aritmetines tiesiies erdesR? poaibisV vadinamasiesiskai priklausomyjei egzis-
tuoja toks baigtinis rinkinyg§vy, ..., v,} C V irtokie real us skéiaias, . . ., a,, ne visi
ju lyg us nuliui, kad

aivy + -+ apv, = 0. (2.23)
Jei tokiy skatiy as, ..., a, nera, tai vektoriaivy, ..., v, vadinamaitiesiSkai neprik-
lausomais Kitaip kalbant, vektoriaw, ..., z, yra tiesiSkai nepriklausomi, jei lyggb

(2.29) galioja tik tuo atveju, kai; = 0 kiekvienami.

2.44 teiginys.Bet kurisn vektoriy rinkinys aritmetingje tiesineje erdvéé yra tiesidkai
priklausomas jet > d.

[rodymas. Tarkime, kadv; = (vi1,...,014), «-+y Un = (Uni,...,0nq) Yran vek-
toriy rinkinys irn > d. Reikia rasti tokius realius skausay, ..., a,, kad ne visi jy
lygus nuliui ir galiojal2.23 lygybe. Sia lygybe perrade vektoriy koordiaats, gau-
name ly@iy sistema

a1v11 + - + apvpr =0,

a1vig + -+ - + apvpg = 0,
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atzvilgiu nezinomyjyay, . .., a,. Gavomed lygCiy turinCiy n» nezinomyjy. Kadangi
d < n, sistema turi nenulinj sprendinj, . . ., a,,, kuriam galioja2.23) lygybe. Teiginys
jrodytas. O

Erdves R? poerdviuvadinamas bet kuris jos poaibis, tufpa operacijy atzvilgiu
esantis tiesine erdve. ErdsR? vektoriyvy, . . . , vy, tiesiniu dariniuvadinamas vektorius
Av1 + -+ Aoy Cla A, ..., A, yra realieji skatiai. Vektoriy vy, ..., vy tiesiniu
apvalkuvadinama visy tiesiniy dariniy ab ErdwesR? vektoriai

e1 :=(1,0,0,...,0,0), e:=(0,1,0,...,0,0), - ,eq:=(0,0,0,...,0,1)

vadinamistandartine bazenes lygyle = = (1, z2,...,24) = z1€1+22e2+- - -+ 24€q
galioja bet kuriamz € R?. Kitaip tariant, aritmetig tiesire erde R? yra savo standart-
inés bags tiesinis apvalkas. Be to, vektorai . . . , e4 yra tiesiSkai nepriklausomi.

Bet kuri funkcija veikianti targr? erdviy turi toliau apibeZiama vektoring struktura.

2.45 apibreztis. Tarkime, kadX C R", f: X — R™ir {¢;}, yra standartia baz
erdwjeR™. Kiekvienamz € X egzistuojan tokiy realiyjy skatiy { f;(x)}7 ,, kad

f@) =3 fw)ej(z) € R™.
j=1

Kiekvienamj € {1,...,m} funkcija f;: X — R su reikSnémis f;(z), z € X, vadi-
namaf komponenteleir: R? — R? yra tapdioji funkcija, t. y.7(z) = =, z € R?, tai
kiekvienar komponerg 7, j € {1, ..., d}, vadinamaprojekcija.

Jei turimem funkcijy g;: X — R, j € {1,...,m}, tai funkcija f su reikSnemis
f(z) == (g1(x),...,gm(z)) z € X, veikiaiS X | R™, 0 jos komponerds yraf; := g;.
Todel funkcija vieninteliu b'udu apieziama savo komponehis. Kadangi funkcijos
f: X — R™ir jos komponediy f;: X — R reikSmems galioja lygyk f(z) =
(fi(z),..., fm(x)), z € X, tai naudojamas funkcijos Zyajimas

f=0f - fm): X > R™

Nesunku pastedii, kad kiekvienany € {1,...,m} galioja lygyke f; = mjof.

Tiesines funkcijos FunkcijaL iS R™ | R™ vadinamatiesinejei visiemsz,y € R™ ir
A, 1 € R galioja lygyle
LAz + py) = AL(x) + pL(y).

Visy tiesiniy funkcijy iSR™ | R aibe ZynesimeL(R",R™). TegulL, Ly € L(R™,R™)
ir A1, A2 € R. Lygybe

(>\1L1 + )\QLQ)(:B) = )\1L1 (l‘) + )\QLQ(CC)
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kiekvienamz € R", apib@zia funkcijah; L + AoL2: R™ — R™. Nesunku jstikinti,
kad \1L; + X\2Lo € L(R",R™). Be to, galima patikrinti, kad(R",R™) yra tiesire
erdwe.

Kiekviena tiesi funkcija tarp aritmetiniy tiesiniy erdvig™ yra iSreiSkiama matri-
ca vieninteliu b udu, jei naudojama tik stand&taz. Tegul{e;};", ir {e}}7"; yra
atitinkamai erdesR" ir R™ standartieés bazs. Tada tiesi funkcijaL: R® — R™
iSreiSkiama egsm x n matrica[L] := [a;i], kur L(e;) = 37", ajie); kiekvienam
i€{l,...,n}. TadaL(y) = [L]y bet kuriamy € R", o [L] vadinsime tiesias funkci-
jos L matricine iSraiSka. Remiantis vektoriaus matricine for@23), Cia ir toliau eies

m X n matricosA = [aj;] ir vektoriausy = (y1, . . ., y,) sandauga yra
air - Qip Y1 a11Y1 + -+ G1pln

Ay= ..., =

am1 Amn, Yn Am1Y1 + - + GmnYn

Galima jsitikinti, kad funkcija
L(R",R™) > L+ [L] € M™*" (2.24)

yra tiesire, o funkcija[ - | := {(L, [L]): L € L(R",R™)} yra bijekcija.
Bet kuri tiesire bijekcija tarp tiesiniy erdviy vadinantigsiniu izomorfizmuo tokios
erdwes vadinamosesiSkai izomorfiskosTodel teisinga teorema:

2.46 teorema.Funkcija[ -] yra erdviy L(R™, R™) ir M™*™ tiesinis izomorfizmas.

Tiesinio izomorfizmo prasme galima sutapatinti matricy emve " su aritmetine
tiesine erdveR™™ naudojant funkcija

MM 5 A = [aj,-] — C(A) = (CLH, e A1, Q12 s A2y e ey amn) e RrR™,
Gauty tiesiniy bijekciju kompozicija nustato tiesinj izomorfizma:
L(R™,R™) > L~ ¢([L]) € R™™. (2.25)

Jein = 1ir m > 1, tai tiesire funkcijaL: R — R™ iSreiSkiamam x 1 matrica arba
vektoriumi
ai
[L]=|...| =(a1,...,am) = L(1) € R™, (2.26)
am
remiantisR™ erdwes elementy tapatinimu su atitinkamomis matricoiig%). Kadangi
tiesire funkcijaL iSR | R™ yra vektoriaud.(1) daugyba i$ erdesR elemento (skaliaro),
tai L tapatinama su vektoriundi(1) = [L].
Jeim = 1irn > 1, tai tiesire funkcijaL: R™ — R iSreiSkiamal x m matrica,
kurios transponuota matrica yra vektorius:

L] =la1--an] it [L)' = (a1,...,an) € R™. (2.27)
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Funkcija tarpL(R", R) ir R", apibéZta taisykleL — [L]!, yra tiesiré bijekcija, t. y.
tiesinis izomorfizmas. Sia funkcija toliau naudojame agitirgradiento ir Hesse’s ma-
tricas.

Sarysis tarp tiesies funkcijos ir ja iSreiSkiatios matricos yra suderintas su funkcijy
kompozicija tokia prasme:

2.47 teorema. Tarkime, kadL.: R* — R™ ir K: R™ — Rk yra tiesines funkcijos,
0 A = [L]ir B = [K] yra Siy funkcijy matricinés iSraiSkos standartiniy baziy atzvil-
giu. Tada kompozicijdoL yra tiesiné funkcija, ir jos matriciné iSraiSka yra matricy
sandaugaBA.

Sios teoremos jrodymasera suétingas ir paliekamas skaitytojui. Panasios teore-
mos, apie tiesies funkcijos atvirkting ir ja atitinkahia matrica, jrodymas taip pat si ulo-
mas kaip pratimas skaitytojui.

2.48 teorema. Tarkime, kadL: R™ — R™ yra tiesiné funkcija irffL] yra jos matriciné
iSraiSka standartines bazes atzvilgiu. Funkdijgra bijekcija tada ir tik tada, kai matri-
ca[L] yra neiSsigimusi. Jei bent vienas iS Siy teiginiy teisingas, tai atvirkstiné funkcija
L~! yra tiesine ir jos matricine iSraiSkaL —!] = [L] L.

2.49 apibreztis. Tarkime, kadA = [a;;] € M4 ir Z C R, Matrica A ir ja atitinkanti
kvadratire forma

d
qa(z) == 2'Ax = Z a;jTiT;, x=(x1,...,2q) e RY,
ij=1

vadinami

(a) teigiamai apibreztomigangl. positive definite) adje Z, jei g4 (x) > 0 kiekvien-
amz € Z \ {0};

(b) teigiamai pusapibreZztomigangl. positive semidefinite) ade 7, jei ga(z) > 0
kiekvienamz € Z \ {0};

(c) neigiamai apibréztomigangl. negative definite) attje 7, jei g4 (z) < 0 kiekvien-
amz € Z \ {0};

(d) neigiamai pusapibréZztomigangl. negative semidefinite) &@je 7, jei ga(z) < 0
kiekvienamz € Z \ {0};

(e) neapibreztomis aibéjg, jei skatiai ga(x), x € Z\ {0}, gali jgyti tiek teigiamas,
tiek ir neigiamas reikSmes.

Kai nurodytos salygos iSpildytos sti= R?, tai A ir g4 vadinamos, atitinkamai, teigia-
mai apibeZtomis, teigiamai pusapitemis, neigiamai api@ztomis, neigiamai pusapi-
brezémis, arba neapibztomis.
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Pratimai

1. Tegulj € {1,...,d} ir 7j(z) := z; kiekvienamz = (z1,...,74) € R%. Taip
apibezta funkcijar,; : R? — R yra tiesire (patikrinti) ir vadinamaprojekcija j-
tosios koordinais kryptimi. Rasti jos matricing iSraiska;].

2. |rodyti2.46teorema.
3. |Jrodyti2.47teorema.

4. |rodyti2.48teorema.

2.4 Euklidines erdwes

Tarkime, kadd € N, = {1,2,...} ir R? yra aritmetire tiesire erd\, apibezta praeita-
me skyrelyje. Bet kuriai Sios erég elementy porai = (x1,...,2q)iry = (y1,---,Yd)
priskirsime skaiiy

Ty = 2y1 + -+ Taya = 2y

¢ia desimje lygyles pugje naudojam&? erdves elementy iSraiska vektoriais stulpeliais
(2.22) ir matricy daugyba. Sis priskyrimds, y) — -y apibezZia funkcija i3R? x R?

i R, vadinama standartingkaliarine daugybaerdweje R¢. Nesunku patikrinti, kad bet
kuriemsz, y, z € R% ir \, 1 € R, galioja savyks

x>0, jeix#0,
Ty =y, (2.28)
w0y + p2) = Ma-y) + pu(a-2).

Pastaroji savydreiskia, kad fiksuotam funkcijay — -y yra tiesire. Tas pats galioja ir
funkcijai z — x-y, kai fiksuotagy, remiantis antraja, argumenty simetriSkumo, savybe.
Kitaip tariant, skaliarie daugyba yra tiesenpagal kiekviena i dvieju argumenty, kas
vadinamabitiesiSkumu Taigi skaliarire daugyba yra simetranir bitiesire funkcija.

2.50 apibreztis. Aritmetine tiesire erde R? su joje apibeZta standartine skaliarine vek-
toriy daugyba vadinamauklidine erdve.

Binarusis sarySis- realiyjy skatiy aibeje yra tiesie tvarka, t. y. bet kurie du realieji
skatiai yra palyginami, jiems galioja trichotomijos sa@ybei tranzityvumas. Bet kurie
du realieji skatiai yra palyginami ir tiesias pustvarks atveju, apil@Ziamos binariuoju
sarySiu< (Zr. (2.16). Siuos binariuosius sarysius galima perkelti ir j eukliding erdve
tokiu budu. Tegut = (z1,...,24) it y = (y1,...,y4) € RL Sakysime, kad: > y
arbay < =z, jei z; > y; kiekvienami = 1,. .., d. Taip pat sakysime, kad

x >y arbay < z, jei z; > y; kiekvienami = 1,...,d. (2.29)
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Atveju, kaid > 1, abu binarieji sarySiai> ir > nera pilni, pavyzdziui, vektoriat =

(1,0) ir y = (0,1) nera palyginami. Téau Siais binariaisiais sarysiais apmhrama
tvarka yra svarbi ir toliau naudojama. Jeic R? ir z > 0, tai sakome, kad vektorius
yraneneigiamaso jei z > 0, tai sakome, kad vektoriusyrateigiamas Tokiy vektoriy
aibes atitinkamai zy@sime

RY .= {z € R%: 2 >0} ir RY, :={z e R®: = >0}

Skaliarire daugyba euklidieje erdeje leidZia apibezti atstuma tarp vektoriy. Bet
kuriamz = (x4, ...,z4) € R tegul

z i |z] = Vo = /2t + -+ 2k (2.30)

Kai d = 1, |z| yra realiojo skatiausz modulis (Zr. 2.15). (2.30) reikSmiy priskyrimas
apibrezia funkcijal - | = {(z, |z|): =z € R?}: R? — R su tokiomis savybmis:

(1) kiekvienamz € R?, |z| > 0 (neneigiamumas);

(2) kiekvienamz € R?, |z| = 0 tada ir tik tada, kaic = 0 (teigiamas apil@ztumas);
(3) visiemsz € RYir A € R, |A\z| = |\||z| (homogenidkumas);

(4) visiemsz,y € RY, |z + y| < |z| + |y| (subadityvumas).

Nesunku patikrinti pirma, antra ir tt& savybes. Ketvirtoji gaunama naudojantis toliau
irodomaCauchynelygybé:

2.51 teiginys. Bet kuriemse, y € RY, |z-y| < |z]-]y].
[rodymas. Bet kuriam\ € R
Az +y[? = Az +y)- Az +y) = X2[z]* + 2\ (zy) + |y|*.

Sis kvadratinis trinaris\ atzvilgiu yra neneigiamas. Tetljo diskriminantas (negrieZtai)
neigiamas, t. y(z-y)? — |z|?|y|? < 0, kas ir jrodo norima nelygybe. O

Savytes (1), (2), (3) ir (4) reiSkia, kad funkcijd - | yra normaerdweje R?. Todel
euklidine erde R¢ yranormuotoji erdveo jos normal2.30) vadinamaeuklidine norma
Kaip ir bet kuri norma, euklidia norma apib#Zia atstumé: — y/| tarp bet kuriy vektoriy
z,y € R?, vadinama metrika. Tokiu budu euklidiard\e greta tiesias strukt uros turi ir
metring strukt ura. Abi Sios strukt'uros yra suderintos ta prasme, kaddieperacijos
ir skaliarine daugyba yra tolydZios met@s strukt uros atzvilgi2(4/7 pratimas).

®Sia nelygybe Augustin Louis Cauchy j@d 821 m.
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Be to, skaliari®@ daugyba ir euklidia norma naudojamos interpretuoti vektoriaus
r € R%ilgj, juo vadinant normaz|, o kampag tarp nenuliniy vektoriyr,y € R?
apibreziant taip:

cos p 1= Y (2.31)

Du vektoriai vadinamortogonaliais jei ju skaliarire sandauga lygi nuliui.

Tegulz € R ir » > 0 yra realusis skdius. Euklidires erdesR? atviruoju rutuliu
su centru taske ir spinduliur vadinama aib B(z,7) := {y € R?: |z — y|}. Taliau
ekonominiame kontekste daZniausiai kalbama ne apie visa eukliding erdve, bet apie jos
poaibj. TegulX yra bet kuris euklidigs erdesR? poaibis irz € X ir > 0. Tokiu
atvejuatviruoju rutuliu aibejeX vadinama aib B(z,r)N X ={y € X: |z —y| <r}.
PavyzdZziui, atviruoju rutuliu neneigiamyjuy vektoriy ajbRi yra tokia aite:

G:={zxecR" 2>0ir |z| <1} = B(0,1) NRZ. (2.32)
Tiesiniy funkcijy tarp euklidiniy erdviig™ ir R aibe L(R™, R™) taip pat yra tiesia

erdwe. Be to, remiantis2,25), ji yra tiesiSkai izomorfiSka euklidinei erdvg™". Toliau
L(R™,R™) erdweje naudosime euklidine norma:

L] = |e((L])] = \/ S rer=| Y @ (2.33)

1<i<n 1<i<n,1<j<m

RemdamiesCauchynelygybe 2.51teiginys), gauname tokj tiesds funkcijos reikSras
jvertj:
|L(x)| < |L||z|, visiemsz € R"™. (2.34)

2.27teorema teigia, kad realiyjy skaj aike yra pilna. Si savybislieka ir euklid-
ineje erdeje. Sakysime, kad euklidis erdesR? elementy sekéz,) = (2n)nen =
(xo,x1, 22, ... ) vadinamaCauchy sekgjei kiekviename > 0 egzistuoja toksV € N,
kad|z, — x| <€ kain > Nirm > N.

2.52 teorema. Kiekviena euklidines erdv@s’ Cauchyseka konverguoja.

[rodymas. Tegul (z,,) yra Cauchyseka irz, = (zn1,...,2,) € R? kiekvienamn.
Kadangi|z,; — xmi| < |n — x|, kKain,m € Niri € {1,...,d}, tai (z,;)nen
yra Cauchyseka kiekvienam. Remiantis2.27teorema, kiekvienam seka(z,;) kon-
verguoja, t. y. egzistuoja tokg;, € R, kad |z,; — y;| — 0, kain — oo. Tada
y = (y1,...,yq) € Rir |z, —y| — 0, kain — oo, t. y. Cauchyseka(z,) kon-
verguoja,; tai ir reikejo jrodyti. O

Atvirosios ir uzdarosios aibes Tegul X yra bet kuri euklidiies erdesR¢ aibe. Aibes
X poaibisG vadinamastviru aibesX atzvilgiy, arbaatviru aibeje X, jei kiekvienam
x € (G egzistuoja toks atvirasis rutulys, su centrur, kadB,NX C G. Aibe vadinama
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atvira, jei ji yra atvira euklidires erdes atzvilgiu. Taigi2.4:2 pratimas) poaibig; C X

yra atviras aibs X atzvilgiu tada ir tik tada, kai egzistuoja tokia atviroji aity’, kad
G = G'n X. Pavyzdziui, 2.32) aibé yra atvira atzvilgiu aibsRi, bet rera atvira
atzvilgiu aitesR? (kodel?).

2.53 teiginys. Tarkime, kadX yra euklidines erdves aibé ©y yra atviry X aibes
atzvilgiu poaibiy klase.

(a) TuSCioji aibew ir X priklausoOx;

(b) Jei A yra bet kokia aibé ilG, € Ox kiekvienanu € A, tai sajungal,caGq €
Ox;

(c) Jei A yra baigtiné aibe irG, € Ox kiekvienamx € A, tai sankirtaN,caGq €
Ox.

Tegul X yra bet kuri euklidites erdesR? aibe ir A ¢ X. Aibées A elementas:
vadinamawidiniu X atzvilgiu taskuy jei egzistuoja toks atviraX aibeje rutulysB, su
centru tasSker, kad B, C A. Taigi A yra atvira aileje X tada ir tik tada, kai kiekvienas
A elementas yra jos vidini& atzvilgiu taskas.

Tegul X yra bet kuri euklidires erdesR? aibe. AibesX C R¢ poaibisC vadinamas
uzdaru aibesX atzvilgiy, jei jo papildinysX \ C' = {z € X: = ¢ C'} yra atviras aibje
X.

2.54 teiginys. Tarkime, kadX yra euklidinés erdves aibé @x yra uzdaryX aibées
atzvilgiu poaibiy klase.

(a) TuSCioji aibew ir X priklausoCx;

(b) Jei A yra bet kokia aibe itF, € Cx kiekvienamx € A, tai sankirtan,caFy, €
Cx;

(c) JeiAyrabaigtiné aibe irF,, € Cx kiekvienamy € A, tai sajungaJ,c4F, € Cx.

Tarkime, kadF yra euklidires erdesR? aibe. Vektoriusa € R? vadinamas aibs
F ribiniu tasku jei kiekvienas atvirasis euklidas erdes rutulys su centru taSketuri
F aibes elementuy, skirtingy nuo Kitaip tariant,F' aibeje yra elementy kiek norint arti
vektoriausa.

2.55 teiginys. Tarkime, kadX yra euklidines erdvés aibée ir C X. F' uzdaraX aibes
atzvilgiu tada ir tik tada, kaiF" priklauso visi tie jos ribiniai taskai, kurie priklaus# .

[rodymas. Tegul F' uzdara aikje X, a yra aibes F' ribinis taskas in € X. TadaX \ F
yra atvirasisX poaibis ir kiekvienas rutulys su centsduri aibesF elementy. Remiantis
Siomis prieZastimig negali priklausytiX \ F, ir todela € F.

Atvirksciai, tegul F' priklauso visi tie jos ribiniai taskai, kurie priklaus®. Jeia €
X\ F, tai egzistuoja toks atvirasis rutulys su centrkuris neturi bendry elementy $u



74 2 Skyrius. Matematika |

Atsizvelgiani | Sia prieZzastk \ F' yra atvirasX aibes atzvilgiu, irto@él F = X'\ (X \ F)
yra uzdarasX poaibis. O

lliustruodami pastarajj teiginj pastesime, kad2.32) lygybe apibeztos ailes G,
kuri yra atvira aieje R%, ribiniai tadkai, priklausanty®< \ G, sudaro aibg{z €
RY: 2 >0ir |z =1}.

2.56 apibreztis. Tegul A yra euklidires erdes ailes X poaibis ir teguld’ yra visi tie A
ribiniai tadkai, kurie priklausd . Aibe A := AU A’ vadinamaA aibesuzdariniu aibeje
X, o aike A’ vadinamaA aibeskrastu.

Kitas teiginys formuluojamas naudojant aptumo ir maziausio virSutinicezio sa-
vokas i€2.28ir 2.29apibrezimy.

2.57 teiginys. Jei netuscioji realiyjy skaiCiu aibe yra uzdara ir aprézta is virSaus, taijai
priklauso jos maziausias virsutinis rezis.

[rodymas. Tegul A C R yra netu$ia, uzdara ir a@Zzta iS virSaus. Remiantis realiyjy
skatiy aibes maziausio virSutinicezio savybeZ.30teorema), egzistuoja skalisa :=
MV R 4. Tarkime, kadh ¢ A. Remiantis2.29apibezimu, kiekvienam > 0 egzistuoja
toksz € A, kada — € < z < a. Todel a yra ribinis taskas, nepriklausantis uzdarai aibei
A. Si priestara jrodo teigini. O

Kompaktin és aites Tarkime, kadK yra euklidires erdes aile. Sios erdés aibiy
Seima{G; }ics yra aites K denginysjei K C U;c;G;. Ciair toliau indeksy aig I gali
tureti neskaity elementuy kiekj. Jei denginj sudaro baigtinis aibiy kiekis, tai jis vadinamas
baigtiniu denginiu Aibée K vadinamakompaktingjei iS bet kurio jos denginio atviryjy
aibiy Seima galima iSrinkti baigtinj dengin.

Siame ailes apibezime naudojome atviras (euklidis erdes atZvilgiu) aibes. Atve-
ju, kai K c X c R? galima kalleti apie aies X atzvilgiu kompaktiska aibe. Tiksliau,
aibée K vadinaméompaktineX atzvilgiy, jei iS bet kurio jos denginio atvirX atzvilgiu
aibiy Seima galima iSrinkti baigtinj denginj. diau toks apibezimas yra ekvivalentus
ankstesniajam, o Sio fakto jrodymas si'ulomas skaitytojui:

2.58 teiginys. Sakykime, kad¢ ¢ X c R?. Aibe K yra kompaktiné tada ir tik tada,
kai ji yra kompaktineX atzvilgiu.

Kompaktires ailes pavyzdys yra realiyjy skai aibes uzdaras intervalds, b] =
{r e R: a <z <b}, —00 < a <b< +oo. Faktas, kad Si adbyra kompaktig,
vadinamadein¢’— Borelio® teorema. Sis faktas, taip pat ir tai, kad bet kuris uzdara-
sis euklidires erdes rutulys yra kompaktaaite, lengvai iSplaukia i3 toliau jrodytos
2.6(c) teoremos. Pastekime, kad atviras intervalds,b) = {z € R: a < = < b}

"Eduard Heine — Eduardas Hei(1821-1881), vokidy matematikas.
8Emile Borel — Emilis Borelis (1871-1956), pranc uzy matematikas.
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nera kompaktig aike (kockl?). Visa euklidie erde taip pat era kompaktig aike, nes
i$ jos denginio atvirais ir be galo diartiy spinduliy rutuliais{ B(0,n): n € N} nej-
manoma iSrinkti baigtinio denginio.

IS pradZiy jrodysime viena naudinga kompaksrailes apib udinima. Sakoma, kad
aibiy Seima turbaigtines sankirtos savybgei bet kuri baigtire tos Seimos nariy sankirta
yra netusia.

2.59 teorema. Euklidinés erdves aibé yra kompaktiné tada ir tik tada, kai bet kurios
uzdary jos poaibiy Seimos, turinCios baigtines sankirtos savybe, visy elementy sankirta
yra netuscia.

[rodymas. Tarkime, kad aib K yra kompakti® ir { F; };c; yra uzdary jos poaibiy Seima,
turinti baigtines sankirtos savybe. Jei visy jos elementy sankigtaF; = @, tai papil-
diniy Seima{ F’ };c;, sudaryta i$ atviryjy aibiy, yra a8 K denginys. Kadangi ak
yra kompakti, egzistuoja jos baigtinis denginys’y, ..., FY }. Nesunku pasteiti,
kadN}_, F;, = @, priestara, jrodanti, kad; F; # @.

AtvirkSciai, tarkime, kad G }icr yra atviryjy aibiy Seima, dengiarfii, ir F; := G¢
kiekvienami € I. Jei i5{G;};c; negalima iSrinkti aibs K baigtinio denginio, tai
{F;}icr yra uzdaryjuK poaibiy Seima, turinti baigtes sankirtos savybe. Tebpagal
prielaidan; F; # o, prieStara tam, kadG,},c; yra K denginys atviromis agmis,
jrodanti, kad aile K yra kompaktir. O

Kitos teoremos formulavimui naudojamos keletas naujy savoky. Eukidindes
aibé A vadinamaaprezta jei galima rasti tokj rutuliB su centru nulyje, kadl c B.
Realiyjuy skatiy aikes atveju aibs apeztumas ekvivalentus tam, kad aipra apeZzta is
virSaus ir iS apéios 2.28apibzimas). Je{x,,) yra euklidires erdes elementy seka ir
(nk) = (nk)gen, no < N1 < --- < ng < --- yra begali@ didejanti nat uraliyjy skéiy
seka, tai sekér,,, ), sudaryta is funkcijo — z,, , k € N, reikSmiy, vadinamaosekiu
ir sakoma, kadxy,) turi posekj(z,, ).

Dalis toliau jrodomos teoremos teiginiy turi aiSkia prasme tik tuo atveju, kai na-
grinejama ail turi be galo daug skirtingy elementy. Tokiu atveju sakysime, ka&l aib
yra begaliné Jei aile turi tik baigtinj elementy skaéiy, tai ji visada yra kompakt
(kodel?) ir Siuo aspektu nejdomi.

2.60 teorema. Toliau iSvardyti teiginiai apie begaling euklidines erdves aibgra ek-
vivalent'us

(a) K yra kompakting

(b) kiekvienas aibe& begalinis poaibis turi ribinj taska, priklausaniy;
(c) kiekviena aibeg( elementy seka turi posekj, konverguojantj j aibeglementa

)
)
)
)

(d) K yra aprézta ir uzdara.
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[rodymas. (a) = (b): Tegul F' yra begalinis aibs K poaibis, neturintis ribinio tasko,
priklausartio K. Tada aile F' yra uzdara aieje K remiantis2.55 teiginiu. Be to,
kiekvienamz € F egzistuoja toks atviras rutulyB, su centru tasSke, kuris neturi
bendry taSky s \ {z}. Tokiu b'udu atviry aibiy Seim@B,: =z € F} U (K \ F) yra
aibes K denginys, kuris neturi baigtinio denginio. Si priestara jrgblp

(b) = (c): Tegul(x,) yra seka, kurios elementai priklauso aili¢i Jei tarp visy
sekos elementy yra tik baigtinis skais skirtingy, tai bent vienas i3 ju sekoje pasirodo
be galo daznai. Tokiu atveju posekis sudarytas i$ vieno elemento konverguoja | save patj,
t. y. (c) teiginys galioja Siuo atveju. Tarkime, kdd,,) seka turi be galo daug skirtingy
elementy. Tada ji turi ribinj taSka € K, o kiekvienai Sio tasSko aplinkai, atviram rutuliui
su centrur, priklauso be galo daug skirtingy sekos elementy. Posekis, konverguojantis j
x, iSrenkamas remiantis indukcija, ir tuo jrodon{as

(¢) = (d): Tegulx yra aites K ribinis taSkas. Remiantis ribinio tasko apamu,
sukonstruojamds” elementy seka, konverguojantij Tadax € K pagal prielaidgc),
0 K uzdara remianti.55teiginiu, kuriameX yra euklidire erde. JeiK néera apezta,
tai kiekvienamn € N galime rasti tokjz,, € K, kad|z,| > n. Tokiu b udu gaut#’
elementy sekér,,) nekonverguoja, ir Si prieStara jrodo apreztuma ir(d) teigini.

Paskutires teoremos dalies jrodymui naudosime tokj pagalbinj teigin;.

2.61 lema. Jei K yra euklidines erdves kompaktine aibefiryra uzdaras jos poaibis,
tai F'irgi yra kompaktiné aibé.

[rodymas. Tegul atviryju aibiu sistem@ yra aikes ' denginys. Papildiny$'® yra atvi-
roji aibe, tocel G’ := G U {F°} yra aites K denginys atvirosiomis aémis. Kadangi
yra kompakti® aike, egzistuoja jos baigtinis denginys, i$ kurio iSbrauke dibgjei ji
ten liko, gauname aés F’ baigtinj denginj; tai ir reilejo jrodyti. O

Toliau tesdamR.60 teoremos jrodyma, parodysime, kéd) = (a): Tegul K yra
aprezta ir uzdara. Ag@ztumo @ka galima rasti tokj staakampjA := [a,b] x -+ x
[a,b] € RY, kad K C A. Remiantis lema, pakanka parodyti, kddyra kompaktire
aibe. Tarkime, kad taip @&ra. Tada egzistuoja tok$ denginys atviryjy aibiy Sein,
kuris neturi baigtinio denginio. SteakampjA padalijame R mazesniy s@&akampiuy.
Tarp ju turi egzistuoti bent vienas toks, kurio negalima padengti baigtindenginio
elementy skd&iumi. PaZzynekime ta stéiakampjA; ir teskime toliau ta p&a dalijimo
ir iSrinkimo | mazesnius stdaakampius proced ura. Gausime sel&ydcst&iakampiy
A; D Az D ..., kuriy krasStiniy ilgiai argja | nulj ir nei vienas iS ju nepadengiamas
baigtiniul/ denginio elementy sk&@umi.

Parodysime, kad sankirta,,>1 A4, yra aile, sudaryta lygiai iS vieno vektoriaus.
IS kiekvieno stéiakampio paimkime po viena vektoriy. Gausime vektoriy seka.
Kadangi stéiakampiai vienas | kita jetti ir ju krastiniy ilgiai argja | nulj, nesunku [si-
tikinti, kad (z,,) yra Cauchyseka. Kadangi euklidimerde yra pilna .52 teorema),
seka(z,) konverguoja. Tarkime, kad ta riba yra vektorius Tadaz € N,>14,. 13
tikro, bet kuriamn > 1, x yra st&€iakampioA,, ribinis taSkas, a4,, yra uzdara aié.
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Todel x € A,,. Kadangi staiakampiy krastiniy ilgiai agja | nulj, nesunku jsitikinti, kad
steCiakampy sankirta negali teti dviejy skirtingy elementy, t. {z} = Np>1 4,.

[rodymo pabaigai pastéelime, kad denginyjé/ privalo egzistuoti bent viena tokia
atvira aike U, kuriai priklausoz. remiantisU atvirumu, jai turi priklausyti ir pakanka-
mai mazas stdakampisA,,, o tai prieStarauja tam, kad jos negalima padengti baigtiniu
denginiu. To@l prielaida, kad4d nera kompaktie aite rera teisinga, kas jrod@) teig-
inj. O

Pastarosios teoremd@s) savyle galioja, jei K yra kompaktie aite. T&iau Sios
savykes pirmoji dalis galioja ir Siek tiek bendresniu atveju, kuris vadinaBalgand—
Weierstrass!’ savybe.

2.62 iSvada.Bet kuri aprézta ir begaliné euklidinés erdves aibeé turi ribinj taska.

[rodymas. Tegul A yra apeZta ir begalig euklidires erdes aile. remiantis a@Ztumu,
egzistuoja toks uzdaras rutuly$ su centru nulyje, kadl C B. Remiantis2.6((d)
teoremaB yra kompakti® aite, tocel, remiantis tos p&os teoremgb) teiginiu, aike A
turi ribinj taska. Tai ir reilejo jrodyti. O

Funkcijos tolydumas Tegul X yra bet kuriR™ erdves aite, Y yra bet kuriR” erdves
aibe ir f: X — Y yra funkcija. Funkcijaf vadinamatolydzia tasker, € X, jei
kiekviename > 0 egzistuoja tok® > 0, kad |f(x) — f(zo)| < ¢, kaitik z € X ir
|z —x0| < d. Funkcijaf vadinaméaolydZia aibéjeX, jei ji yra tolydi kiekviename taske
ro9 € X. Atveju, kaiX = R ir Y = R™, funkcija f: R™ — R™ yra tolydi taSke
xo € R™, jei kiekviename > 0 egzistuoja toks > 0, kad rutulio vaizdag'[B(zo, )] C
B(f(x0),¢)-

Toliau jrodysime daznai naudinga funkcijos tolydumo apib udinima, naudodamiesi
atvirkstine atitiktimi f~1, apibezta 2.20) lygybe, ir atitikties vaizdo savoka, apisita
(2.19) lygybe. Priminsime2.38teorema), jog atvirkstia atitiktis f ! yra funkcija tada
ir tik tada, kai funkcijaf yra bijekcija. Taigi toliau formuluojamoje teoremoje !
neprivalo b uti funkcija.

2.63 teiginys. Tegul X C R™", Y C R™ir f: X — Y. Teiginiai(a), (b) ir (c) yra
ekvivalent us

(a) f yratolydi
(b) kiekvienam atviram aibej¥ poaibiui V' aibée f~1[V] yra atvira aibejeX;

(c) kiekvienam uzdaram aibg)é poaibiui C aibe f~![C] yra uzdara aibejeX .

®Bernhard Bolzano — Bernardas Bolcano (1781-1848), matematikas.
1K arl Weierstral? — Karlas Vejertrasas (1815-1897), iiimatematikas.
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[rodymas. (a) = (b): Tegul aite V' yra atvira ailgsY” atzvilgiuiru € f~![V]. Kadangi
f~1[V] c X, tai pakanka parodyti, kad yra f~![V] aibes vidinis taskas. Kadangi
atvira aitejeY’, tai egzistuoja toks > 0, kad B(f(u),e) N Y C V. Kadangif tolydi ir

Ue:={z € X: |f(z) = f(w)] < e} = f[B(f(u),e) N Y] C fV],

tai egzistuoja tok$ > 0, kad B(u,d) C U.. Taigiu yra f~![V] aibes vidinis taskas
ir galioja (b) teiginys. AtvirkEiali, jei galioja(b), tai (a) teiginio jrodymas gaunamas
naudojantis atvirosios a@is apibezimu ir paliekamas skaitytojui(b) ir (c) teiginiy
ekvivalentumas jrodomas, naudojantis lygybe

XA\ Al =71\ 4

galiojartia bet kuriai aibeid C Y. Jos jrodymas ir panaudojimas taip pat paliekami
skaitytojui. O

Toliau nagrirgjant tolydziasias funkcijas tarp euklidiniy erdviy, prisiminkime, kad
funkcijos vaizdas yra atitikties vaizdas, agbtas2.18) lygybe.

2.64 teorema. Kompaktines aibées vaizdas tolydzios funkcijos atzvilgiu yra kompaktine
aibe.

[rodymas. Tegul X C R” yra kompakti® aite ir f: X — R™ yra tolydi. Parodysime,
kad vaizdasf|[X] yra kompakti@ aibe. TegulT' yra begalinis aibs f[X] poaibis. Ta-
da S := f~![T] yra begalinis aibs X poaibis. KadangiX yra kompakti® aite, tai
remiantis2.60teoremas turi ribinj taskaz, t. y. egzistuoja sekér,,), sudaryta isS
elementy ir konverguojanti | elementac S. Remiantisf tolydumu 2.4)5 pratimas)
seka(f(x,)) yra sudaryta i elementy ir konverguojaf(z) € T'. Dar karta remiantis
2.60teorema,f[X] yra kompakti® aite; tai ir reikejo jrodyti. O

Kaip iSvada i$ pastarosios teoremos ir maziausio virSutieddorsavyles gauname
svarbigWeierstrass teorema bet kuri tolydi su realiomis reikSamis funkcija apibez-
ta ant kompakto jgyja savo maksimalia ir minimalia reikSmes. Tiksliau, galioja toks
teiginys.

2.65 teorema. Tarkime, kadK C R"™ yra netuSCia kompaktine aibé fr: K — R yra
tolydi funkcija. Tada egzistuoja tokieb € K, kad f(a) < f(x) < f(b) su kievienu
r € K.

[rodymas. Remiantis2.64teorema, vaizdag[K | yra kompakti@ realiyjy skatiy aike.
Remiantis2.60teorema, ji yra netuda, uzdara ir aggzta aile. Tocel deka2.57teiginio,
aibei f[K] priklauso jos maziausias virSutinigzis, t. y. egzistuoja toks € K, kad
f(z) < f(b) kiekvienamz € K. MaZiausia reikSma jgyjama atsizvelgiant j didZiausio
apatinio Bzio savybes ir naudojantis analogiSkais argumentais; tai &joejiodyti. [
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Vel tarkime, kadX ¢ R™ir f: X — R™. Funkcijaf vadinamaolygiai tolydziaX
aibeje, jei kiekvienank > 0 egzistuoja tok$ > 0, kad|f(z) — f(y)| < ¢ kaiz,y € X
ir |z —y| <9d.

2.66 teorema.Bet kuri tolydi kompaktingje aibeje funkcija yra tolygiai tolydi.

[rodymas. Tegul X C R"™ yra kompakti® aike, f: X — R™ir ¢ > 0. Kadangif
tolydi, tai kiekvienamu € X egzistuoja toks)(u) > 0, kad |f(z) — f(u)] < €/2,
jeitik € B(u,6(u)) N X. Seima{B(u,d(u)/2): v € X} yra aies X denginys
atviromis aitemis. KadangiX kompaktire aite, tai egzistuoja baigtinis ska@iis vek-
toriy ug, ..., ur € X irrutuliy B(u;,0(w;)/2),7 = 1,...,k, sajunga dengi& . Tegul
d := (1/2) min{d(u1),...,0(ur)}. Nesunku jsitikinti, kad f(z) — f(y)| < e, jei tik
xz,y € Xir |z —y| < d,t.y. fyratolygiai tolydi aiteje X . O

Pratimai
1. Tegula,b, c € Rir bet kuriemsr = (z1,22) € R?, y = (y1,12) € R? tegul
q(z,y) := ax1y1 + br1ys + brayr + cxayo.
Su kokiaisa, b, c € R (2.28) savyles galioja funkcijaiy(-, -) : R? — R?

2. TegulX yra euklidires erdes aile. [rodyti, kad poaibigr C X yra atviras aibs
X atzvilgiu tada ir tik tada, kai egzistuoja tokia atvira@ad’, kadG = G' N X.

3. Jrodyti2.53ir [2.54teiginius.
4. [rodyti2.58teigin].

5. TegulX C R™",x € X ir g: X — R™ |rodyti: g yra tolydi taSker tada ir tik tada,
kailim,,—,~ g(z,,) = g(x) su bet kuria sekéz,,), konverguojaiia j . Nuoroda:
naudotis rinkimo aksiomé2(8 aksioma).

6. |rodyti, kad ailess A ¢ X uzdarinysA aibeje X (2.56 apibezimas) yra uzdara
aibe aileje X. Be to, jeiA C B C X ir B yra uzdara aibje X, tai A C B.

7. |rodyti, kad funkcijoga), (b) ir (c) yra tolydZiosios:
(a) (z,y) — = +yiSR? x R | RY,
(b) (A, z) — Az i8R x RY | RY,
(¢) (z,y) — = -yi8RY x R?| R.
8. Baigti2.63teiginio jrodyma.
9. TequlX C R™", Y C R™ir f: X — Y. |rodyti: f tolydi taSkeu € X tada

ir tik tada, kai kiekvienam atviram a@is Y poaibiui V, kuriam priklausof (u),
egzistuoja toks atviras &k X poaibisU, kadu € U ir f[U] C V.

10. [rodyti, kad tolydZiyju funkcijy kompozicija yra tolydi funkcija.
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2.5 Integravimas

Tarkime, kad[a,b], —0c0 < a < b < 400, yra realiyjy skaiiy uzdarasis intervalas,
kuriame apibeztos funkcijosp: [a,b] — RZir +: [a,b] — R. Sakoma, kad egzistuoja
funkcijos ¢ Riemann-Stieltje® integralas atzvilgiu funkcijos

/wdw / ):=1eR%

jei kiekviename > 0 galima rasti tokp > 0, kad nelygyle

k
1= els)[0(t) — wlt-1)] | < e
j=1

galioja visiems tiemga, b] skaidiniamsz =ty < t; < --- < t; = b ir bet kuriemss; €
[tj—1,t;], kuriemsmax;[t; —t;_1] < ¢. Pastarojoje nelygydje sukeitg vietomip suzp,
gauname realiosios funkcijas integralo atzvilgiu vektorias funkcijosy apibezima,
taip pat vadinam&iemano-Stieltie® integralufg 1 de. Kai funkcijos reikSmes yra
erdweje L(R™,R™), integralai su reikSme toje erdje apibeziami taip pat.

2.67 teorema.Jei ¢: [a,b] — R? yra tolydi ir ¢: [a,b] — R yra monotonine, tai
egzistuoja integralag’ o di).

[rodymas. Integralo egzistavima jrodysime naudodamiesi eukédierdesR¢ pilnu-
mu. Kiekvienam € N tegul

t? :=min{a+1i27", b}, i =0,1,... 0, := [b2"];
tia[z] := min{k € N: k > 2}, 2 € R. Rinkinys{¢?}\ , yra intervalo[a, b] skaidinys.

Taip pat kiekvienam € N tegul

sn =Y (i) [ — v(tfy)] € R
=1
Kadangip yra tolygiai tolydi intervalda, b] (2.66teorema), tai duotam > 0 egzistuoja
toks N € N, kad
sup{lo(s) —(t)]: t,s € [a,b], [t—s[ <27V} <e
JeiN <n <m < oo, tai

50— 5| = \Z Z [o(t0) = ()] [pE) - vty |

1= 1.7 tm 1 17tn]

< ely(b) - ( )l
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Taigi {s,}nen C R? yra Cauchyseka. Kadangi kiekviena euklidis erdes Cauchy
seka konverguoj@(52teorema), tai egzistuoja toks vektorilig R?, kad|I —s,,| — 0,
kain — oc.

[rodysime, kadl = [° o dy. Tegule > 0. Egzistuoja toks: € N, kad|I — s,| < €
ir () — (t)] < e kais,t e [a,b]ir [t —s| <27 Teguld := 27", {t;}¥_; yra toks
[a, b] skaidinys, kadnax;[t; — t;_1] < ¢ ir teguls; € [t;_1,t;] kiekvienamj. Tegul
{u;} yra toks[a, b] skaidinys, kurj sudaro visi skaidini{t" }7_ ir {tj}g?zo taskai. Tada
prideje ir aémes,, bei >, ¢(ui—1)[¢(u) — v (w-1)], gauname

k
1= s [0(t) — wlt-1)] | < e

J=1

£33 ety — el () — )]

=1 1: et |, 7]

k
+5°0Y Je(un) = elsy)ll(w) — lu)|

Jj=11: ulE(tjfl,tj]
< €+ 2€¢[yp(b) — ¥(a)l.

Kadangie > 0 yra laisvai pasirinktas, tai teorema jrodyta. O

Toliau formuluojama savydvadinamantegravimo dalimis formule
2.68 teiginys. Jei integralas [’ ¢ dv egzistuoja, tai egzistuoja integrala® v dy ir
galioja lygybe

b b
[ edv [vdo= o) - elaia) (2.35)
Toliau formuluojama savydvadinamékeitimo formule

2.69 teiginys. \ t ,
/a o) / vl ds] = [ o) at (2.36)

2.70 teiginys. Jei¢: [a,b] — RY yra apréztag): [a,b] — R yra monotonine ir egzis-
tuoja integralas/® ¢ di), tai

b
| ede] <) - via) s fo o). (2:37)

a a<t<b
[rodymas.\]ei{ltj};?:0 yra[a, b] skaidinys irs; € [t;_1,t;] kiekvienamj = 1,...,k, tai

a<t<b

k
| S el [(ts) — o(t5-0)]| < W) — vi@)] sup fo(t)]
j=1

Kadangi integralas egzistuoja, tai galicta37) nelygyte. O
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2.6 Diferencijavimas

ISvestines ir Jacobi'o matrica Tarkime, kadA(y) € R™ visiemsy € U iS kurios
nors nulio aplinkod/ C R”, t.y. A: U — R™ yra funkcija. ZynejimasA(y) = o(y),
kaiy — 0, reikia, kad

1 1AW

v—0 [yl
Jeiz € U\ {0}, A(tz) = tA(x) visiemst € Rir A(y) = o(y), tai A(z) = 0. Si
aplinkybe rodo, kad toliau si ulomas iSvegtmpibeZimas yra korektiSka®(€.1 prati-
mas).

=0.

2.71 apibreztis. TequlU C R™ yra atvira aile ir f: U — R™. Funkcijaf yradiferen-
cijuojama tasSke: € U, jei egzistuoja tokia tiesmfunkcijaL: R™ — R™, kad

Ag(x) := fla+x) — f(a) = L(xz) = o(x), kai x— 0. (2.38)

Vienintele tiesing funkcija., priklausaiia tik nuoa, ZymésimeD f(a) := L ir vadin-
simeiSvestine tasSke. Sakysime, kadf yra diferencijuojamajei ji yra diferencijuo-
jame kiekviename savo ap#itimo aites taske, Siuo atvejui. Tuo atveju yra apitazta
funkcijaDf: U — L(R™,R™), vadinamasvestines funkcija.

Kain =m = 1, tai D f(a) yra tiesire funkcija veikianti iSR | R. Nesunku patikrin-
ti, kad tokia funkcija yra daugyba i$§ sk@wus. Pazymkime ta skdiy f'(a). Tada
Df(a)(xz) = f'(a)x kiekvienamz € R ir galioja sarysis

f'(a) = lim [f(a+2) = f(a)] /a. (2.39)
Tokj iSvestires zyn&jima naudosime tik atveju = m = 1. Bendru atveju, kai > 1
arbam > 1, tiesire funkcija iSreiSkiama matrica, ir tai patikslinama kitame agifime.

2.72 apibreztis. Tarkime, kadU C R™ yra atvira aile, o funkcijaf: U — R™ yra
diferencijuojama taske € U. Matrica, standartiniy baziy atzvilgiu iSreiSkianti tiesine
funkcija D f(a), vadinamaunkcijos f Jacobi'c'! matrica taske: (angl. Jacobian ma-
trix) ir Zymima.J f(a) := [D f(a)].

Atveju, kaim = 1, t. y. kai f yra su realiomis reikSemis, Jacobi’o matrica yra
eiles1 x n matrica, o jos transponuotoji matrica yR& erdwes vektorius, vadinamags
gradientu taske, t.y.

Vf(a):=Jf(a) € R"

(Ziuek (2.27) ir (2.22)). SimbolisV skaitomasiablg ZodZio reikSne kildinama i$ vieno
senovinio styginio instrumento, primer@a arfa, pavadinimo.

carl Gustav Jacob Jacobi — Karlas Gustavas Jakobis (1804-1851), prusy matematikas.
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Siame gradiento apibZime naudojame tiesinj izomorfizma tafgR”,R) ir R™,
apibrezta @.27) sarysSiu. Daugiau apie gradienta raSa@uéas iSvadoje Siek tiek toliau.

Vienas svarbiausiy ir naudingiausiu diferencijavimo fakty yra dvieju diferencijuo-
jamy funkciju kompozicijos diferencijucjamumas. Priminsime funkciju kompozicijos
apibezima. TegulX C R",Y CR™,g: X — Yir f: Y — R*. Kiekvienamz € X,
reikdmesh(z) := f(g(z)) € R¥ apibezia funkcijafog := h i8 X | R*, vadinamay ir
f funkcijy kompozicija Toliau suformuluosime kompozicijos diferencijavimo taisykle,
sutrumpintai vadinamgompozicijos taisykléangl. chain rule).

2.73 teorema. Tegul f ir g yra aukScCiau apibreztos funkcijos. Jgeira diferencijuo-
jama taSken € X ir f yra diferencijuojama taske(a) € Y, tai kompozicijafog yra
diferencijuojam tasSke ir jos iSvestine yra

D(fog)(a) = Df(g(a))oDg(a). (2.40)

[rodymas. Tegulb := g(a), I := Dg(a) ir L := Df(b). Kiekvienamz € X tokiam,
kada + = € X, teguly(z) := g(a + z) — g(a). Tada

Afog(w) := (fog)(a+z) — (fog)(a) — (Lol)(x)

= [f(b+7(2)) = F(b) = L(v(2))] + Lv(2) — I(2)).

Kadangig yra diferencijuojama taske, tai Ay (x) := y(z) — I(z) = o(x), kaiz — 0.
Remiantis .34, galioja L(y(xz) — I(z)) = o(x), kaiz — 0. Dar karta naudojant
(2.34 tiesinei funkcijail, y(x) — 0, kaiz — 0, t. y. g yra tolydi taSkez. Kadangif
yra diferencijuojama tasSkie= g(a), tai

[f(b+(@) = f(b) = LOy(@)| _ [Ar(v(@))[ [Ag(x) + I(2)|
] ()| ]

— 0,

kaiz — 0. Taigi A o4 (z) = o(x), kaiz — 0. Tai ir reikejo jrodyti. O

Remiantis2.47teorema, kompozicijos Jacobi'o matrica yra lygi atitinkamu funkcijy
Jacobi’'o matricy sandaugai:

J(fog)(a) = Jf(g(a)) Jg(a). (2.41)

Kitame teiginyje naudojamos funkcijos komporesnir projekcijos savokas, kurios
apib udinto2.45apibezime.

2.74 teiginys. TegulU C R" yra atvirair f: U — R™.

(a) Jeif yratiesing, taiji yra diferencijuojama aibéjé su iSvestine funkcij® f = f.
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(b) Funkcija f yra diferencijuojama taske € U tada ir tik tada, kai kiekviena kom-
ponentef; yra diferencijuojama taske. Be to, galioja lygybes

J f1(w)
Df(u) = (Dfi(u),...,Dfm(u)) ir Jf(u)=1|....... . (2.42)
J ()

[rodymas. Skaitytojui si ulome gaam jrodyti teiginj(a). Teiginio(b) rodymui tarkime,
kad f yra diferencijuojama taske € U ir j € {1,...,m}. Funkcijosf j-toji kompo-
neneé yra kompozicijaf; = m;of, Ciam; yra projekcija. Remiantis teigini(uz), pro-
jekcijam;: R™ — R yra diferencijuojama kiekviename em@sR™ taske irDm; = ;.
Tada remiantis kompozicijos diferencijavimo taisykB743teorema) yra diferencijuo-
jama kompone@t f; = mjof ir Dfj(u) = mjoDf(u). Be kita ko,D fj(u): R — R
yra funkcijosD f(u): R™ — R™ j-toji komponeng, t. y. galioja pirmoji 2.42) lygybe.
Antroji lygybée gaunama naudojan@s47teorema ir tuo, kadir;| = eé.

AtvirkscCiai, tegulu € U ir kiekviena komponerat f; yra diferencijuojama taske.
Pazynekime L := (D fi(u),...,Dfm(u)) € LR™,R™)ir Aj(z) = fj(u+x) —
fj(u) — Dfj(u)(z) € R, jeiu+x € U. Tada

f(u+a:)f(u)L($)JZ(AJ‘(:U)YHO kai z —0
2 | |

] 2

Teiginys(b) jrodytas. O

Kryptin es ir dalines iSvestiies Tarkime, kadf: U — R™ yra diferencijuojama tasSke
a € U, iru € R" yra bet kuris fiksuotas nenulinis vektorius. Kadahyi(a)(-) yra
tiesire funkcija, tai tiesig yra funkcijat — L, (t) := Df(a)(tu), t € R. SarySyje
(2.39 paemusy = tu, visiemst € R pakankamai arti nuliog + tu € U ir apibreztas
vektorius

I(t) == A(tu) = f(a+tu) — f(a) — Ly, (t) € R™.

Be to, galioja riby lygyke
L 10

=0.

= |u| lim [A(t)]
t—0  |t] tu—0  |tul

Todel funkcijag: R — R™ su reikSneémisg(t) := f(a + tu), t € R, yra diferencijuoja-
ma nulyje su iSvestin®g(0) = L,, € L(R,R™).

Kaip mineta anksiau (zr. R2.26)), tiesire funkcija iSR | R™ tapatinama su vektoriu-
mi. Tockl toliau apibeziama kryptie iSvesti® yra vektorius iR™, o ne tiesi® funkcija
iS L(R,R™).
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2.75 apibreztis. TequlU C R” yra atvira aie,a,u € U ir f: U — R™. Sakysime,
kad f turi kryptine iSvestingaSkea kryptimi «, jei nulio aplinkoje apibeZta funkcija
t — f(a+tu), t € R, yra diferencijuojama nulyje. Tuo atveju krypéinSvesti® yra

vektorius
t —
D,f(a):=lim flattu) = f(a) € R™.
t—0 t
Atskiru atveju, kai kryptisu yra standartias baes vektoriuse;, i € {1,...,n}, tai

kryptine iSvesti® D; f(a) := D, f(a) € R™ vadinamai-taja daline iSvestine.

Naudojant klasikinius Zykjimus, funkcijosf: R? — R daline iSvesti@ D1 f(z,y)
raSoma ir tokiu b udu:

of (z,y)
ox

Toks Zynejimas yra patogus tais atvejais, kai vienos funkcijos nepriklausomu kinta-
muoju yra laikoma kita funkcija. Pavyzdziui, taip atsitinka norint agairekonominiy
dydziy elastinguma (Zb.3/4 pratimas).

Pirmoiji kito teiginio dalis jau jrodyta prie.75apibezima.

of 0
arba %(x,y) arba %f(:ﬁ,y).

2.76 teiginys. Tarkime, kad funkcijg': U — R™ yra diferencijuojama taSke € U C
R™. Tada galioja teiginiai:

(a) f turikryptiné iSvesting bet kuria kryptini = (u;)_ , € R™, ir

Duf(a) = Df(a)(u) = > wiDif(a). (2.43)
=1
(b) egzistuoja visy komponenciy; dalines iSvestine®; f;(a), i € {1,...,n} bei

je{l,...,m},ir

[rodymas. Kadangiu = > | use;, D f(a) tiesiSkumo éka gauname
Df(a)(u) = ZUin(a)(ei) = ZUiDif(a)a
i=1 =1

ir tai uzbaigia(a) jrodyma. Tuo tarpu fakta®) iSplaukia is teiginic2.74(b) ir to, kad
Jfj(a) = [Dfj(e1),..., Dfj(en)]

kiekvienamj € {1,...,m}. O
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Atskiru atveju, kaim = 1, pastarajame teiginyje funkcijos Jacobi’o matrica galima
pakeisti gradientu, ir gauname tokia iSvada.

2.77 iSvada.Tarkime, kad funkcijg: U — R yra diferencijuojama taske € U C R".
Tada yra apibréZtag gradientas taske

Vf(a)=(Dif(a),...,Duf(a)) =Y Dif(a)e; € R",

=1
0 iSvestiné taske kryptimiu € R™ lygi D, f(a) = (V f(a),u).
Pastaroji formu leidZia pagristi tokia gradiento geometring interpretadijeadi-

ento vektorius yra funkcijos didZiausio kitimo kryptis, o noiWg (a)| yra Sio kitimo
dydis Tuo galima jsitikinti naudojantis formule (z2.31))

Dy f(a) = [V f(a)||ul cos ¢

ir tuo, kad kaie Sios formuts pug nusako funkcijog kitimo taskea kryptimi u greitj.
Taigi D, f (a) yra nulis, jeiu yra statmena¥ f(a), ir yra didZiausias tarp visy vienetiniy
krypCiy, kaiu yra lygiagretusv f (a).

2.78 teiginys. Tarkime, kadl C R ir U C R™ yra atviros aibés, ag: I — U ir

f: U — Ryra funkcijos. Jep yra diferencijuojama taske € I ir f diferencijuojama
taskeg(a), tai kompozicijaf og diferencijuojama taske ir jos iSvestiné yra

(fo9)'(a) = (V£(g9(a)))-Dg(a). (2.44)

[rodymas. Kompozicijafog yra diferencijuojama taSketeoremo2.73atvejun = k =
1 deka. Kadangi (R, R) tapatiname SR, tai, remiantis2.41),

(fog)'(a) = J(fog)(a) = Jf(g(a)) Jg(a) € R.

Remiantis teiginit2.74(b), kiekviena funkcijogy komponent g;: R — R yra diferenci-
juojama taske, ir Jg(a) = (Dgi(a),...,Dgmn(a)) = Dg(a), nes aibel (R, R™) tap-
atiname siR™. Remiantis2.77(b), egzistuoja visos dales iSvestigsD; f(g(a)) € R
ir Jf(g(a)) = [D1f(g9(a))--- Dmf(g(a))]. Todel i§ gradiento ir skaliari@s daugybos
apibrezimy gauname lygybe

m

Jf(g(a)) Jg(a) = D;f(g(a))Dyg;(a) = (Vf(g(a)))-Dg(a),
j=1
i kurios gauname norima lygyk2.44). O

Jeia > 0, funkcija f: R™ — R vadinamax eiles teigiamai homogeningei
f(Ax) = X4f(x) visiems\ > 0irz € R™.

Tokioms funkcijoms teising&ulerio teorema:
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2.79i8vada.Jei f: R™ — R yra diferencijuocjama irx eiles teigiamai homogenineg, tai
kiekviename = (z1,...,2,,) € R™

af(r) = ijDjf(a;). (2.45)
j=1

[rodymas. Tegulz = (x1,...,2zm,) € R™ir g(\) := Az, A > 0. Diferencijuodami
lygybes
A f(x) = f(Ax) = (fog)(A)

abi puses pagal ir naudodamiesid.44), gauname
aX* T f(x) =Y Djf(Ax)a;.
j=1

Kai A = 1, gaunameZ.45). O

Tarkime, kad)M yra diferencijuojamos funkcijog: R™ — R lygio aibg t. y. su
kuria nors konstantae R

M=M(c)={zeR": f(xr)=c ir Df(z)#0}.

Tegul I C R yra nulio aplinka iry: I — R™ yra diferencijuojama. ReikSmiy ab
~v(I) C R™ vadinama diferencijuojama kreive. Vektoriuse R™ vadinamadiestiniu

lygio aibei M jos taSkeu, jei egzistuoja tokia diferencijuojama kreéiw (/) C M, kad

~v(0) = air u = D~v(0). Lygio aibes M visi vektoriai, kurie yra liestiniail/ jos taSke
a, sudaro aibe, vadinaniigstine erdvel, M.

2.80 iSvada. Tarkime, kad funkcijg': R™ — R yra diferencijuocjama)M yra jos lygio
aibéeira € M. Tada gradientad’ f (a) yra ortogonalus liestinei erdvéi, M .

[rodymas. Tegulu € T,M. Tada egzistuoja tokia diferencijuojama kety(I), kad
v(0) = a, f(y(t)) = f(a) ir u= D~v(0). Naudodamiesid.44) sug = , gauname

0= D(fov)(0) = (Vf(7(0)), D¥(0)) = (Vf(a),u),
t. y. u yra ortogonalu§’ f(a); tai ir reikejo jrodyti. O

Jei kuriame nors tasSke egzistuoja funkcijos visos kngsiisvestigs, tai neb utinai
funkcija yra diferencijuojama tame taske. PavyzdZiui, tokia yra funkcija

2
1T
f(z) = = z = (71,72) € R?,

= — ,
]+ Ty

taske0 € R%. Nurodysime pakankamas iSvegtinegzistavimo salygas.



88 2 Skyrius. Matematika |

2.81 teorema.Tarkime, kadJ C R™ yraatviraaibé,a € Uir f: U — R™. Funkcijaf
yra diferencijuojama taske, jei to tasko aplinkoje egzistuoja visgsdalines iSvestines
ir jos yra tolydzios taske.

Kita vertus, kaip rodo pavyzdziai, daliniy iSvestiniy tolydumasanb utinas diferen-
cijuojamumui.

TegulU C R™ yra atvira aile ir f: U — R™. Sakoma, kad funkcijg yra i C!
klases jei ji yra diferencijuojama savo api®zimo srityjeU ir jos iSvestires funkcija
Df: U — L(R™ R™) yra tolydi. Pasirodo, kad iSvesés funkcijos tolydumo salyga
galima pakeisti jos daliniy iSvestiniy tolydumu.

2.82 teorema.Tarkime, kad/ C R" yra atvira aibe ir f: U — R™. Funkcijaf yrais
C' klases tada ir tik tada, kaf visos dalinés idvestinés egzistuoja ir yra tolydzios aibeje
U.

Viduriniy reik8miy teorema Svarbus diferencijavimo faktas yra viduriniy reikSmiy
teorema. Atveju, kaf: R — R yra diferencijuojama, Sis faktas teigia, jog bet kuriems
dviem skatiaisx,y € R egzistuoja toks tidas skatius¢ € R, esantis tarp jy, kad

fly) = f(@) = f'(&)(y — x). (2.46)

Teisinga ir Siek tiek bendresnformuk, kurios jrodymui prireiks ir tokio ne maziau
svarbaus fakto:

2.83 lema. Sakykime, kad funkcija su realiomis reikSméemis apibrézta bei tolydi uz-
darame intervalda, b] ir jgyja maksimuma tasSke € (a,b). Jeig diferencijuojama
taSkec, tai jos iSvesting/(c) = 0.

[rodymas. Tarkime, kady’(c) > 0. Remiantis iSvesties apibezimu 2.39), galime rasti
tokj o > 0, kad

gle+x) = g(c) +xg'(c)/2 > g(c)

visiems0 < z < 6. Si nelygyle prieStarauja tam, kad yra maksimumo ta3kas.
SimetriSkas samprotavimas rodo, kad atvefig:) < 0 taip pat rera galimas. Toel
¢'(¢) = 0 remiantis realiyjy sk&iy trichotomijos savybe. O

éiosvlemos teiginys toliau bus naudojamas optimizavimo uzdaviniuos@.1Zrl
teiginj). Cia juo naudosiras jrodydami tokj viduriniy reikSmiy teoremos varianta:

2.84 teorema.Sakykime, kad funkcijf su realiosiomis reikSmemis apibrezta bei tolydi
uzdarame intervalér, y] ir diferencijuojama interval€z, y). Tada egzistuoja toks €
(z,y), kad galioja(2.46).
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[rodymas. ApibréZzkime funkcijag: [z,y] — R su reikSnémis

g(u) := f(u) — | f(x) + (u—=)|, u€lzy]
Funkcijag yra tolydi intervale[z, y|, diferencijucjama intervaléz, y) ir g(z) = 0 =
g(y). Be to, galioja lygyke
— X

g = ) - =T e oy, (2.47)
Jeig(u) = 0 kiekvienamu € (z,y), tai ¢’(u) = 0 kiekvienamu € (z,y), ir (2.46)
galioja bet kurian€ € (z,y). PrieSingu atvejlig(up)| > 0 su kuriuo norsyy € (x,y).
Jeig(up) > 0, tai remiantisheierstrass teorema2.65teoremay jgyja teigiama mak-
simuma kuriame nors tasSke€ [z,y]. Bet kadangiy(z) = ¢g(y) = 0, tai& € (z,y)
ir ¢'(¢) = 0 remiantis2.83lema. Deka R.47), su Siuo¢ € (z,y) galioja 2.46€). Jei
g(up) < 0, tai—g(up) > 0ir galioja ta pati iSvada; ja ir regjo jrodyti. O

Atveju, kai f funkcija reikdmes jgyja euklidigje erdeje R? sud > 1, $is faktas
nera teisingas, kaip rodo toks pavyzdys. Tedut) := (cosz,sinz), x € R. Tada
Df(x) = (—sinx,cosz) ir formulé

fy) = f(@) = Df(E)(y — =)

nera teisinga, kat = 0 ir y = 2.

TaCiau daugeliu atveju pakanka toliau formuluojamo silpnesnio fakto, taip pat vadi-
namo viduriniy reikSmiy teorema. Ties atkarpa euklidigje erdeje, jungianti jos vek-
toriusz ir y, yra aite

[z,y] ={zx=Ay+ (1 —=N)z: 0 <A <1}

Nesunku pastedii, kad euklidires erdes aile U yra iSkila tada ir tik tada, kai jai prik-
lauso tiegs atkarpa, jungianti bet kuriuos duaibes vektorius.

2.85 lema. Tarkime, kad/ C R"™ yra atvira aibe ir f: U — R™ yra diferencijuojama.
Taip pat tarkime, kad tiesés atkarpa, y] C U. Tada bet kuriam vektoriuk € R™
egzistuoja toks vektorius= £(u) € [z, y], kad

u(f(y) = f(z)) = u-(Df(E)(y — x)). (2.48)

[rodymas. Kadangi aile U atvira, tai egzistuoja tok§ > 0, kadz, € U kiekvienam
A€l :=(=6,1+90). Tegulu € R™ir g(\) := u-f(xy), A € I. Sios reiksms
apibezia funkcijag: I — R, kuria galima iSreiksti kompozicijéu- f)on, kurn(\) :=
xx € R, A e I,ir (uf)(x) :== u f(z), z € R". Nesunku patikrinti, kad funkcija- f
yra diferencijuojama su gradienNi(u-f)(z) = (u-D;f(x)), o funkcijosn iSvestire
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Dn(X\) = y — z. Tada, naudodamiesi kompozicijos diferencijavimo taisyRl&4) ir
teiginiul2.7€(a), gauname
GO = (V(wf)@n)-Dn() =uw( Y Dif (ex) (i - 22))
=1
= w(Df(m\)y—2), Ael

Kita vertus, remiantis jprastine viduriniy reikSmiy teoreialt€) funkcijai g, egzistuoja
toks\ € [0, 1], kad

w(fy) — f(@)) = 9(1) — g(0) = g'(N).
Pazyneje vektoriy (u) := x su Siuo\, gauname norima formul248). O

2.86 teorema. Tarkime, kad/ C R"™ yra atvira iSkila aibe irf: U — R™ yra diferen-
cijuojama. Jeia,a + = € U, tai

[f(a+2) = f(a) = Df(a)(@)| < |z| sup [Df(y)—Df(a)l. (2.49)

y€la,atz]

[rodymas. Tegula,a+x € Uiru := f(a+z)— f(a) — Df(a)(x) € R™. Galime tarti,
kadu # 0. Naudodamiesi viduriniy reikSmiy teorenfa4€) sué = £(u) € [a,a + x|,
Cauchynelygybe [2.51teiginys) ir 2.34), kai L = Df(¢) — D f(a), gauname

uf? = |u-((DF(©) = DI(@)@))| < Iul |(DF(E) = Df(@) (@)
< |u[|Df(&) — Df(a)|lx|.
Padalije abi nelygybiuy puses|ig| gaunameZ.49). O

Pastebsime, kad kaledami apie iSvestes funkcijosDf: U — L(R"™,R™) toly-
duma, erdeje L(R", R™) naudojan@s euklidine norm&2.33, gauta remiantis tiesiniu
izomorfizmu 2.25).

2.87 apibreztis. Tarkime, kadU C R™ yra atvira aile ir f: U — R™. Sakoma, kad
yratolydziai diferencijuojama arbg yra C'! funkcija,jei f yra diferencijuojama ir jos
iSvestie Df: U — L(R™,R™) yra tolydi.

2.88 teiginys. Tarkime, kad/ C R™ yra atvira iSkila aibé irf: U — R™ yra funkcija
i3 C! klases. Jeir,a + x € U, tai

1
fla+z)— f(a) :/0 Df(a+tzx)(x)dt. (2.50)
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[rodymas. Tegulp(t) := a + tx € U visiemst i$ atviro intervaloJ C R, kurio poaibis
yra intervalag0, 1], ir tequl h := foyp yra funkcijy kompozicija. Funkcije yra difer-
encijuojama intervald su iSvestineDp(t) = L, € L(R,R"), kur L,(r) = rx, r € R.
Remiantis kompozicijos diferencijavimo taisyk273teorema), funkcija yra diferen-
cijuojama intervale/ ir Dh(t) = Df(a + tx)oL, € L(R,R™), kait € J. Kiekvienam
t € J tegul

g(t) :== (Dh(t))(1) = Df(a + tz)(x) € R™.

Kadangif yra funkcija iSC! klases, oy yra tolydi, tai, remianti®.4/10 pratimu, tolydi
yra funkcijaJ > t — Df(a + tz) € L(R™,R™). Todel remiantis 2.34 funkcija g
yra tolydi intervaleJ. Taigi integralas deSeje 2.50 lygybes pugje egzistuoj&.67
teoremos dka.

lrodysime 2.50 lygybe. Remiantis viduriniyjy reikSmiy teoremia.49 funkcijai
h: J — R™, nelygyke

|h(v) = h(u) = Dh(u)(v —u)| < (v —u) sup |Dh(t) — Dh(u)|
u<t<v

galioja bet kuriems, v € J, v < v. Pagal tiesigs funkcijos normos apibZima 2.33),
|Dh(t) — Dh(s)| = |g(t) — g(s)], t,s € J. Taigi iSvestie funkcija Dh yra tolydi
intervale J. Tegule > 0. RemiantisDh tolygiuoju tolydumu intervalg0, 1] (2.66
teorema), egzistuoja toks > 0, kad|Dh(t) — Dh(u)| < €, kaiu,t € [0 1]iro <
t —u < 4. Tocel jei intervalo[0, 1] skaidinys{t;}}", yra toks, kadt; —t;_1 < 4,
j=1,... ktai|R({t;})| <e kur

R({t;}) =Y _ [ j—1) = Dh(tj—1)(t; — tj-1)].

J=1

Be to, bet kuriam interval{), 1] skaidiniui{¢;}", turime lygybes

fla+m) - Zg j—1) ti-1)
7=1

=D [A(ty) = hltj—1) = g(tj-)(t; = tj-1)] = R({t;})-

=1

To pakanka2.50) lygybes jrodymui, kadangi integralas desja pugje egzistuoja. [

Antrosios eiles iSvestie Tarkime, kadU C R™ — atvira aile, ir f: U — R™. Pir-
moji f iSvestire, jei egzistuoja, yra iSvests funkcijaDf: U — L(R"™,R™). Kadangi
L(R™,R™) yra tiesiSkai izomorfiSka euklidinei erdvei”™ su euklidine norma2.33),
tai galima kalleti apie funkcijy su reikSgmis Sioje erdgje diferencijavima ankstesne
prasme. Taigi, jei savo ruoztu iSvestmfunkcijaDf yra diferencijuojama, tai jos
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iSvestire funkcija yraD(Df): U — L(R™, L(R",R™)). TeCiau antrosios e#is iSves-
tine vadinsime kita funkcija, gauta pasinaudojus toliau aZilamu tiesiniu izomorfiz-
mu.

FunkcijaL = L(-,-) i8S Dekarto sandaugdg™ x R™ | R” vadinamabitiesing jei
funkcijos L(-, z) ir L(z,-) yra tiesires iSR™ | R™ kiekvienamz € R". Aibe visy
bitiesiniy funkcijy tarpR™ x R™ ir R™ zymesimeL(>R",R™). Nesunku jsitikinti, kad
L(?R™,R™) yra realioji tiesire erde.

2.89 teiginys. Tarp aibiy L(R", L(R™,R™)) ir L(*R",R™) egzistuoja tiesinis izomor-
fizmasy, funkcijaiT’ € L(R™, L(R™,R™)) priskiriantis tokia funkcijaS := ¢(T") €
L(?R™,R™), kad

S(z1,x2) = (Tx1)(x2) betkuriemse;, zo € R™. (2.51)
[rodymas. TegulT € X := L(R", L(R™,R™)) ir

R" X R" 3 (z1,22) — o(T)(x1,22) :== (Tx1)(x2) € R™.
Galima jsitikinti, kadp(T) € Y := L(?R",R™). TegulS € Y'ir
R" 3 z — ¥(S)(z) := S(x,-) € L(R",R™).
Taip pat galima jsitikinti, kad)(S) € X. JeiT € X, tai
(o) (T)(z1))(z2) = ((o(T))(21))(22) = @(T) (21, 22) = (Tx1)(22)

bet kuriemsz, x2 € R™, t. y. (op)(T) = T. Taigi 1x = op. PanaSiai gauname
lygybe 1y = ¢ot. Tada remianti2.42teoremap: X — Y yra bijekcija. Kadangip

yra ir tiesirg, tai pirmoji2.89teiginio dalis yra teisinga. O

Naudodamies?.89teiginiu apie tiesinj izomorfizma, antrosios&sliSvestine tap-
atinsime su atitinkamu bitiesiniy funkcijy erely elementu.

2.90 apibreztis. Tarkime, kad/ C R™ yra atvira ai ir f: U — R™. Sakysime, kag
yradu kartus diferencijucjama taSkec U, jei f yra diferencijuojama aigje U, ir taSke
a yra diferencijuojama jos iSvesénfunkcijaDf: U — L(R™,R™), t. y. egzistuoja
tokia tiesire funkcijalL = D(Df)(a) € L(R", L(R",R™)), kad

|IDf(a+x)— Df(a) — L(z)| = o(|z]), kailz| — 0.
FunkcijaD?f(a) := ¢(D(Df)(a)) € L(*R™, R™) vadinsimeantrosios eilés iSvestine.

Sakysime, kadf yradu kartus diferencijucjamgei jos antrosios edls iSvestip egzis-
tuoja kiekviename aisU tasSke.
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Remiantis2.57) sarySiu, bet kuriems;, zo € R™
D?f(a)(z1,z2) = (D(Df)(a)(x1))(x2) € R™. (2.52)

Prisiminus kryptires iSvestigs iSraisSkaZ.43), pastaroji lygye leidzia tiletis, kad antro-
sios eibs iSvesting galima iSreiksti antrosiosesikryptiremis iSvestiamis.

2.91 teiginys. Tarkime, kadJ C R" yra atvira aibé ir f: U — R du kartus diferen-
cijuojama. Bet kuriema € U ir 1,22 € R"

D2f(a)(x17 x2) - D;m (D:mf)(a>

[rodymas. Tegula € U ir z1, x5 € R™. TegulL: L(R",R™) — R yratiesire funkcija
su reikSn@misL(S) := Sx2. Remiantis kompozicijos diferencijavimo taisyk240) ir
teiginiul2.74(a) apie tiesies funkcijos diferencijavima, galioja lyggs

D(Dg, f)(a) = D(LeDf)(a) = (LoD(Df))(a) € L(R",R™).

Naudodamiesi Sios funkcijos reikSme taskeir kryptines iSvestigs reikSme(2.43),
gauname

Dy (Day f)(a) = D(Da,f)(a)(x1) = (L(D(Df)(a))(z1)
= (D(Df)(a)(@1))(x2) € R™,

o tai deka R.52) jrodo teiginio lygybe. O

Kai funkcijos kryptires iSvestips kryptis yra standartes baes vektorius, kalbama
apieantrosios eiles dalines isvestingsy. D;D; f(x) := De, (D, f)(z), 1 < i,j < n.
Antrosios eies kryptiniy iSvestiniy egzistavima jrethe tais atvejais, kai egzistuoja
funkcijos antroji iSvestia. Taiau jos gali egzistuoti ir tada, kai antrosiosesiliSvestip
neegzistuoja. Be to, antrosios@sldalires iSvesties D;D; f(a) ir D;D; f(a), vadi-
namosmisriomis gali b uti skirtingos, kaip rodo pavyzdys: jei= (z1, 22) € R?,

2

F(z) = zraoh(z), Ga h(z) = "”'%’x_‘fa jeiz#0irh(0)=0.  (2.53)

Toliau parodoma, kad misSrios antrosiosesitalires iSvestigs sutampa, jei jos yra toly-
dZios.

2.92 teorema. Tarkime, kadJ/ C R" yra atvira aibé,a € U, o funkcijaf: U — R™
yra tokia, kadD;D; f ir D;D;f egzistuojaa aplinkoje ir yra tolydzios taske (1 <
i,7 <n). Tada

D;D;f(a) = DiDj f(a). (2.54)
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[rodymas. Apibreéze nauja funkcijdz;, z;) — f(x1,...,2%,..., 24, ..., 2y,), galime
tarti, kadi = 1, j = 2 ir n = 2. Be to, remianti®.74(b) teiginiu, galime tarti, kad
m = 1. Parodysime, kad abi2(54) lygybes pugs yra lygios tai péai ribai

lim r(x), kur r(z):= f(x) = flar,z2) — f(@1,a2) + f(@)'

T—a (xl — al)(:vg — ag)

Tegul U yra tokia a aplinka, kurioje egzistuoja pirmosios &l ir miSriosios antro-
sios eibs f iSvestires, ir tequlx € U. Tadaa; aplinkoje apibezkime funkcijag su
reikSmemis

g(t) = f(t,x2) — f(t,a2). Tada r(zx)= (xf(jc;)l)_(xg;cil)ag)'

Kadangig yra diferencijuojama, tai remiantis viduriniy reikSmiuy teorei®a1€), egzis-
tuoja toksé; = &1 (x) € Rtarpa; ir 21, kad

r(z) = g'(&) _ D1 f(&1,22) — le(élaGZ).

T2 —az T2 —az

Be to, taSkaus aplinkoje apibeze diferencijuojama funkcija su reikSnemish(t) :=
D, f(&,t), panaSiai gauname tokj taska= &»(x) tarpasg ir z9, kadr(x) = h/'(&) =
D2 D f(€). Kadangi taskuf = &(z) = (€1, &) € R? galioja nelygyle |¢ —a| < | —df
visiemsz € R?, remiantis midriosios antrosios iSvestinD, D, f tolydumu tasken
gauname

alcii»rtlz r(x) = %Hn DQle(g) = Dngf(a).
Sukeite vietomis argumentus ir xo, bei pakartoje tuos s samprotavimus, gau-
name

lim r(x) = D1Daf(a).

Tai ir reikejo jrodyti. O

C' klases apibezima2.87 papildysime funkcijomis turitiomis tolydziasias antro-
sios eibs iSvestines. Norma bitiesiniy funkcijy egje L(>R"”, R™) apibesime naudo-
damiesi2.89teiginiu apie tiesinj izomorfizma: L(R", L(R",R™)) — L(?R™ R™).
KiekvienamS € L(*R",R™), T := ¢~ 1(S) € L(R", L(R",R™)) ir

1= (3 meeor)”
=1

kur {e;}-, yraR™ standartie baz, o elementd’(e;) € L(R",R™) norma yra2.33).
Bet kuriemse, y € R™, naudodamiesiZ.51), (2.34) ir KoSi nelygybe, gauname

1S(z,y)| = [(Tz)(y)| < |Tz||y| < |S]]z]|yl. (2.55)
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2.93 apibreztis. Tarkime, kadU C R" yra atvira aie ir f: U — R™. Sakoma, kad
f yradu kartus tolydziai diferencijuojama arb# yra i8 C? klases,jei f yra is C!
klases ir iSvestie funkcijaDf: U — L(R™,R™) yra tolydZiai diferencijuojama, t. y.
D%f: U — L(*R"™, R™) yra tolydi funkcija.

Funkcijoms iSC? klases galioja svarbi jy antryjy iSvestiniy simetriskumo sauyb

2.94 idvada. Tarkime, kadU C R”" yra atvira aibe ir f: U — R™ yra i§ C? klases.
Kiekvienam € U, D? f(a) yra simetrine funkcija, t.y.

D2f(a)(x1,a:2) = D2f(a)(332,x1), 1,72 € R™.

[rodymas. Tegula € U, z1 = (x1;)j-; € R™ir z3 = (22;)—; € R". Remiantis2.43
ir 2.92teorema apie miSriasias iSvestines,

Dy, (D, f)(a) = ZZ%%D D;f(a Zzww D;f(a)

=1 j=1 7j=1 =1

= D962 (Dx1f>(a)
Tada iSvada yra gaunama remia/i91teiginiu. O
Toliau jrodyta formule vadinsim@eiloro formule

2.95 teorema. Tarkime, kadU C R” yra atvira ir iSkila, o f: U — R™ yra i§ C?
klases. Jeir,a + x € U, tai

fla+z) = f(a) + Df(a)x + %DZf(a)(x, z) +v(a, z), (2.56)

kur |y(a, )| = o(]x|?), kaiz — 0.

[rodymas. Tegult € (0,1]ir F(y) := D f(y)(tx), kaiy € U C R™. Nesunku patikrinti,

kad F: U — R™ yra diferencijuocjama, itDF(y) = D?f(y)(tx,:) € L(R™ R™).

Pritaike2.88teiginj funkcijai F' vietoje f ir vektoriui tz vietoje z, gauname lygybes
Df(a+tz)(x) — Df(a)(z) = t [F(a+tx)— F(a)]

= /0 D?f(a + sx)(x, x) ds.

Dar karta pritaiké2.88teiginj ir pastaraja lygybe, turime sarysj

1
T(a,x):= fla+z)— f(a) — Df(a)(x) —/0 [Df(a+tz) — Df(a)](z)dt

1 gt
= / / D?f(a + sx)(x, x) ds dt.
0o Jo



96 2 Skyrius. Matematika |

Naudojantis integravimo dalimis ir keitimo formaris (atitinkamai(2.35) ir (2.36)),
galima taip pratesti lygybes:

T(a,:c):/DlDQf(a—l—sa:)(ac,x)ds—/Oltd[/otDQf(a—i-sm)(x,x)ds}

= /1(1 —t)D?f(a + tx)(x, x) dt.
0

Kadangifa (1 —t)dt = 1/2, tai
v(a,z) = T(a,x)— %DZf(a)(x,az)
1
_ /0 (1— 1) [Df(a + tz) — D2f(a)] (x, ) dt.

Naudodamiesid.37) integralo jvetiu ir bitiesines funkcijos reikSras jvetiu (2.55),
gauname nelygybe

(a,2)] < sup |D*f(a+ta) — D*f(a)] |z
0<t<1

Kadangif yra i$C? klases, taily(a, z)| = o(|z|?), kaiz — 0; tai ir reikejo jrodyti. [

Hesse’s matrica

2.96 teiginys. Tarkime, kad)(S) := [S(e;, €j)]1<i,j<n Yra eilésn x n matrica, kurS e
L(?R™,R) ir {e;}1, yra standartineR™ baze. Siomos reikSmemis apibrézta funkcija
¢: L(?R™,R) — M™*" yra tiesinis izomorfizmas, ir

S(x1,22) = (¢¥(S)x1)-w2  betkuriemsey, xo € R™. (2.57)

[rodymas. Naudodamiesi matricy erds tiesiSkumu, jrodome funkcijag tiesiSkumo
savybe. Teguk; = (z1;) € R, 22 = (x95) € R"ir S € L(*R™,R). Tada,zy ir xo
vektorius reikSdami baziniais vektoriais, gauname lygybes

S(w1,m9) =Y > wuma;S(es e5) = (Y(S)w1)-x2,
i=1 j=1
kurios leidzia jsitikinti, kad funkcija) yra bijekcija. O

Naudodami erdviyL(>R™, R) ir M™*" tiesinj izomorfizma, apil@Sime du kartus
tolydziai diferencijuojamos funkcijos Hess&snatrica.

20tto Hesse — Otas He$1811-1874) voki&y matematikas.
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2.97 apibreztis. TegulU C R” yra atvira aile,a € U ir f: U — R yrai$C? klases.
Matrica H f(a) := v(D?f(a)) vadinama funkcijosf Hesse’s matricgangl. Hessian
matrix) taskeu.

Taigi remiantis'2.57) lygybe, bet kuriems:{, zo € R",
D*f(a)(x1,x2) = (H f(a)z1)-za,
Remiantis2.94iSvada ir skaliaries sandaugos simetriSkumu, bet kuriemsr, € R™
(Hf(a)x1)xo = x1-(H f(a)z2).
Be to, remiantis2.51) lygybe,
D*f(a)(ess e5) = (D(Df)(a)es)e; = D;Dif(a)

kiekvienaml <i,j <mn,t.y.

Dlle(a) Dngf(a) e Danf(a)
ap = | 20T
Dnle(a) DnD2f(a) Dnan(a)

Jei atviroji aite U C R", kurioje apibeztaC? klases funkcijaf, yra idkila,a € U ir
a + x € U, tai Teiloro formués 2.56) deka

fla+z) = f(a) + (Vf(a))z+ %(Hf(a)ﬂf)'x +7(a, ), (2.58)
kury(a,r) = o(|z|?), kai|z| — 0.

Pratimai
1. JeiiSvestia D f(a) egzistuoja, tai ji yra vienintel
2. |rodyti kryptines iSvesties R.43) formule.
3. lrodytil2.74(a) teigin.
4

. |rodyti, kad bitiesi@ forma K: R™ x R™ — R diferencijuocjama su iSvestine
DK (z,y)(u,v) = K(u,y) + K(z,v) kiekvienam(z, y), (u,v) € R™ x R™.

5. TegulA yran-tosios eiks simetrig kvadrati® matrica irg 4 yra kvadrati@ forma
su reikSneémisqa(z) := x' Az, x € R™. [rodyti, kadq4 yra visur diferencijuoja-
ma su idvestindq4 (z)h = 22t Ah, x, h € R™.

6. [rodyti, kad .53 lygybe apibeztos funkcijosf: R?> — R midriosios antrosios
eiles dalires iSvestiBs D1 Dy f(0) ir D2 D1 f(0) yra skirtingos.
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2.7 ISkilumas

I3kilos aibés Euklidines erdesR? aibe C vadinamai3kila, jei idkilas darinys\z +
(1 =Xy € Cvisiemsz,y € C'ir A € (0,1). TuZioji aibe ir aike, sudaryta i$ vieno
elemento, yra iskilos visada.

Kito teiginio jrodymas si ulomas skaitytojui kaip pratimas, prisiminus aibiy sumos ir
skirtumo (1.21) apibezima.

2.98 teiginys. Euklidines erdves aibems galioja teigiriai

(a) Jei A ir B yra iSkilosios aibes, tai ju sumd + B, skirtumasA — B, sankirta
AN Bir Dekarto sandaugal x B yra iSkilos aibes.
(b) Jei A yraiSkilaaibé ir\ € R, tai aibeAA := {\a: a € A} iSkila.

Toliau jrodysimeCarathéodorteorema, kuri naudojan¥a2 skyriuje jrodantkaku-
tani nejudamojo ta3ko teorem@. Carathéodor}® savo teorema jraei1911 metais.

JeiC = {z1,...,2,} C R¥ir \y,..., \, € Ry yratokie, kadd ", \; = 1, tai
vektorius) " ; \;z; vadinamadaigtinio rinkinio C' iSkiluoju dariniu Aibes A C R4
iSkiluoju apvalkaluvadinama visy baigtiniy rinkiniy igl iSkilyjyu dariniy aike, t. y.coA
yra aite, sudaryta i$ visy ty vektority € R?, kurie idreikiami baigtine sume;” | \ixi,
zie A, N e Ryiry A\ = 1. Akivaizdu, kadA C coA.

2.99 teorema.TegulA C R? ir € coA. Tadaz yra ne daugiau kaipl + 1 aibesA
elementy rinkinio iskiluoju dariniu, t. y. egzistuojatokig ..., zq € Air Ag,..., A\g €
R, kadezO Ni=1lirz= Z?:O NiZi

[rodymas. Tegulz € coA. Tada egzistuoja tokiézy, ..., z,} C A, kad
r =Y N, Ai>0, Vi, > A=1 (2.59)
i=1 i=1

Galima tarti, kadn > d + 1; prieSingu atveju jrodymas baigtas. Siuo atveju vektoriai
To —x1,...,T, —x1 Yyra tiesiSkai priklausomi, ir tagl (Zr.2.44teiginj) egzistuoja tokie
real us skaiai, pa, . . ., un, N€ Visi ju lyg us nuliui, kad

n
Z,ui(:ni — acl) =0.
=2

Tegulpy == —>"" , p;. Tada

i wix; =0 ir i i = 0. (260)
i=1 =1

Constantin Carathéodory — Konstantinas Karateodoris (1873-1950), graiky matematikas.
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Bent vienas i$ skaiy u; yra teigiamas. Jei b utina, pakeite indeksus, galime tarti, kad
1 >0, puk > 0> pgaq,...,0> p, kuriam norsl < k < n. PanaSiai galime tarti,
kad kiekvienam =k +1,...,n — 1,

)\i/(_ﬂi) > )\n/(_,ufn)
Pirmoje 2.60) sumoje iSskyre paskutinj narj, gauname

n—1

Tp = [Zﬂzxz - Z Mz)mz} /(_/Jn)‘

i=k+1

|state Siax,, iSraiSka | .59 gauname

x-i()\—ul )$Z+Z<)\—— An )xl

=1 i=k+1 “Hn

Nesunku patikrinti, kad koeficientai prig,, i = 1,...,n — 1, yra neneigiami ir visy
ju suma yra 1. Parane, kadz yra baigtinio rinkinio{z, ..., z,_;} iSkilas darinys
Jein — 1 = d + 1, tai jrodymas baigtas. Jei — 1 > d + 1, tai kartodami ankstes-
nius samprotavimus ir naudodami indukcija jrodome, kadayiareiSkiamas rinkinio
{z1,...,xq41} i8Kilu dariniu. O

Atskyrimoteorema Tokia teorema iSkiloms nesikertéinms aitems teigia, kad egzis-
tuoja jas skirianti hiperplokStuma, t. y. viena i$ aibiy yra vienoje hiperplokStuma@gegus
0 antra yra kitoje pugje. Tiksliau, teguld ir B yra dvi nesikertaGios iskilos ailgs eu-
klidineje erdeje RY. Tuomet egzistuoja toks nenulinis vektorigse RY ir realusis
skatius«, kad

sup{p-x: z € B} <a <inf{px: z € A}

Siuo atveju aibes! ir B skiriartioji hiperplokdtuma yrdz € R?: p-r = a}.
Sios atskyrimo teoremos jrodyma pésiine pagalbiniu teiginiu.

2.100 lema.Tarkime, kad”' C R? yra netuscia uzdara ir iSkila aibe. Tuomet egzistuoja
tokszg € C, kad
zo-x > |z0|? Kiekvienamr € C. (2.61)

[rodymas. Jei0 € C, tai (2.6]) galioja suzy = 0. Tarkime, kadd ¢ C. Tegul B yra
toks uzdaras rutulys su centru nulyje, kurio sankirté'sura netugia. TuometBNC' yra
netu&ias kompaktas. Kadangi funkcija— |z|, 2 € R?, tolydi, tai ji jgyja minimuma
aibeje BN C, t.y. egzistuoja toksy € C'N B, kad|x| > |z¢| visiemsz € C'N B (2.65
teorema). Tuo labiau Si nelygglgalioja visiems: € C.

KadangiC' yra iSkila, tai kiekvienam: € C'ir A € [0,1], Az + (1 — XN)zg € C'ir
tocel

|$0’2 < ‘130 =+ >\($ — xo)‘2 = ‘$0|2 —+ 2>\I0-(I - SUQ) + /\2’.%‘ - xo‘Q.
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Pertvarke Sia nelygybe, gauname, kad
zo-(x — 20) > — |z — mo[*/2

kiekvienamz € C'ir A € [0, 1]. Jei egzistuoja: € C toks, kadzg-(z — zp) < 0, tai
pasirinke pakankamai maz2ac (0, 1] gauname prieStara pastarajai nelygybei. €lod
xo-(x — xo) > 0 kiekvienamz € C, kas ir jrodo 2.67). O

Dabar jau galime jrodyti mietaja atskyrimo teorema.

2.101 teorema. Tarkime, kad aibesd, B ¢ R? yra netustios, i3kilos ir nesikerta.
Tuomet egzistuoja toks vektorips R\ {0}, kad

sup{p-z: = € B} < inf{px: x € A} (2.62)

[rodymas. Teorema jrodyti pakanka tuo atveju, k&i= {0}. 18 tikro, aite A — B yra
iSkila ir nesikerta su aibg0}. Jei egzistuoja € R%\ {0} toks, kadp:(z —y) > p-0 =0
visiemsz € Air y € B, tai galioja 2.62).

Taigi tarkime, jogA yra tokia iSkila aile, kad0 ¢ A. Kiekvienamz € A aibe

F,:={peRrR? |p|=1 ir pz>0}

yra netusia ir uzdara. TegWz,...,zr} C A. Tada aie

C’::{x:zk:)\ixi: zk:/\izl ir )\iZO}
=1 =1

yra uzdara iskila i0 ¢ C. Remiantis2.100lema, egzistuoja toks € R?, kad |p| = 1
ir p-z; > 0 kiekvienami € {1,...,k}. Todelp € {Fy,: ¢ = 1,...,k}. Kadangi
turi baigtires sankirtos savybe, taj{ F,.: = € A} # o (2.59teorema). Bet kuriam Sios
sankirtos elementuyi galioja savysp # 0 ir p-x > 0 kiekvienamx € A; tai ir reikejo
jrodyti. O

Siame vadoglyje naudojamas toks atskyrimo teoremos variantas.

2.102 isvada.Tarkime, kad aib&/ c R¢ yra iSkila ir W N Ri+ = @. Tada egzistuoja
toksp € RZ \ {0}, kadp-w < 0 kiekvienamuw € W.

[rodymas. Tegul A := Ri — W. Remiantis2.7 teiginiu, A yra iSkila aile ir jai neprik-
lauso nulis. Remiant®.101teorema su3 = {0}, egzistuoja toks vektoriys € R?, kad
p # 0ir p-x > 0 kiekvienamx € A. Pastaroji savybreiskia, kad

pv > pw betkuriemsy € Rﬂlr irweW.

Kai v = 0, gauname-w < 0 kiekvienamw € W. Kaiv = Ae;, A > 0,3 € {1,...,d}
irw e W, tai A\p; = Ap-e; > p-w bet kuriamX > 0 ir todel p; > 0. Tokiu b udu
p € RY \ {0}; tai ir reikejo jrodyti. O
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Funkcijos iSkilumas ir jgaubtumas

2.103 apibreztis. Tarkime, kadX — netugia iSkiloji euklidines erdes aile. Funkcija
f: X — Rvadinama

(a) iSkilaja, jei bet kuriems skirtingiems, zo € X ir kiekvienam € (0, 1) galioja
fQzr+ (1= AN)a2) < Af(z1) + (1= A) f(22);

(b) grieztai iSkila,jei iSkilumo savyleje nelygyte yra griezta;

(c) jgaubtaja, jei bet kuriems skirtingiems:;,zo € X ir kiekvienam\ € (0,1)
galioja
JOzr + (1= XN)ax2) > Af(z1) + (1 = N) f(x2); (2.63)

(d) grieztai jgaubtajei jgaubtumo savydje nelygyle yra grieZta.
Kvazi—iskilosios ir kvazi—jgaubtosios funkcijos Dar labiau nei iSkilosios ir jgaubto-

sios funkcijos ekonomigje analieje yra svarbios kvazi-iskilosios ir kvazi—jgaubtosios
funkcijos.

2.104 apibreztis. Tarkime, kadX — netugia iSkiloji euklidines erdes aite. Funkcija
f: X — Rvadinama

(a) kvazi-iSkilajajei bet kuriems skirtingiems;, zo € X ir kiekvienam\ € (0,1)

fQz1+ (1= Naz) < max{f(z1), f(z2)};

T

(c) kvazi—jgaubtajajei bet kuriems skirtingiems;, zo € X ir kiekvienam € (0, 1)
fAz1 + (1 = N)xg) > min{ f(z1), f(z2)};

(d) grieztai kvazi—jgaubtgei kvazi—jgaubtumo savyhgalioja su grieZta nelygybe.

Jei funkcija yra jgaubta, tai ji yra kvazi—jgaub4.2 pratimas). Teiginys prieSinga
kryptimi néra teisingas. PavyzdZiui, funkcij{z) = 22, z € R, yra kvazi-jgaubta,
bet rera jgaubta.

2.105 teiginys. Tarkime, kadX — netuscia iSkiloji euklidineés erdves aibe. Funkcija
f: X —Ryra

(a) jgaubta tada ir tik tada, kai aib€&' := {(z,a) € X x R: f(z) > o} iSkilg;

(b) iSkila tada ir tik tada, kai aib&y := {(z,a) € X x R: f(z) < a} iSkila;
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(c) kvazi—jgaubta tada ir tik tada, kai aib&, := {z € X: f(z) > «} iSkila
kiekvienanw € R;

(d) kvazi-iSkila tada ir tik tada, kai aib&, := {z € X: f(x) < o} iSkila kiekvien-
ama € R.

[rodymas. Tegul C' yra iSkila, z1, 2o € X ir A € (0,1). Kadangi(x1, f(x1)) € C'ir
(z2, f(z2)) € C, tai

My, fz1)) + (L= X) (22, f(22)) = (Az1 4+ (1 = Na2, M (21) + (1= N) f(22)) € C,

t. y. galioja 2.639. AtvirkscCiai, tegul f yra jgaubta,(xg,ar) € C, k = 1,2,ir A €
(0,1). Tada

f()\x1 + (1 — )\)372) > )xlf(371) + (1 — )\)f(l'g) > g + (1 — )\)ag,

t.y. Mz, a1) + (1 — \)(z2, a2) € C. Taigi teiginys(a) jrodytas. Likusiy teiginiyb),
(c) ir (d) jrodymas panasus ir paliekamas skaitytojui. O

Kiekviena iSkiloji funkcija yra tolydi 2.7.4 pratimas). Kaip rodo pavyzdy§z) =
|z|, = € R, iSkiloji funkcija neprivalo b uti diferencijuojama. diau intervale/ apibrez-
tos funkcijos iSkilumo savydgarantuoja jos vienpusj diferencijuojamuma kiekviename
vidiniame J taSke. Priminsime, kad funkcijgé: J — R kairine ir deSinire iSvesties
taSkexr € J (galinCiu b uti intervalo galu) apibztos atitinkamai lygybmis
fla+u)— fz) fl+v) - fz)

/ :1 I' ! :1
fo(@) lim ” ir  fi(z) lim 5 :

jei egzistuoja nurodytos ribos, kur T 0, kaiu < 0iru — 0,0v | 0, kaiv > 0
ir v — 0. Nesunku patikrinti, kadf yra diferencijuojama taske tada ir tik tada, kai
taSkex egzistuoja abi vienp@s iSvestiBs ir jos yra lygios (Zr.[2.39 sarysj). Be to,
f(@) = f(x) = fi(x).

2.106 lema. Tegul J yra intervalas ir f: J — R yra iSkila funkcija. Tada galioja
teiginiai:

(a) jeir,s,te Jirr<s<t,tai
[(s) = f(r) _ () = f(r) _ f(t)—f(S);

s—r t—r t—s

(b) jeiz yravidinis.J taSkas, tai egzistuoja desininé iSvestfij§x), kairine iSvestine
fL(x) ir galioja nelygybef’ (z) < fi (x);

(c) jei f yra diferencijuojama taskg € J, tai visiemse € J galioja nelygybée

)z —y) < f(z) = fy);
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(d) jeixir yyravidiniai J taskai irz < y, tai f (z) < f(y).
[rodymas. Naudodamiesi tapatybe

t—s s—r
s = —

ir funkcijos f i8kilumu, gauname nelygybe

t—s s—r

flr) +

fs) <

“t—r

—F),
i$ kurios ir iSplaukia teiginysa).

Teiginio (b) jrodymui imkime vidinj J taskaz. Egzistuoja toks > 0, kad (z —
e,x+€) C J. Tegul—e < u; < ug < 0 < v < v; < e. Tada remdamiedja),
gauname

flz+ur) — f(o) Sf(f7é‘+u2)—f($) Sf(x+vg)—f(x) Sf(fU—i‘m)—f(i’).

ui U2 V2 U1

Tai reiSkia, kad funkcijar — [f(z + u) — f(x)]/u, u € (—¢,0), nemakja ir apezta is
virSaus, kaiu 7 0, o funkcijav — [f(z + v) — f(x)]/v, v € (0,¢€), nedideja ir apezta
iS ap&ios, kaiv | 0. Todel egzistuoja vienpus iSvestigs f’ (x) ir f/ (x), bei galioja
teiginio (b) nelygyle.

[rodykime (¢). Jeiz > y, tai remdamies{a) sur = y, t = z ir kintanCiu s | vy,

gauname
z) —
iy < 11w
=Yy
Analogiskai, jeiy > x, tai remdamiesfa) sur = x, t = y ir kintanCiu s T y, gauname
y—x

Teiginys(c) dabar iSplaukia i$ pastaryjy dviejy nelygybiu.
Paskutiniam lemos teiginiui jrodyti remsé@a nelygybe

f&) =10 _ £ =)

s—r s—1

)
lengvai gaunama ifa). Kair = z,t = yir z < s < y, tai pazyngjev := s — x ir

u:= s — y turime
flz o) = fla) _ fly+u) = fy)
v u
Be to, remiantis teigini@b) jrodymu, kaig Sios nelygybs pug yra> f! (x), o deSire
yra< f’ (y). Taigi galioja teiginygd). Lema visiSkai jrodyta. O
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2.107 teorema.TegulJ yra atviras intervalas irf: J — R. Tada galioja teiginiai

(a) jei f diferencijuojama intervale/, tai ji iSkila tada ir tik tada, kai iSvesting”
nemaZzeja intervald,;

(b) jei f yrais C? klases intervale/, tai ji iSkila tada ir tik tada, kai antroji iSvestine
/" neneigiama intervald.

[rodymas. [rodysime(a). Tegul f yra diferencijuojama ir iSkila intervald. Tadaf’ =

fL = f!.. Remianti®2.106lemos(d) teiginiu, f'(z) < f'(y) kaitikz < y, t.y. iSvestire

/' nemakja intervaleJ. Tarkime atvirk§iai, kad f’ nemakja intervaleJ. Funkcijosf

iSkilumui jrodyti pakanka patikrinti, kad su bet kuriaisv € J, u < v, visas funkcijos
f grafikas, esantis vir$ intervale, v, yra Zemiau atkarpos, jungiéins taskugu, f(u))

ir (v, f(v)), t.y. visiemse € (u,v)

f(v) = f(u)

V—1U

fz) < (z —u) + f(uw). (2.64)

Kadangi diferencijuojama funkcijayra tolydi, tai remiantis viduriniy reikSmiy teorema
(2.46), galima rasti tokp € (u,v), kad

Pirma tarkime, kad: < = < 6. Dar karta remdamiesi viduriniy reikSmiy teorema,
randame tok@, € (u,x), kad

fl@) = fu) = f/(0x)[x —u] < f'(O)[x —ul,

nesf’ nemakja pagal prielaida. Pastaroji nelygybutampa su norima nelygytz64).
Kitu atveju, kaif < = < v, taip pat randame tol4, € (=, v), kad

f@) = fu) = f() = f(u) = f(0a) v — 2] < f(0) = f(u) = f/(O)[v - =].

Pastaroji nelygyb taip pat sutampa su norima nelygy2e64). Teiginio (a) jrodymas
baigtas.

[rodysime teiginj(b). Pirmiausia tarkime, kad yra i C? klases ir i8kila intervale
J. Siuo atveju naudosias Teiloro formulei2.56) atvejun = m = 1ir U = J. Tegul
x € J,iru> 0yratoks, kadr + « ir x — u priklausoJ. Tada

Flau) — f(@) = o+ 5 f () + ofu)

Flo = w) = (@) = f @+ 37" @0 + o).
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Suckje ir pertvarke gauta iSraiSka, turime
(@) = lim [z +u) = 2f (@) + f (@ — u)] /u”.
Kadangif yra iskila, tai

fle+u) =2f(x) + f(z—u)

= 2[%f(x+u)+%f(:v—u)—f(%(:n—i—u)—l—%(:r—u))] >0

kiekvienam leistinam. > 0. Pegje prie ribos, gaunamg’(x) > 0. Dabar tarkime
atvirk&iai, kad f” neneigiama intervald. Tegulu,v € J, u < v, A € (0,1) ir
x = Au+ (1 — X\)v. Remiantis viduriniy reikSmiy teorem2.4€), randame tokius
0, € (u, .T), 0, € (.1‘,1)) ir 03 € (91,92), kad

Af(u) + (1 =) f(v) = f(z)
= Af(w) = f@)]+ 1 = Nf(v) = f(2)]
= AM'(0)(u—=2)+ (1= N)f(02)(v— )
(1

= Af(01)(1 = N)(u—v) + (1= f'(02)A(v — u)
= A1 =X)(v—u)[f'(62) — f'(61)]
= M1 =XN)(v—u)(02—01)f"(03) >0,

\_/\_/\_/

ty. fu+(1=N)v) < Af(u)+(1=X)f(v). Taigi f yraiskila; tai ir reilejo jrodyti. [
Galiausiai apib udinsime iSkilas ir jgaubtas funkcijas.

2.108 teorema.TegulU C R™ yra atvira ir i3kila aibe, f: U — R yra i§ C? klases, o
H f(z) yra funkcijosf Hesse’s matrica tasSke € U. Funkcija f yra

(a) jgaubta aibejel/ tada ir tik tada, kaiH f(z) yra neigiamai pusapibréezte kiekvien-
amz € U,

(b) grieZtai jgaubta aibéjé/ kai H f(x) yra neigiamai apibréZta kiekviename U,

(c) iSkila aibéjeU tada ir tik tada, kaiH f(x) yra teigiamai pusapibrézté kiekvienam
xeU,

(d) grieztai iSkila aibejel/ kai H f(x) yra teigiamai apibréZta kiekviename U.

[rodymas. [rodysime tik teiginj(a), nes kity trijy jrodymai panaSus. Funkcjfjayra
jgaubta aileje U tada ir tik tada, kajf yra jgaubta kiekvienoje aé@sU atkarpoje. Pas-
taroji salyga ekvivalenti tam, kad jgaubta yra funkcij@\) := f(y + \z) atvirame
intervale{\ € R: y + Az € U} kiekvienamy € U ir z € R". Du kartus pasinaudoje
kompozicijos diferencijavimo taisykl@(44), gauname lygybe

g"(N) =2 (Hf(z)2) =2'Hf(z)2, z=y+ Az, yeU, z€R™
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Funkcija g yra jgaubta tada ir tik tada, kai funkcijag yra iSkila. Tockl remiantis
2.1071b) teorema, kiekvienany € U ir z € R", g yra jgaubta tada ir tik tada, kai
z(Hf(g(N)z) <0, o tai pagaR.49apibreZima reiskia, kad teorema yra jrodyta. ]

Sakykime, kadJ C R™ yra atvira aie. C? klases funkcijosf: U — R Hesse’s
matricos taSke: € U elementy sudaryti determinantai

D1Dyf(x) DiDaf(x) --- DiDpf(w)
Myf@) = | P2 PaBefl@) e BB hmnn,
DyDif(x) DpD>f(x) DDy f(x)

vadinami Hesse’s matricasuosekliaisiais pagrindiniais minoraisei indeksy junginj
{i,4,...,k} sudarok skatiy i$ aikes{1,2,...,n}, tai determinantai

D;D;f(x) D;Djf(x) --- D;Dif(z)
Wifte) = | DO DRI BB o

vadinami Hesse’s matricgsagrindiniais minorais Determinanta]ﬁkf(:z:) atitinkantys
ta p&ia indeksy aibgi, j, ..., k} turi vienoda Zenkla. 1Svardinsime ap#itas savokas
atvejun = 2:

N D1D1f($) D1D2f(x) —
Hf(x%[Dngf(x) DzDgf(x)]’ M@ = Db ().
D1D1f(x) DiDaf(x)

Mafa) = | o DRI | Nga) = DuDu () it DaDafa),

Dlle(I) DlDQf(:L‘) ‘DQDQf(.’E) D2D1f($)
Dngf(.%') DQDQf(Q}) DlDQf(.%') Dlle([I}) ’

Dabar galime suformuluoti b utinas ir pakankamas salygas tam, kad funkcija b uty iSkila
ir jgaubta.

]\72f($) =

2.109 teorema.TegulU C R" yra atvira aibe,f: U — R yra i3 C? klases, oMy f(z)
ir Mpf(z), k = 1,...,n, yra Hesse’s matricos taSke ¢ U nuoseklieji pagrindiniai
minorai ir pagrindiniai minorai. Funkcijaf yra

(a) '1gaibta tadair tik tada, kailisiems pagrindiniams minorams nelyg%'eﬁ(q:)g
0, Maf(x) >0,...,(=1)"M,f(x) > 0 galioja kiekvienanx € U.

(b) grieZtai jgaubta kai nelygybe¥/; f(x) < 0, Maf(x) >0, ..., (=1)"M, f(z) >
0 galioja kiekvienamx: € U.
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(c) iSkila tada ir tik tada, kai visiems pagrindiniams minorams nelygyﬁé#(x) >

0, Mgf(x) >0,..., Mnf(x) > 0 galioja kiekvienamx € U.

(d) grieztaiiskila kai nelygybess; f(x) > 0, Maf(x) >0, ..., M, f(x) > 0 galioja

kiekvienank € U.

Pratimai
1. |rodyti2.98teigin;.
2. |rodyti: jei funkcija yra jgaubta, tai ji yra kvazi—jgaubta.
3. [rodytil2.105b), (c) ir (d) teiginius.
4. TegulX C R™yraiSkila aite, o f: X — R yraiSkila funkcija. |rodyti, kadf yra
tolydi kiekviename vidiniameX aibées tasSke.
5. [rodyti, kad funkcijaf su reikSnemisf(z) = 2P, 2 > 0,1 < p < oo, yra grieztai
iSkila.
6. [rodyti, kad funkcijaf su reikSnemis f(x) = 2P, z > 0,0 < p < 1, yra griezta
jgaubta.
7. lrodyti, kad funkcijaf su reikSn@mis f(x) = logz, x > 0, yra jgaubta.
8. Atsakyti | klausima: ar funkcija su reikSnemis
u(z) :=afry ¢, x=(r1,12) ERE, 0<e<l,
yra grieztai jgaubta?
2.8 Optimizavimas

Siame skyrelyje funkcijos maksimumo ir minimumo paie$kos problema sprendziama
diferencijuojamoms funkcijoms. Su Sia problema susiduriama sprendziantalgdov

je nagrirejamas vartotojo optimalaus pasirinkimo ir gamintojo pelno maksimizavimo
problemas.

Pradesime nuo funkcijos maksimumo ir minimumo tasko paieSkos visoje jos api-
brezimo srityje, vadindami tokj taSka besalyginiu ekstremumu. Jei maksimumo ar min-
imumo taSkas tenkina papildoma salyga, tai jj vadinsime salyginiu ekstremumu. Tokia
salyga vartotojo optimalaus pasirinkimo problemomje gali b uti biudZetalia jos
krastas.
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Besalyginiai ekstremumai

2.110 apibreztis. Sakykime, kadX c R?ir f: X — R. TaSkast* € X vadinamas
funkcijos f lokaliojo maksimumo taskygei egzistuoja toks atvirasis rutulys(z*, €) su

spinduliue > 0, kad f(z*) > f(x) visiemsz € B(z*,¢) N X. Funkcijosf lokaliojo

minimumo taSkapib©Zima gausime, nelygybe taifiz) ir f(z*) pakeite prieSinga.
Lokaliojo maksimumo ir lokaliojo minimumo taskai vadinatokaliojo ekstremumo
taskais.

B utina funkcijos, jei tik ji diferencijuojama, ekstremumo egzistavimo salyga formu-
luojama remiantis gradient@(7/2apibeZimas i12.77iSvada).

2.111 teorema.Sakykime, ka&k c R? yra atvirair f: X — R. Jeiz* yra funkcijosf
lokaliojo ekstremumo taskas jryra diferencijucjama tasSke*, tai

V@) = (Dif(z),.... Daf (")) = 0.

[rodymas. Atveju d = 1 tai yral2.83lemos teiginys. Tarkime, kad > 1, z* = () ir
prisiminkime dalires iSvestigs apibezima2.75 Kiekvienami € {1,...,d}irt € RIS
nulio aplinkos tegul

gi(t) == f(al, .., 2, t, iy, .., 2y)-

Tadag; yra diferencijuojama taske! ir ¢;(zf) = D;f(z*). Jeiz* yra f lokalusis
ekstremumas, tai] yra g; lokalusis ekstremumas ir tetipagal pimaja jrodymo dalj
D, f(z*) = 0. Kadangi tai galioja kiekvienar) V f (z*) = 0. O

Pastarojoje teoremoje suformuluota b utinoji ekstremumo egzistavimo sasaa n
pakankama, kaip rodo toks pavyzdygr) = 23, z € R, f/(0) = 0 bet0 néra funkcijos
f lokaliojo ekstremumo taskas. diau kiekvienas taskas, kuriame funkcijos gradientas
lygus nuliui, vadinamakritiniu.

Pakankamoms ekstremumo egzistavimo salygoms formuluoti nauelesaigiamai
ir neigiamai apibeztos matricos2.49apibezimas) bei Hesse’s matricds 97 apibrezi-
mas) savokomis.

2.112 teorema.Tarkime, kadJ C R” yra atvira ir i3kila aibe, f: U — R yra i3 C?
klasés irz* € U yra f kritinis taskas, t. yV f(z*) = 0. Jei Hesse’s matricd f(x*)
yra

(a) teigiamai apibrezta, tat* yra f lokaliojo minimumo taskas
(b) neigiamai apibrézta, tai* yra f lokaliojo maksimumo taskas

(c) neapibrézta, taic* néera f lokaliojo ekstremumo taskas.
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[rodymas. [rodysime teiginj(a). Tarkime, kad Hesse’s matridd f (z*) yra teigiamai
apibrezta. Pagal Teiloro formul2(58), bet kuriamz: € R?\ {0}, jei tik z* 4+ 2 € U, tai

*

f@* +2) — f(z*) = |2]? (;(Hf(x*)’i).’; n V(Z‘f)> . (2.65)

Be to, |y(z*,z)|/|z|*> — 0, kai |z| — 0. Kadangiz/|z| € S? ! priklauso sferai
Sa=1 0 S9! yra kompaktas, tai tolydzioji funkcij@?~! > s — (H f(z*)s)-s jgyja
minimalia reikSme2.65teorema). Remiantis teigiamo ap#ztumo prielaida egzistuoja
toksm > 0, kad (H f(x*)s)-s > m kiekvienams € S?~1. Kadangiz pakankamai
maziems|y(z*, x)|/|z|*> < m/2, tai visiems tokiems: desire lygybes 2.65) pus yra
teigiama, t. y.z* yra f lokaliojo minimumo taskas.

Teiginio (b) jrodymas yra simetriSkas ir teétlpraleidziamas. |[rodydami teigif§)
imkime tokius vektoriug:y ir 22 i8R?, kad(H f(z*)z1)-z1 > 0ir (H f(x*)x2)-12) < 0.
Dar karta pagal Teiloro formul@(58 kiekvienamt > 0 galioja toks sarysis:

F@* +tay) — f(z*) =12 (i (H f(*)zg) o + sz) '

Kadangi|y(x*, txy)|/|toe]?> — 0, kait | 0, tai pakankamai mazam> 0 desire $io
sarySio pus yra teigiama, kak = 1, ir neigiama, kak = 2. Taigi z* néraf lokaliojo
ekstremumo taskas. O

2.113 teorema.Tarkime, kad/ C R” yra atvira aibe,f: U — R yra i$ C? klases ir
z* € U yra f lokaliojo ekstremumo tasSkas. Tada

(a) jeiz* yra f lokaliojo maksimumas taskas, tai Hesse’'s matfit(x*) yra neigia-
mai pusapibreZta

(b) atvirkSciai, jei Hesse’s matricd f(x*) yra neigiamai apibréZzta, tai egzistuoja
tokie atvirasis rutulysB(x*, €) ir skai€iusf > 0, kad visiems: € B(x*, ¢)

fa*) = f(z) +0lz — 2™ 2.

Pastarojoje besalyginio ekstremumo charakterizacijoje Hesse’s matricos neigiamas
pusapibeztumas vadinamdsutingja antrosios eiles salyga Hesse’s matricos neigia-
mas apibeztumas vadinamamkankamaja antrosios eilés salyga

Globalieji ekstremumai

2.114 apibreztis. Sakykime, kadX c R?ir f: X — R. TaSkast* € X vadinamas
funkcijos f globaliojo maksimumo taskiei f(z*) > f(z) visiemsz € X. Funkcijos
f globaliojo minimumo taSkapibezima gausime, nelygybe tafifx) ir f(x*) pakeite
prieSinga. Globaliojo maksimumo ir globaliojo minimumo taSkai vadinglobaliojo
ekstremumaaskais.
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Akivaizdu, kad kiekvienas globalus maksimumas yra ir lokalus maksimumagura
atvirk&Zias teiginys apskritai gali neb uti teisingas. Remiantis kita teorema Sis teiginys
teisingas, jei funkcija yra jgaubta. AnalogiSka teorema galima jrodyti minimumo taskui,
kai funkcija yra iskila.

2.115 teorema.Tarkime, kadX C R¢ yraiSkila aibe ir funkcijaf : X — R yrajgaubta.
Jeiz* € X yra f lokaliojo maksimumo taSkas, tai jis yra ir globaliojo maksimumo
taSkas aibejex .

[rodymas. Tarkime, kadz* néra funkcijos/ globaliojo maksimumo taskas &je X.
Tada egzistuoja tok8 € X, kad f(z) > f(z*). Be to, kiekvienam\ € (0, 1), iSkilasis
darinyszy := Az + (1 — N)z* € X, ir

fln) 2 Af (@) + (1= A) f(") > f2).

Kai A — 0, taiz) — z*, irtodel x priklausys bet kuriai kiek norint mazai-o aplinkai,
kas priestarauja*-o lokaliajam maksimalumui. Si priestara jrodo teorema. O

Salyginiai ekstremumai

2.116 teorema (Atvirkstines funkcijos). Tarkime, kadf: R? — R? yra i§ C! klases
tokioje atvirojoje aibéje, kuriai priklause ir Jacobi'o matricos./ f(a) determinantas
néra lygus nuliui. Tada egzistuoja tokia atviroji aibg kuriai priklausoa, ir egzistuoja
tokia atviroji aibeV’, kuriai priklauso f(a), kad funkcijaf: U — V turi diferencijuo-
jama atvirkstingf~!: V — U, ir

Df Y y)=[Df(f' W™ yeV (2.66)

lrodymas. Tegul L := Df(a): R? — R?. Kadangi Jacobi’o matricod f(a) determi-
nantas Bra lygus nuliui, tai egzistuoja atvirk3ériesire funkcijaL—': R? — R (2.48
teorema). Remiantis kompozicijos diferencijavimo taisykle ir teigiité(a), galioja
lygybes

D(L Yof)(a) = DL™Y(f(a))oDf(a) = L™ toDf(a) = 1ga.

Kadangif = Lo(L~!of), tai remiantis2.41iSvada teorema pakanka jrodyti funkcijai
L~'of. Todel neprarasdami bendrumo galime laikyti, kad= D f(a) = 1a.
Jeix yra toks, kadf(a + =) = f(a), tai

|f(a+2) = f(a) = L()|/|2| = |z|/|z] = 1.

TaCiau kaie Siy lygybiy pusé privalo aréti | nulj, jei |x| — 0. Todel egzistuoja tokia
atvira ir iSkila aite W, kuriai priklausoa, ir

f(x) # f(a), jei xeU\{a}. (2.67)
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Kadangif yra isC'! klases, tai galime tarti, kad
detJf(x) #0, jeizeW. (2.68)

Remiantis viduriniy reikSmiy teorenfa86 bet kuriemsey, o € W, pazynejush :=
xr1p — T2,

| f(z1) — 21 — [f (22) — 22]|
< | f(we+h) — fa2) - Df$2 }+\Df962() L(h)]
< |h| sup ‘Df (z2) — “Hh”Df (z2) L‘

y€[ra,w1]

Kadangi iSvestia D f tolydi, tai galime tarti, kad bet kuriems;, zo € W
|f(@1) = 21 = [f(z2) — 22]| < (1/2)|21 — 2.
IS Cia, naudodamiesi euklidas normos subadityvumu, gauname nelygybe
w1 — @o| < 2|f(x1) — f(x2)] (2.69)

bet kuriemse, 2o € W.

Kadangia yra atvirosios aibs W vidinis taskas, tai egzistuoja toks > 0, kad
uzdaras rutulyR(a,s) C W. TegulR := R(a,s),ir S := {y € R?: |y — a| = s}
yra to rutulio pavirSius. Remiani&s64teorema, kompaktiSkos @b vaizdadl := f[9]
tolydziosios funkcijos atzvilgiu yra kompaktiSka aib Aibei K nepriklauso vektorius
f(a) atsizvelgiant | 2.67) pasirinkima. Toél atstumas: := d(f(a), K) := inf{y €
K: |y— f(a)|} > 0. TequlV := R(f(a),r/2) — atvirasis rutulys. Tada

[f(@) =yl <|f(z)—yl, jeiyeVirzes, (2.70)
[rodysime, kad kiekvienam € V' egzistuoja toks vienintelis € R, kad f(z) = y.

Teguly = (y;) € V ir kiekvienamz € R(a, s) tegul

p(x) = —y*= Z | fix

Siomis reikSnemis apibeZta funkcijap: R(a,s) — R yra tolydi kompaktiskoje aibje,
ir todel joje jgyja bent viena minimum(65teorema). Tegut € R(a, s) yra minimu-
mo taskas. Jet € S, taip(a) < ¢(z) remiantis 2.70). Todel x € R ir, remiantis2.111
teoremaVp(x) =0, t.y.

d
> 2(fi(z) — i) D fix) = 0
=1
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kiekvienamj € {1,...,d}. Kadangi matricos$D; f;(x)] determinantas nelygus nuliui
remiantis 2.69), tai f;(x) = y; su kiekvienui, t. y. f(z) = y. Tai, kad toksz yra
vienintelis, rodo2.69. Be t0,2.63(b) teiginio deka, f ~1[V] yra atviroji aike €ia f~*
yra atitiktis). TegulU := RN f~![V]. Taigi rodeme, kad funkcijosf: U — V
atvirkstire atitiktis yra funkcijaf =!: V — U (2.38teorema).

Liko jrodyti, kad ! yra diferencijuojama ae V. Teguly € V,z = f~1(y) € U
ir L:= Df(x) = Df(f~(y)). lrodysime, kadf ! yra diferencijucjama taskeir jos
iSvestire yraL~!. Kadangif yra diferencijuojama taske, tai

Ap(xy — ) := f(x1) — f(x) = L(z1 —2) = o(x1 —x), Kaizy e Virz, — .
KadangiL~! yra tiesire funkcija 2.48teorema), tai jos reiksentaskeA (z1 — z) yra

L_l(Af(xl — x)) =Lt (f(acl) — f(:):)) — (z1 — ).

Si lygybe, kai jojez ir x; atitinkamai pakdiiamef~'(y) = z ir f~(y1) = 1, virsta
tokia:

Apa(yr—y) =) —F W)L o —y) =L (A ) — (W)

Panasiai i82.69 gauname nelygybgf ! (v1) — f~1(y)| < 2|y1 — v, i8 kurios, be kita

ko, iSplaukia, kadf—! yra tolydi funkcija. To@l iSraiskos

[Ap-rn =)l LA ) = )] ) = F W)
ly1 — vl |f~Hy) — (W)l ly1 — vl
deSireje pugje pirmasis santykis, kaj; — ¥, areja | nulj, remiantis2.34) funkcijai
L™, o antrasis yra apitas dvejetu. Taigf —! yra diferencijuojama kiekviename taske
y € V su iSvestineZ.66); tai ir reikejo jrodyti. O

2.117 teorema (Neidreikstigs funkcijos). Tarkime, kadg: R™ x R¥ — R™ yra i$
C' klasés tokioje atviroje aibeje, kuriai priklausantis vektorifis v) yra toks, kad
g(u,v) = 0, ir determinantas matricos, sudarytos i$ Jacobi’o matridg$u, v) pirmuyjuy
m stulpeliy, néra lygus nuliui. Tada egzistuoja atviroji aibec R*, kuriai priklauso
v, egzistuoja atviroji aib& C R™, kuriai priklausouw, ir kiekvienamy € V' egzistuoja
toks vienintelii(y) € U, kadg(h(y),y) = 0, o funkcijah yra diferencijuojama.

[rodymas. Kiekvienamz € R™ ir y € R* tegul G(z,y) := (g(x,y),y). Funkcija
G: R™ x R¥ — R™ x R* yra diferencijuojama, o jos Jacobi’o matricd%: (u, v)
determinantas yra lygus determinantui, sudarytarfyi@:, v) pirmyjym stulpeliy, taigi
néra lygus nuliui. Remiantis atvirkSts funkcijos teorem&(116teorema), egzistuoja
tokia atviroji aite A x V. C R™ x R*, kuriai priklausoG (u,v) = (0,v), ir egzistuoja
tokia atviroji aite U x B C R™ x R¥, kuriai priklauso(u, v), kad funkcijaG': U x B —
A x V turi diferencijuojama atvirkstine funkcij@': A x V. — U x B. Nesunku
patikrinti, kad F'(z,y) = (f(z,y),y), kai (z,y) € Ax V,ir f: AxV — U yra
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diferencijuojama funkcija. Tegul: R™xR* — R™ yra projekcija jR™. TadaroG = g
ir

9(f(x,y),y) = goF(x,y) = (moG)oF (x,y) = mo(GoF)(z,y) = n(x,y) =z

kiekvienam(z,y) € A x V. Kadangi(0,v) € A x V, gaunameg(f(0,y),y) = 0
visiemsy € V. ReikSnesh(y) := f(0,y) € U, kaiy € V, apibeZia norima funkcija
h: V—-U. O

Tarkime, kadX C R?, f: X - Rirg=(g1,...,9m): X — R™. Jei aile
M, :={z € X: gx) =0} =g [0] (2.71)

netu€ia, tai ji vadinamaapribojimy aibe Salyginio ekstremumo uzdaviniu vadinama
paieska tokio tasko*, kuris yra funkcijosf lokalus ekstremumas apribojimy aje A/,,.
Nurodysime b utinas salyginio ekstremumo egzistavimo salygas tuo atveju, kai funkcijos
f ir g yra tolydziai diferencijuojamos.

2.118 teorema.Sakykime, kad aib& c R? yra atvira, f: X — R yrai§ C! klases,
g = (g1,-..,9m): X — R™, 1 < m < d, yra i§ C' klasés ir apribojimy aibe
(2.71) yra netusCia. JeiM, aibeje funkcijaf turi ekstremumo taska* ir vektoriai
Vi (z*),..., Vgn(x*) yra tiesiSkai nepriklausomi, tai egzistuoja tokie realieji skaiciai
Alyeny Amy kad

V(") = MVagi(z®) + - + Vgm(z®). (2.72)

[rodymas. Funkcijosg komponegiy gradienty tiesinio nepriklausomumo salyga ekvi-
valenti tam, kad Jacobi’o matricos

rangas yran. Teorema jrodysime tuo atveju, kai tiesiSkai nepriklausomi yra Sio Jacobi'o
matricos pirmiejim stulpeliai. [rodyma papildyti kitais atvejais paliekame skaitytojui.
Tiesire lygCiy sistema

Dif(z*) =Y NDjgi(z*), j=1,...,m, (2.73)
=1
A; atzvilgiu turi vienintelj sprendinjAi,...,\y,). Tai reiSkia, kad2.72) vektoriy

lygybéje, pirmosm koordin&iy yra lygios. Parodysime, kad galioja likusigs=
m+1,...,dlygybes.

Remiantis neiSreikstes funkcijos teorema2(117teorema) funkcijaiy, egzistuoja
atviroji aibe V' C R¥, k := d — m, kuriai priklausov* := (z;,, ..., 5, ), i tokia
diferencijuojama funkcija: V' — R™, kadg(h(v),v) = 0 kiekvienamv € V. Tegul
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H(v) = (h(v),v) € R, v € V. Tada kompozicijag;oH = 0 aibeje V kiekvienam
i1 =1,...,m. Taikydami kompozicijos diferencijavimo taisyklg.41), gauname

ZDlQZ )Djhi(v") + Djgi(z") =0 (2.74)

kiekvienami = 1,...,mirj=m+1,...,m+k = d. KadangiH (v) € M, kiekvien-
amv € V, taiv* yra funkcijosfo H besalyginis ekstremumas ajV. Remianti2.111
teoremaV (foH)(v*) = 0. Dar karta taikydami kompozicijos diferencijavimo taisykle
(2.47), gauname, kad lygyds

D;(foH)(v Zle )Djhy(v*) + D; f(z*) (2.75)

galioja kiekvienamj = m + 1,...,d. Vietoje D,f(z*), | = 1,...,m, pastarojoje
sumoje jstatgd.73, po to sukeite vietomis sumavimo tvarka ir jsta®?e7¢), gauname,
kad lygyhkes

Zle )Dil(v*) = D> AiDygi(x*)Djhy(v")

l

= Z)\ZZDle )Djhi(v Z)‘ Djgi(x

i=1 =1

m

1 =1

galioja kiekvienamy = m + 1, ..., d. Kartu sulR.75 Sios lygytes rodo, kad2.73) taip
pat galioja, kaij = m + 1,.. ., d; tai ir reikejo jrodyti. O

Pastarosios teoremos b utinosios salyginio ekstremumo egzistavimo salygos daznai
formuluojamos kitaip. Bet kuriems vektoriams= (z1,...,z4) € X C RYir A :=
(A, oy Am) € R™ tegul

Ly(x) = L(z, \) Z)\]gj

Kiekvienam A € R™ Siomis reikSnemis apibezta funkcijalLy: X — R vadinama
Lagrange'4 funkcija Esant iSpildytom&.118teoremos prielaidoms] + m lyggiy

sistemos
( D1L(x,A\) = D1f(z) — 277, \jD1gj(x) = 0,

béL(x, A) = Dgf(x) = 3" AjDag;(x) =0,
Dy N) = —gi(z) =0, (2.76)

DaymL(x,\) = —gm(x) =0

14 Joseph Louis Lagrange — Zozefas Luji Lagranzas (1736—1813), pranclizy matematikas ir astronomas
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sprendimas leidZia rasfi funkcijos salyginio ekstremumo taskd su apribojimy aibe
M,. Butent sprendiny&c*, \) = (z7...,25,\1,...,\p) apib®Ziaz* koordinates.
Sio sprendinio sk&iai A1, . . ., \,,, vadinamiLagrangeo daugikliaiso pats ekstremumo
radimo metodas sprendzia 7€) sistema vadinamdsagrangeo daugikliy metodu

Jei funkcijosf ir g yra du kartus tolydziai diferencijuocjamos, tai ekstremumo tipa
galima nustatyti pagal kita teorema.

2.119 teorema.Sakykime, kad aib& c R? atvira, f: X — R yra i3 C? klases,
g: X = R™ 1 <m<d,yraisC?klasesz* € My, vektoriaiVg; (z*), ..., Vgm(z*)
yra tiesiSkai nepriklausomi, ir vektorivs € R™ yra toks, kad

VL,\(.%*) = (sz(a:*) - ZAjDigj(-T*)) =0.
j=1

Jei aibeje{z € R?: Jg(x*)z = 0} Lagrange funkcijos Hesse’s matricH L, (z*) yra
(a) teigiamai apibrézta, tat* yra f lokalusis minimumas aibej/;
(b) neigiamai apibrezta, tat* yra f lokalusis maksimumas aibejd,,;
(c) neapibrezta, tai:* néra f lokalusis ekstremumas aibejé,.
Kvadratin € forma Likusioje Sio skyriaus dalyje apib udinsime teigiamai agitas
kvadratines formas2(49apibezimas).

2.120 teorema.Tarkime, kadn € N, ir A yra simetrinén-tosios eilés kvadratine ma-
trica. Egzistuoja tokia euklidines erdv$ ortonormuota bazévy, . . ., v,) ir vektorius
(A1,-.., ) € R™, kad kiekvienank = 1,...,n,

Avp = A\vg.
Be to, galioja lygybées

mkin Me = min{ga(z)/|z*: € R"\ {0}} = min{qa(z): z € S 1},

kur S*~! yra erdveR" vienetine sfera. Analogiskos lygybes galioja, ki yra pakeis-
tasmax.

[rodymas. Jein = 1, tai A = [\] ir ga(z) = Az?, x € R. Siuo atveju teoremos teiginys
akivaizdziai teisingas. Teiginj bet kuriamjrodysime naudodami indukcija. Tarkime,
kadn > 2, teiginys teisingas bet kuriai — 1-osios eiés simetrinei kvadratinei matricai,
ir tegul A yra simetrire n-tosios eies kvadratig matrica.

ReiksnesR(x) := qa(x)/|x|? betkuriemse € R™\ {0} apibeZia funkcijaR: R™\
{0} — R. KadangiR(tx) = R(z) kiekvienamt > 0ir x € R" \ {0} (R yra pirmos
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eiles teigiamai homogeninfunkcija), visos funkcijosk reikSmes jgyjamos ant sferos
St = {z € R": |z| = 1}. Nesunku patikrinti, kad tolydi ir S"~! kompaktigka, ir
todel funkcija R jgyja minimalia reik3me kuriame nors taske € S"~! (2.65teorema).
Dar karta remiantis homogeniSkumu, vektoriysyra funkcijos R ekstremumo taskas
visoje jos apibezimo srityjeR™ \ {0}, kuri yra atvira aie. Naudojanti®.€.5 pratimo
teiginiu ir2.111teorema, galima jsitikinti, kad yra diferencijuojama ir

0 = VR(v,) = 24v, — 2(Av,-vp)vp,

t.y. Av, = Apuy, SUN, = Avyv, = R(v,) = inf{R(z): z € R™\ {0}}.

TegulV := {x € R™: z-v, = 0}. Nesunku jsitikinti tuo, kad/ yra (n — 1)-
matavimo tiesinisR” poaibis. TeguKu,...,u,—_1} yra ortonormuota bazerdeje V/
ir Q(uy) := € kiekvienamj € {1,...,n—1}, kur (¢) yra standartia baz euklidireje
erdwejeR"!. Tada funkcijaQ: V — R"~! yra tiesire ir bet kuriemse,y € V, z-y =
Q(z)-Q(y); tokia funkcija vadinama ortogonalia. Kadandiyra simetrire matrica,
kiekvienamz € V, galioja

Azx-vy, = z-Avy = Ap(2ov,) =0,

ir todel reikSmes L(z) := Az, x € V, apibezZia tiesine funkcijaL.: V — V. Vel
nesunku jsitikinti tuo, kad kompozicij& := QoLoQ': R*~! — R""! yra savi-
junge funkcija, ir tocl ja atitinkanti (n — 1)-eiles matricaB := [K]| yra simetrire.
Pagal indukcijos prielaida egzistuoja tokia euklignerdesR”~! ortonormuota baz
(D1, ..., Dp_1) ir vektorius(Ay, ..., A\,—1) € R*"!, kad kiekvienank = 1,...,n — 1,

By, = N\ 0.
Be to, galioja lygyle

1<rk]r1<in lAk = min {gg(u)/|[ul*: v e R\ {0}} = min {gp(u): ue S"?}.

Kiekvienamk = 1,...,n — 1, tegulvy, := Q1 (). Tada{v1, ..., v,_1} yra ortonor-
muota bag tiesireje erdeje V' ir

Avy, = LoQ ™! (0r) = QN (B) = Q™ (Tr) = M-
Tegulu € R*" Lir x := Q= (u) € V. KadangiQ~! = Q', |u| = || ir galioja lygybes
qp(u) = uw-K(u) = z-L(z) = qa(x).

Gauname, kad teoremos teiginys galioja bet kusidbsios eiks simetrinei kvadratinei
matricai. Remiantis indukcija, teorema galioja kiekvienam N . O

2.121 apibreztis. Tarkime, kadn € N ir A yra simetrire n-tosios eies kvadratie ma-
trica. Nenulinis vektoriug € R™ vadinamas matricod tikriniu vektoriumiir skaiCius
A € R vadinamas matricod tikrine reikSmejei Av = \v.
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2.122 iSvada.Tarkime, kadn € N, , A yra simetrinén-tosios eiles kvadratiné matri-
cairvy,...,v, yra matricosA ortogonal us vienetiniai tikriniai vektoriai. Bet kuriam
vektoriuiz € R™, kurio koordinatates atzvilgiuy, . . ., v, yraxy,. .., ,, galioja lygybée

ga(x) = Mai 4 - + Anzh;
Cia Ay, ..., \, yravektoriusvy, . . ., v, atitinkancios tikrines reikSmes.

2.123 lema.Tarkime, kad\q, . .., A, yran-tosios eiles kvadratines simetrines matricos
A tikrines reik8mes atitinkancios ortogonalius vienetinius tikrinius vektarus. . , vy,.
Tada

detd = AAg - /\n~

[rodymas. Tarkime, kad vektoriai; iSreiSkiami koordinamis (v, . . . , v,;) kiekvien-
am: = 1, e, . TeguIV = [Uji]- Kadangisz- = \iV;, tai AV = [)\ivjz’}- Tada

detd - detV = Ay --- )\, detV.

Kadangi vektoriaby, . . . , v, tiesiSkai nepriklausomi, tai d&t = 0. Tai jrodo lema. [
Bet kuriain-tosios eiés kvadratinei matrical = [a;;] ir kiekvienamk € {1,...,n}
tegul
ay; - Qalg
Ak R . (277)
ag1 akk

Ay, yrak-tosios eies kvadratie matrica, sudaryta iS matricaskairiojo virSutinio kam-
po elementy it4,, = A. Skatiai detd;, kK = 1, ..., n vadinami matricosi pagrindini-
ais minorais

2.124 teorema.Tarkime, kadn € N, ir A yra simetriné neiSsigimusi-tosios eiles
kvadratiné matrica. Atitinkama kvadratiné forma yra

(a) teigiamai apibrézta tada ir tik tada, kai déy, > 0 kiekvienaml < k < n;
(b) neigiamai apibrezta tada ir tik tada, k&i-1)*det4;, > 0 kiekvienam. < k < n;
(c) neapibrézta, je{a) ir (b) teiginiy salygos negalioja.

[rodymas. Teiginj (a) jrodysime su indukcijos pagalba. Kai= 1, teiginys yra aki-
vaizdus. Tarkime, kad teiginys teisingas bet kurjes— 1)-osios eies kvadratiBms
matricoms.

Pirmiausia tarkime, kad ddf, > 0 kiekvienamk = 1,...,n. Remiantis2.120
teorema, egzistuoja matricasortogonal us vienetiniai tikriniai vektoriai, . . . , v,, Su
atitinkamomis tikriemis reikSremis A, ..., \,. Dékal2.123lemos, A\ Ao -\, =

detd = detd,, > 0, ir todel visos reikSms\1, ..., A\, nelygios nuliui. Tada arba visos
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tikrines reikSnmés teigiamos, arba lyginis ju sKais yra neigiamos. Pirmuoju atveju,
remiantis2.120teorema ir jo2.122iSvada,g 4 ir A yra teigiamai apibaztos. Antruoju
atveju tarkime, kad\; ir A; yra neigiamos tikrigs reikSnés, ov; ir v; jas atitinkan-
tys tikriniai vektoriai. TegulR™ dvimatis tiesinis poerdvi¥” yra ailes{v;, v;} tiesinis
apvalkas. Tada bet kuriems= z;v; + xjv; € V, galioja

ga(z) = z-Ax = (zv; + xjv5)-(Nizivi + Ajzjvj)
= /\11'12 + )\Jl’? < 0,

t. y. ¢4 yra neigiama aieje V' \ {0}.
Tegul ¢,—1: R™! — R yra g4 susiaurinimas aége R"~!, t. y. bet kuriamz =
(z1,...,Tn-1) € R,

Gn_1(z) :=qa(z1,...,2,_1,0) = 2’ A*z = qa-(2);

Cia A* := A,,_; yra matrical2.77) suk = n — 1. Kadangi defi] = det4; > 0, ...,
detA; , = det4,,_; > 0, remiantis indukcine prielaiday,—; = g4~ yra teigiamai
apibrezta kvadratia forma. Bet tai yra priestara, nes aiig—! ir V' sankirtoje, kuriai
priklauso bent jau ties ¢, turety b uti ir teigiama ir neigiama. Remiantis Sia prieStara,
kvadratire formag4 neturi neigiamu tikriniy reikSmiy, ir toel yra teigiamai apil@zta.

AtvirkScCiai, tarkime, kad kvadratsnformag4 yra teigiamai apilzta; reikia jrodyti,
kad detd;, > 0 kiekvienamk. Tegul S"~! = {x € R": |z| = 1} yra sfera, oM yra
skatiy aibes {ga(z): = € S"~!} didZiausias apatiniseis. TadaM > 0 (kodel?).
Tegulg,: R¥ — R yrag, susiaurinimas a#geR”, t. y. bet kuriame = (x1,..., 1) €
R,

ar(z) == qa(z1, ..., 21,0,...,0) = 2" Apz = qa, (z);

Cia Ay yra matricaR.77). Tegulpuy, ..., ui yra matricosAy tikrines reikSnes, egzistuo-
jancios ceka2.120teoremos. Remiantis ta @ia teorema, kiekvienas;, > M, ir

detdy = ppg - > M* >0

remiantis2.123lema. Teiginio(a) jrodymas baigtas.
Teiginio (b) jrodymui tegulq*(z) := —qa(z), z € R". AiSku, kadg* = ¢_4
yra simetrire kvadrati® forma, og4 yra neigiamai apitaZta tada ir tik tada, kaj* yra
teigiamai apibezta. Remiantis pirmaja Sios teoremos dalimi, pastaroji salyga iSpildoma
tada ir tik tada, kai
0 < det(—A);, = (—1)*det4,,

kiekvienamk = 1, ..., n. Tai jrodo teiginj(b).

Galiausiai tarkime, kada) ir (b) teiginiy salygos negalioja. Remianfisl20teore-
ma, matricaA turi tikrines reikSmes\{, Ao, ..., \,,. Tada remianti2.123lema ir tuo,
kad matricaA yra neiSsigimusi det = A\ X\2--- )\, # 0, ir todel kiekviena tikrire
reikSme rera nulis. Jei visos tikries reikSngs yra teigiamos, tai remiants120teore-
ma ir teiginiu (a), galioja salyga det; > 0 kiekvienamk = 1,...,n. Tuo tarpu jei
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visos tikrires reikSngs yra neigiamos, tai remianfisl20teorema ir teiginiub), galioja
salyga(—1)*detd; > 0 kiekvienamk = 1,...,n. Kadangi matricad privalo tuéti
tiek teigiamuy, tiek neigiamuy tikriniy reikSmiy, dar karta remiagtis20teorema, galima
teigti, jog kvadratie formag4 neapibezta. Teoremos jrodymas baigtas. O

Pratimai
1. |rodytil2.122iSvada.

2. Tarkime, kad jgaubta funkcij# yra apibezta iSkiloje euklidies erdes aiteje.
|rodyti, kad aike visy tasky, kuriuosg jgyja globalyjj maksimuma, yra iskila.

3. Tarkime, kad grieztai jgaubta funkcijayra apibezta iSkiloje euklidigs erdes
aibeje. Jrodyti, kadf gali jgyti nedaugiau kaip viena globalyjj maksimuma.

4. Tarkime, kad jgaubta funkcijd@ yra apibeZta iSkiloje euklidigs erdes aileje
X. |rodyti, kad f jgyja globalyjj maksimuma taske* ¢ X tada ir tik tada, kai
Vf(z*)=0.

2.9 Pastabos ir papildoma literat ura

2.1skyrius  Siame skyriuje iSdstytas realiyjy skaiy apibezimas, naudojant racional-
iyjy skatiy Cauchysekas, buvo pasiulytddéray*® 1869 metais irCantorc® 1872
metais. Beveik tuo gau metu, bet Siek tiek kitokj realiyju ski&iy apibezima pasiel
Dedekin@s’ naudodamas jo vardu dabar vadinama pjuvjRadiro (1978) pirma
skyriy). Abu Sie apikgzimai yra pana$us tuo, kad nurodo realaustiske gavimo
metoda Zinant racionaliuosius s&is. VisiSkai kitokj, aksiomomis grindziama realiyjy
skatiy aibes su tam tikromis savmis, apibeZima 1900 metais pasélilbertas®.

Aibiy teorijos aksiomatika ir skaiy apibezimas remiantis aibiy konstrukcijomis
destomad€Endertoro knygoje. Protteris savo knygoje aptaria Siuolaiking aibiy teorija ir
jos problemas.

2.2 skyrius  Atitiktis f C X x Y yra apibeZta tik aiteje A(f) x R(f). Jei X #
A(f), tai aibeX galima pakeisti nekéiant p&ios atitikties. Norint iSvengti tokio aés
X nevienareikSmiSkumo, galima atitiktigsapibeZzima papildytif (z) := @ taSkuose
x € X \ A(f). Daugiau jvairiy fakty taip api@Ztoms atitiktims galima rasBerge[4]
knygoje.

Pagrindires Siuolaikies matematikos savokas iSsamiai nagjamosSichanovitaus
knygoije.

5Charles Méray (1835-1911), pranc uzy matematikas.

18Georg Cantor — Georgas Kantoras (1845-1918), iikimatematikas
YRichard Dedekind — Riardas Dedekindas (1831-1916), vakiematematikas
18David Hilbert — Davidas Hilbertas (1862—1943), vatiigmatematikas.
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2.4 skyrius Bet kuri aibles X poaibiy klag, kuriai galioje2.53teiginio (a), (b) ir (¢)
savyles, vadinamdopologija arbatopologine strukt ura Vadinasi ailes X atzvilgiu
atviry poaibiy klas Ox yra X aibes topologija. Ji dar vadinama metrine topologi-
ja, nes apikgZta remiantis euklidine metrika. diau topologija padeda nagéti ar-
tuma ailese, kuriose @ra metrikos, arba toje peje ailkeje nagriti nemetrizuojama
topologija. Tokios strukt uros taip pat naudojamos mategjatekonomikoje ir apzvel-
giamosAliprantiso ir Borderio knygoje.

2.8skyrius  Tikrinti matricos teigiama ar neigiama apdatuma specialioje adje nau-
dojamas Siek tiek swdingesnis kriterijus. Tegull = [a;;] € M™?ir B = [b;] €
M™*4, Kiekvienamk = 1,. .., d, tegul

Ap = | ir Bk = | oieeiiia..

Tegull < m < d. 1S nuliy sudaryta edlsm x m matrica pazyraje 0, kiekvienam

k=1,...,d—m, apibezkime nauja matrica
e 0 Bk (m+k)x (m+k)
Crak = [Bfnk A, ] eM : (2.78)

Toliau suformuluotas kriterijus taikomas nustatant salyginio ekstremumo pdlaudj
grange daugikliy metoduZ.119teorema). Tuo atveju matricayralLagrange funkci-
jos Hesse’s matrica, 0 matrida sudaro ekstremuma ribojéios funkcijos gradientas.
Todel apibeztoji matricaC,,,,, vadinamaapribotaja Hesse’s matricéangl. bordered
Hessian).

2.125 teorema.Tarkime, kadl < m < d, matricad € M%*? yra simetrine, oB €
M™*4 yra tokia, kad matricaB,,,, neissigimusi. Tada aibejéx € R?: Bx = 0}
matrica A yra

(a) teigiamai apibrezta tada ir tik tada, kdi-1)"detC,,,.x > 0,k =1,...,d — m;
(b) neigiamai apibrezta tada ir tik tada, kéi-1)*detC,, ., > 0,k =1,...,d — m.

Sia teorema jroelDebreu(1952).

1. Ch. D. Aliprantis and K. C. Border (1999)Infinite Dimensional Analysis. A
Hitchhikers’s GuideSecond edition. Springer.

2. G. Debreu (1952). Definite and Semidefinite Quadratic FoEnsnometrica20.

3. H. B. Enderton (1977Elements of Set Thearpicademic Press.
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4. M. Protter (2004)Set Theory and Its Philosophy: A Critical Introductic@xford
University Press.

5. V. Rudinas (1978)Matematinés analizés pagrindavlokslas, Vilnius.

6. Ju. A. Sichanod (1965). |vadas | Siuolaiking matematika. Pradines savokos
Nauka. (rusy kalba)



3 Skyrius

Individualus alternatyvuy
pasirinkimas

Keliai, kuriuos Sis skdiiavimas nueina, yra tikrumo vieskelis, kuriame negalima sutikti
nieko abejotino nei klaidingo, kas @il prota nukreipti nuo tiesos kelio. Kita didederyhe,
skirta vien matematikai!

Janas Sniadeckis, 1818.

Siame skyriuje nagrigiamas pasirinkimas tarp galimy alternatyvy. Alternatyvomis
gali b'uti preks, darboéga, paslaugos, akcijos ir kitognybes. Skyriaus rezultatai
toliau naudojami pasirinkimams prekiy rinkoje analizuoti. Pasirinkima tarp alternatyvuy
lemia jy naudingumas tam, kuris renkasi. Alternatyvy suteikiamas naudingumas gali
b uti skirtingas kiekvienam individui, tetlir nagrirejamas atskiro individo alternatyvy
pasirinkimas.

Ekonomikoje naudingumo savoka (angl. utility) apib udina alternatyvuy trokStamuma.
Naudingumas gali b uti vertinamas arba abga@is dydziais, arba santykiniu lyginimu.
Pirmuoju atveju naudingumas vadinamas kiekiniu (angl. cardinal utility), o antruoju —
santykiniu (angl. ordinal utility).3.1 skyrelyje nagriejamas santykinis naudingumas
iSreiSkiamas preferencijos savol&Z skyrelyje pereinama prie naudingumo funkcijos,
kuri atitinka kiekinj naudinguma.

Pries pradedant skaityti §j skyriu rekomenduojama susipazinti su aibiy teorijos ele-
mentais, iSdstytais2.1 skyrelyje.

3.1 Alternatyvy laukas

Racionalioji preferencija Tarkime, kadX yra aite, kurios elementus vadinsinad-
ternatyvomis Ekonomikoje postuluojama, jog vartotojas gali pasirinkti tarp bet kuriy
aibes X alternatyvy, t. y. apie bet kurias dvi alternatyvas jis gali pasakyti, kad viena is$
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ju yra ne blogesa uZ kita, arba viena is ju yra geré&suz kita, arba kad alternatyvos yra
tiesiog lygiaverés. Toks pasirinkimas yra iSreiSkiamaseaatbinariuoju sarySiu. Primin-
sime, jog binariuoju sarySiu vadinama bet kuri sutvarkytyjy gory), =,y € X, aibe
(2.1 skyrelis).

Alternatyvuy aiteje X nagriresime keleta binariyjy sarySiu, i$ kuriy vienas bus laiko-
mas pagrindiniu, o kiti iSvedami naudojant pagrindinj. Pagrindinis binarusis sarysis al-
ternatyvy ailje X toliau vadinamagpreferencijos sary3ti(angl. preference relation)
arba tiesiogoreferencija ir jj Zymime simboliu>. Tai reiSkia, kad- yra sutvarkytuju
pory aile, arba- C X x X. Paprastai vietojér, y) € = yraraSoma: = y ir sakoma,
kad .z yra ne blogesnis ug' arba galioja preferencija - y. Siekdami iSvengti galimos
painiavos, mes nenaudosime simboio PavyzdZiui, tarkime, kad aghX = {1,2, 3},

o preferencijar = y apibezia savyb x < y, t. y. mazas skaiusz yra ne blogiau uz
dideljy. Tada

-={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} C X x X.

Aibe X ir preferencija- joje sudaro poréX, ).

Kaip jau mireta, vartotojo pasirinkimy ekonongje analigje tariama, kad pref-
erencijos sarySiui galioja pilnumo ir tranzityvumo saegh@.17 apibeZimas). Sios
pasirinkimo savybs priskiriamos ,racionaliam” Zmogaus elgesiui.

3.1 apibreztis. Alternatyvy aites X preferencijos sarySis: vadinamagacionaliuoju
(angl. rational preference relation), jei jis yra pilnas ir tranzityvus binarusis sarysijs aib
X, t.y. galioja aksiomosgi.1 ir A.2:

(A.1) betkuriemse,y € X arbar > y, arbay = z, arba abi kartg
(A.2) betkuriemse,y,z € X, jeix = yiry = z, taix = z.

Jei alternatyvy aibs X preferencijos sarysis yra racionalus, tai por@X, ) vadinama
alternatyvy lauku

Nelygybe > realiyjy ska€iy aibeje R yra racionalus preferencijos sarySis, o tai
reiSkia, kad pordR, >) yra alternatyvy laukas. Tuo tarpu grieZta nelygybir lygybe
= realiyjy skatiy aibeje R neapibeZia racionaliosios preferencijos (l&@). Euklid-
ingje erdejeRY, ¢ > 1, pakoordindiui apibezta nelygyk > (Zr. (2.29) taip pat rera
racionalus preferencijos sarySis.Cia@u Sioje aije racionalus yra auwelinis preferen-
cijos sarySis/3.1.1 pratimas):

3.2 apibreztis. Tarkime, kadX yra euklidires erdesR¢, ¢ > 1, poaibis. Aites X
preferencijos sarySis ; vadinamasabéeceliniu(angl. lexicographical), jei bet kuriems

1I§itas binariajam sarySiui nusakyti ekonomikoje naudojamas termingsigmenybe
2Cia galioja silpnoji disjunkcija: i$ dviejy galimy atvejy jvykdomu laikomas bent vienas.
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x=(r1,...,xp) € Xiry=(y1,...,y0) € X, x = ytadair tik tada, kai galioja

x1 >y arba
xr1 =1y ir xg9 > yo arba

xy =y ir -+ irxy_q1 =yp_1 ir xy >y, arba
T =1y.

Abeceliné preferencija atitinka tvarka, naudojama rikiuojant literat uros sarasa pagal
akecele. T&iau ji gali tukti ir ekonoming prasme, kaip rodo toks pavyzdys. Tarkime,
kad alternatyvy abyraX = Ri, o vektoriusz € X nurodo prekiy poros kiekj; tik-
sliau, jo pirmoji koordinag nurodo degties kiekj, o antroji duonos kiekj. Tokiu atveju
preferencijar =, y tarpz ir y reiSkia, kad prioritetas teikiamas degtinei, o jei deggin
yra tas pats kiekis tai tada renkamasi daugiau duonos.

Kitas pavyzdys rodo, jog bet kuri funkcija su realiosiomis reikgms nat uraliai
nusako tvarka savo ap#afimo srityje.

3.3 apibreztis. Tarkime, kadX yra alternatyvy aib, ou: X — R yra funkcija. Bet
kuriemsz,y € X sakysime, kad: =, v, jei u(x) > u(y). Tokiu atveju funkcijau
vadinsimenaudingumo funkcijgsavo apibezimo aileje nusakatia preferencija-,,.

Remiantis tuo, kad> nelygytke realiyjy skaiiy aibeje R yra tiesinis pustvarkinys
(pilnas, tranzityvus ir antisimetriSkas sarysis), nesunku patiki&iZ pratimas), jog
naudingumo funkcijos nusakyta preferencija yra racionali.

Alternatyvy aileje X turint preferencijos sary$t, matematikoje jprastu b udu api-
breziami kiti du susije binarieji sarySiai.

3.4 apibreztis. Tegul X yra alternatyvuy aié, kurioje apibezta preferencija-.

(a) Grieztosios preferencijosarySiu vadinamas binarusis sarysis- X x X, visiems
x,y € X apibeziamas taip
Ty, jei x=y ir oy =a). (3.1)

X .

Grieztoji preferencijac - y taip pat iSreiSkiama zodziais:,yra geresnis uz*;
(b) IndiferentiSkumearysiu vadinamas binarusis sarySis- X x X, visiemsz, y €

X apibreziamas taip

T ~y, jei -y ir yrx (3.2)

IndiferentiSkumas: ~ y taip pat iSreiSkiamas Zodziais jr y yra lygiavetiai“
arba ,z-as yra pakdiiamasy-u".
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Pastebsime, kadr - y ir x ~ y kartu rera galimi bet kuriems, y € X. Remiantis
Sio skyrelio8 pratimu, racionaliajai preferencijai sarySisc = y galioja tada ir tik tada,
kai arbax > y, arbax ~ y. Kitaip tariant, racionalioji preferencija reiSkia arba griezta
preferencija, arba indiferentiSkuma.

Nesunku jsitikinti 8.1:3 pratimas), kad plok3tumoje? akeczline grieztoji preferen-
cijax >, y galioja tada ir tik tada, kai teisinga viena i$ dviejuy salygl). x; > y; arba
(2) 21 = y1 Ir zo > yo; 0 akecelinis indiferentiSkumas ~;, y galioja tada ir tik tada,
kaix = y.

Tarkime, kad pord X, ) yra alternatyvy laukas, t. y. alternatyvy @#X preferen-
cijos sarySis- yra racionalus. Remiantis Sio skyrebar |4 pratimais, indiferentiSkumo
sarySis~ yra refleksyvus, tranzityvus ir simetrinis. Toks binarusis sarySis vadinamas
ekvivalentumacsarySiu .18 apibezimas). Kiekvienam: € X ekvivalentumo klase
[z] :={y € X: y ~ x} vadinsimeindiferentiSkumo aibeRemiantis2.19teiginiu, bet
kurios dvi indiferentiSkumo aiis arba nesikerta, arba sutampa. Jei preferencijos sarysis
~ yra antisimetriSkas, tdic] = {z} kiekvienamz € X. ISvengiant trivialaus atvejo,
toliau tariama, kad egzistuoja tokiey € X, kadx > y.

Kitas teiginys papildo racionaliojo preferencijos sarySio tranzityvumo savybe.

3.5 teiginys. Tarkime, kad X, ) yra alternatyvy laukas, ir alternatyvomsy, z i5 X
galioja preferencijosr > y ir y = z. GrieZta preferencijar - z galioja, jei galioja
bent viena iS grieZtyjy preferenciju - y arbay > z.

[rodymas. Tarkime prieSingai: galioja bent viena iS grieztyjy preferengiji+ y arba
y = z, bet grieztoji preferencija > z negalioja. Tokiu atveju, remianti3.1/7 pra-
timu, galioja preferencija = x. Remiantis preferencijos sarySio tranzityvumu ir lemos
prielaidomis galime tvirtinti, kad yra galimos preferencips- x ir z > y. Kartu su
lemos prielaida tai reiSkia, kad galioja~ x ir z ~ y. Vadinasi, ®ra galima nei: > v,
neiy >~ z (kodel?). Si priestara jrodo, kad galioja griezta preferencija z; tai ir
reikejo jrodyti. O

Pasirinkimo aibe Sakykime, kad- yra alternatyvy aibs X preferencijos sarysis ir
B C X. Aibes B alternatyvar vadinsimeoptimalia, jei ji yra ne blogesa uz kiekviena

kita Sios ailes alternatyva, t. y. jei = z visiemsz € B. Aibées B optimalios alter-

natyvos sudaro aibe

C(B):=C(B;»):={zxeB: (Vz€ B)[z = z]}. (3.3)

Si aibe gali b'uti ir tugia. Toliau Siame skyrelyje nurodysime keleta pakankamy salygy,
kada optimaliy alternatyvy agbyra netuia. JeiC(B) # o, tai optimaliy alternatyvy
aibeC(B) vadinsimepasirinkimo aibe

Kitame skyriuje, spresdami vartotojo optimalaus pasirinkimo problema, naudosime
pasirinkimo aibes i§ biudZeto aibi@.@5), t. y. naudosime aibes

D(p,w) := C(B(p,w); =) ={z € B(p,w): (Vz € Bp,w))lx = 2]}, (3.4
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3.1 . Pasirinkimas iS biudzeto ails

kai p yra kainy sistema, @ yra vartotojo pradinio turto kaina. Pavyzdziui, mus domins
pasirinkimas i$ biudzZeto a@s B(p,w) = {z € R%: px < w} C R% = X, kurios
piesinys pavaizduot&s1paveiksle. Siame piesinyje taip pat pavaizduota indiferentisku-
mo aike I, lieCianti biudZeto aibg3 viename taske, kuris ir yra vienintelis optimalus
pasirinkimas:C(B) = {o}.

Netrukus parodysime, kad optimalios alternatyvos visada guli agsditasto, jei
kiekvienos alternatyvos bet kurioje aplinkoje galima rasti geresne alternatyva. Kitaip
tariant, jei alternatyvuy laukas turi tokia savybe:

3.6 apibreZztis. Sakykime, kadX yra euklidires erdes aile, o| - | yra euklidires erdes
norma. Alternatyvy laukagX, ) vadinamadokaliai nepasotinamiangl. local nonsa-
tiation), jei duotiems: € X ir e > 0 egzistuoja tokia alternatywac X, kad|z —y| < €
ir y = x. Alternatyvy laukag X, =) vadinamasepasotinamyjei kiekvienamz € X
egzistuoja tokia alternatyvac X, kady > x.

Dabar galime jrodyti keleta svarbiy savybiy apie optimalias alternatyvas.

3.7 teiginys. Tarkime, kad- yra preferencija alternatyvy aibej&, ir B yra netuscias
X poaibis.

(a) Visos pasirinkimo aibé€'( B; ) alternatyvos priklauso tai paciai indiferentiSku-
mo aibei.

(b) Jei (X, ) yra alternatyvy laukas, tai aibejé nera alternatyvy, kurios b uty
geresnés uz pasirinkimo aibég B; ) alternatyvas.

(c) Jei X yra euklidinés erdves aibe ir alternatyvy lauk@s, ) yra lokaliai nepa-
sotinamas, tai aibe® vidiniai X atzvilgiu tasSkai nepriklauso pasirinkimo aibei
C(B;»).
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[rodymas. (a): Tegulz,y € C(B;>). Tadax = yiry = x, t.y. x ~ y.

(b): Jeiz € B,x € C(B) ir z > x, taiz = z > x. Remiantis3.5teiginiu,z > x, 0
to negali b'uti3.1/5 pratimas).

(c): Tegulz € B yra vidinis X atzvilgiu taskas. Tada egzistuoja toks atvifds
aibéje rutulysB, su centru taske, kuris yraB poaibis. Remiantis lokaliuoju nepasoti-
namumu, egzistuoja toks € B,, kady > x. Remiantis ka tik jrodytu teiginiyp),

x & C(B; ). O

Preferencijos sarysis jgalina rinktis optimalias alternatyvas i$ bet kurio alternatyvuy
poaibio. T&iau realiame gyvenime preferencijos sary&@sanzinomas. Toal svarbu
apraSyti proced ura, jgalinda nustatyti patj preferencijos sarysj. Kitas teiginys rodo,
kad preferencijos sarySio Zinojimas yra ekvivalentus visy pasirinkimo aibiy i$ dviejuy
elementy zinojimui.

3.8 teiginys. Sakykime, kad yra alternatyvy aibes pilnasis preferencijos sarysis ir
z,y € X. Tada yra teisinga

(a) grieztoji preferencijar - y galioja tada ir tik tada, kaiC' ({z,y}) = {z};
(b) indiferentiSkumas ~ y galioja tada ir tik tada, kaiC'({z,y}) = {z,y};
(c) pasirinkimo aibeC'({x, y}) yra netuscia.

[rodymas. [rodysime tik(a) teiginj. Kity dvieju teiginiy jrodymas toks pat elementarus
ir paliekamas skaitytojui. Taigi tarkime, kad galioja grieztoji preferencija y. Remi-
antis grieztosios preferencijos apiirmu ir preferencijos pilnumw; = y ir z = z, t. y.
x € C({z,y}). Jeiy € C({z,y}), taiy = z, kas prieStarauja prielaidai > y (3.1/7
pratimas). Toél C'({z,y}) = {z}.

Dabar tarkime atvirk&ai, kadC'({x,y}) = {z}. Pagal prielaidag ¢ C({z,y})
iry = y. Todel -y » z]. Kadangi, be tox = y, taiz > y. Teiginio jrodymas
baigtas. O

Kaip mineta, Sis teiginys rodo, kad pasirinkimo aibiy iS5 dvieju elementy Zinojimas
igalina nustatyti preferencijos sarysj. Savo ruoztu, preferencijos sarySis jgalifdaanks
minetu b udu nustatyti pasirinkimo aibes i$ bet kuriy alternatyvy poaibtiad & esras
neatsakyta | klausima: kada pasirinkimo &itis nustatomas preferencijos sarysis yra
racionalus? Sio klausimo nagéjamas atidedamas Ri4 skyrelio.

Tolydus alternatyvy laukas Tarkime, kad(X, =) yra alternatyvy laukasy € X,
y € X, 0 (xk) ir (yx) yra X aibes elementy sudarytos alternatyvy sekos. Toliau mus
domins tokia preferencijos savyb

jeivk €N, xp =y, beixy —ziryp —ykaik — oo, tai z>y. (3.5)
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Tai yra toliau apibeZiamo tolydaus alternatyvy lauko saeybTolydumo apibeZimui
reikalinga X aibes metrie struktura, kuria turi euklidinerdwe R¢. Todel toliau na-
grinesime euklidies erdes alternatyvy aibes. Tokiu atveju atstumas tarp vektoriy api-
bréZiamas euklidies normog - | pagalba, o tolydumui apib udinti naudojamos atviryjy
ir uzdaryjy aibiy Seimos.

Priminsime pagrindines su tolydumu susijusias savokas. Batirira ail@ euklid-
ingje erdejeR’ yra atviras rutulys:

B(z,r):={y eR" Jy—z| <r} sucentrur € R’ ir spinduliur > 0.
Tegul alternatyvy ai® X yra euklidires erdesR’ poaibis ir teguk: € X. Aibée
By =B(z,r)NX ={ye X: [z —y| <r}

yra atviras rutulys aigje X su centrur. AibesX poaibisA vadinamasatviru aibesX
atzvilgiy, arbaatviru aibéje X, jei kiekvienamz € A galima rasti tokj atvirajj rutulj
B, aibéje X su centruz, kuris yra A poaibis. Bet kuris atviras( atzvilgiu poaibis,
kuriam priklausar € X, vadinamas: aplinka aibésX atzvilgiu Aibés X poaibisB
vadinamasuzdaru aibesX atzvilgiy, arbauzdaru aibejeX, jei jo papildinys aileje X
yra atvirasX atzvilgiu. Priminsime, kad a#ds X poaibisB yra uZzdaras tada ir tik tada,
kai aibeiB priklauso visi tieB aibés ribiniai taskai, kurie priklaus& ,t.y. z € B, jei

z =limyg_, 21 2 € X ir 2, € B visiemsk (2.55teiginys).

Svarbu nepamirsti, jog apiettos savokos priklauso nuo alternatyvyesixX'. Tai
iliustruoja pavyzdys su intervald = [0, 1). JeiX = R, = [0, +o0) yra neneigiamyjy
realiyjy skatiy aike, tai A yra atviraX aibes atzvilgiu. JeiX = R yra visa realiyjuy
skatiy aibe, tai X atzvilgiu A néra nei atvira, nei uzdara. Siuos skirtumas galima ig-
noruoti tuo atveju, kai alternatyvy aityra visa euklidig erde.

Dabar jau esame pasiruoSe apitr tolydujj alternatyvy lauka.

3.9 apibreztis. Sakykime, kad alternatyvy a&bX yra euklidires erdes poaibis su pref-
erencija>-. Sia preferencija vadinsintelydZia jei kiekvienamz € X, aibes

Lz)={yeX:y=z} ir Rxz)={yeX: x>y} (3.6)

yra uzdaros aije X . Jei preferencija yra tolydi ir racionali, tai porg X, ) vadinsime
tolydziuoju alternatyvy lauku.

Tegul alternatyvy ails X preferencija— yra pilna. Naudojanti8.1/7 pratimu gal-
ima jsitikinti, kad aites L(z) = {y € X: y > x} papildinys aildje X yra aite
{y € X: z > y},0aibesR(z) = {y € X: z > y} papildinys ailgje X yra aile
{y € X: y > x}. Todel pilnoji preferencija- yra tolydi tada ir tik tada, kai kiekvien-
amz € X aibes

{yeX:y=a} ir {yeX: z>y}
yra atviros aileje X. Alternatyvy lauko(X, >) tolydumas yra preferencijos sawb
kuriai galioja B.5). Tai iSplaukia i$ toliau jrodomc8.10teoremog(b) teiginio ir2.55
teiginio apie uzdarosios as ribinius taskus.
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3.10 teorema. Tarkime, kadX aibés preferencija- yra pilna. Teiginiai(a), (b) ir (c)
yra ekvivalent us

(a) preferencijax- yra tolydi;
(b) aibéeF :={(z,y) € X x X: x = y} yra uzdara Dekarto sandaugoj€é x X

(c) jeixz,y € X ir x > y, tai egzistuoja tokia: aplinka U, atzvilgiu X ir y aplinka
U, atzvilgiuX, kadU, N Uy, = @ir u > v visiemsu € U, ir v € U,,.

[rodymas. Implikacijai (¢) = (b) jrodyti tarkime, kad teisinga&c) teiginys, oG yra
aibe tokiy pory(z,y) € X x X, kurioms galioja grieZtoji preferencija >~ y. Jei
(z,y) € G, tai remiantis(c) teiginiu egzistuoja tokigz,y) aplinkaV := U, x U,
atzvilgiu X x X, kadu > v visiems(u,v) € V, t.y.V C G. Tai reiSkia, kad yra
atvira aileje X x X . Remiantis Sio skyreli@ pratimu,F' yraG papildinys aileje X x X,
ir todel galioja(b).

[rodysime, kad(b) = (a). Tarkime, kad galiojgb) teiginys irxz € X. Nesunku
pastelti, kadL(z) = {y € X: (y,z) € F}ir R(z) = {y € X: (z,y) € F}. Jei
yn € L(z),y € X iry, — y, tai(yp,x) € Fir (yn,z) — (y,x). KadangiF yra
uZdara, tai remianti®.55teiginiu (y, ) € F,irtodely € L(x), t. y. L(x) yra uZzdara
aibeje X. SimetriSkai jrodoma, kadk(x) yra uzdara aigje X. Kadangiz € X yra
laisvai pasirinktas elementas, tai) teiginys yra teisingas.

Liko jrodyti, kad (a) = (c). Tarkime, kadz,y € X ir x > y. Remiantis3.15
pratimu,z # y. Jei egzistuoja toks € X, kadz > z > y, tai tequlU, := {u €
X:u > zbirUy .= {ve X: z > wv}. Tadax € U, ir U, yra atvira aileje X,
nes ji yra uzdaros aés{u € X: z > u} papildinys aieje X (3.1/7 pratimas). Tas
pats argumentas galioja ir aib&j,. Jei aitesU,. ir U, turety bendra elementa, tai
jam galioty sarySisv = w (3.1.6 pratimas), kuris yra nejmanoma3.15 pratimas).
Dabar tarkime, kad awA := {z € X: = > z > y} yra tu€ia. Tuo atveju tegul
Up={ue X:u>y}tirU,:={veX:x>wv} AiSku, kadz € U, iry € U,.
Kadangi preferencija tolydi pagal prielaida, abi a#gsU,, ir U, yra atviros aileje X.
Tegulu € U, ir v € U,. Tarkime, kad—[u > v]. Tada, remianti$.1/7 pratimu,
x > v = u > y, kas prieStarauja tam, kadl = . Taigi galiojau > v. Tas pats
argumentas jrodo, kald, N U, = @, ir baigia(c) teiginio jrodyma. O

Remiantis Sios teoremds) teiginiu lengva pastedti, kad alealinis preferencijos
sarysis/B.2pavyzdys) era tolydus. IS tikro, atveja= 2, (1,1) >, (1,0), bet kiekvien-
as rutulys su centr(il, 1) turi vektoriyu € R?, kuriam(1,0) >, u.

Toliau parodoma, kad kompaktiSkoje alternatyvuyegdbegzistuoja optimali alter-
natyva jei preferencija yra racionali ir tolydi.

3.11 teorema. Sakykime, kadX, >) yra tolydus alternatyvy laukas B yra netuscias
kompaktinisX poaibis. Tada pasirinkimo aib€'(B) yra netuscia ir kompaktiska.
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[rodymas. Naudojantis'8.6) Zymejimu, pasirinkimo aib

C(B)= ({yeB: y=a}=()[L(x)nBl. (3.7)
zeB reB
Kadangi bet kurios uZdaryjuy aibiy Seimos sankirta yra uz#agd {eiginys), oL(z)N B
yra uZzdara kiekvienam, tai C(B) yra uZzdara aieje X . Be to,C(B) yra kompaktiska,
nes ji yra kompaktiskos aés B uZzdaras poaibis. |rodysime, k&t B) yra netusia.
Tarkime, kadry, ..., x, € B. Remiantis preferencijos sarysio racionalumu ir baig-

tine matematine indukcija pasirinkimo @il6’({z1, ..., z,}) yra netusia, t. y. tarp al-
ternatyvyzy, . . ., x, €gzistuoja bent viena neblogesuz visas kitas alternatyvea®.1.12
pratimas). Tarkime, kad optimali yra alternatywa t. y. x,, = x; visiems: = 1,...,p.
Remiantis preferencijos tranzityvundi(x,) C L(z;) visiemsi = 1,...,p. Tada aibiy
sankirtan_, [L(x;) N B] = L(x,) N B yra netusia. Kadangi alternatyvas,, . .., z, €
B yra laisvai pasirinktos, tai uzdaryjy aibiy Seimdsz)NB: x € B} bet kuri baigtire
sankirta yra netu8a, t. y. Seima{L(x) N B: x € B} turi baigtines sankirtos savybe.
Remiantis2.59teorema ir aibs B kompaktiSkumu, i$ to iSplaukia, ka®.7) lygybes
deSire pu® yra netusia, kas ir jrodo, kad’( B) yra netusia. O

Pratimai
1. Jrodyti, kad aleceline preferencija-;, yra racionali 8.2 apibreZzimas), bet ara
tolydi.
2. |rodyti, kad naudingumo funkcija nusakoma preferencija,, yra racionali 8.3
apibezimas).
3. Charakterizuoti adxeling griezta preferencij& ; ir abecelinj indiferentiSkuma
~, alternatyvy aikjeR?, kaip tai yra teigiama p8.4 apibezimo.

4. Tarkime, kad aies X preferencijos santykis yra pilnas. |rodyti, kad indiferen-
tiSkumo santykis- yra refleksyvus ir simetrinis.
5. |rodyti, kad bet kurianx € X nera galima grieZta preferencija- x.

6. Jei ailes X preferencijos santykis- yra tranzityvus, tai tranzityv us yra grieztos
preferencijos santykis ir indiferentiSkumo santykis-.

7. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. |rodyti, kad bet kuriems
z,y € X, grieZta preferencija - y teisinga tada ir tik tada, kaily = x].

8. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. |rodyti, kad bet kuriems
x,y € X preferencijar > y teisinga tada ir tik tada, kai arha>- y, arbaz ~ y.

9. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. |rodyti, kad bet kuriems
z,y € X indiferentiSkumasc ~ y teisingas tada ir tik tada, kaijx > y] ir
—ly - .
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10. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. [rodyti, kad bet kuriems
xz,y € X arbax > y, arbay > z.

11. |rodytil3.8teiginio (b) ir (c) savybes.

12. Alternatyvy lauka X, =) bet kurioje baigtigje alternatyvy aibje {z1,...,zp}
egzistuoja optimali alternatyva, t. y. pasirinkimo @i®'({x1,...,z,}) yra ne-
tuia.

3.2 Naudingumo funkcija

Siame skyrelyje nagrigjamas kiekinis naudingumas, t. y. nagjamas preferencijos
sarySis—,,, nusakomas naudingumo funkcija(3.3 apibrezimas). Kai kuriais atvejais
patogiau tirti skaitines reikSmes jgyjéa funkcijaw, negu tiesiogiai tirti Sia funkci-
ja nusakoma preferencija,. Todeél svarbu nustatyti, kada preferencijos sarySis yra
iSreiSkiamas naudingumo funkcija, ir jei taip yra, nustatyti atitikima tarp naudingumo
funkcijoswu ir ja nusakomo preferencijos sarysiq, savybiu.

Kadangi naudingumo funkcijog: X — R nusakoma preferencija, yra visada
racionali 3.1/2 pratimas), toliau bus kalbama tik apie alternatyvy laukus.

3.12 apibreztis. Tegul (X, ») yra alternatyvy laukas iz: X — R yra naudingumo
funkcija. Jei- = >, tai sakysime, kadX, >) yraiSreiSkiamas naudingumo funkcija
u, arba kadu yra alternatyvy laukd X, =) naudingumo funkcija.

Tarkime, kad alternatyvy aitje turime racionalyjj preferencijos sarysj. Klausimas:
ar toks sarysis visada iSreiSkiamas naudingumo funkcija? Bendru atveju atsakymas |
§j klausima yra neigiamas. Tai iSplaukia i$ kito teiginio, prisimenant, kaaadibis
preferencijos sarysis yra racional31/1 pratimas).

3.13 teiginys. Tarkime, kad- 7, yra abecelinis preferencijos sarysis aib&é. Neegzis-
tuoja tokia funkcijau: R? — R, kad>, = >7.

[rodymas. Tarkime priedingaixu: R? — R yra tokia funkcija, kad-, = >r. Remi-
antis3.2.2 ir 3.1/3 pratimais, bet kuriems = (21, z2),y = (y1,y2) € R?

u(z) > u(y) = Ty
& xm>y o aba [z =y iras >y |

Tada kiekvienamt € R, u(t,1) > wu(t,0). Atsizvelgiant | racionaliyjy sk&iy aibes
tirStuma realiyjy skdiy aikeje 2.26lema), aite J; := (u(t,0),u(t, 1)) NQ yra netusia
kiekvienamt € R. Remiantis rinkimo aksiomé(8 aksioma), egzistuoja tokia funkcija
f: R — Q, kad f(t) € J; kiekvienamt € R. Funkcijaf yra injekcija. IS tikro, bet
kuriemss,t € R, jei s > ¢, tai(s,0) >, (¢t,1) ir u(s,0) > u(t,1). Kadangi ailes.J; ir
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Jy nesikerta, tajf (s) # f(t). Tokiu b udu nustame bijekcija tarp realiyjy skéiy aibes
R ir racionaliyjy skatiy poaibiof[R] C Q.

Racionaliyjy skaiiy aibe Q yra skait? (jrodyti). Todel skaitus yra jos poaibig[R]
(jrodyti). Gavome, kad realiyjy sk&iy aibe R yra skaiti. To negali b uti. Norint tuo
jsitikinti pakanka jrodyti, kad intervala@), 1) nera skaitus. Tarkime prieSingai, t. y.
visus realiuosius skaius Siame intervale galime sunumerueti as, . ... UzraSykime
Siuos skatius deSimtaine sistema

ar = 0,an1a12a13. ..

Qo = 0, a21a92a23 . . .

ir sudarykime nauja skéiy 3 := 0, b1bobs ..., kur kiekvienash, € {1,...,8}, by #
a1, ba # ag irt. t. Tadap € (0,1) ir nesutampa nei su vienu. PrieStaravimas
jrodo, kad intervalag0, 1) néra skaitus, ir toél visa realiyjy skaiy aibe R nera skaiti -
priesingai tam, ka gavome. Si priestara jrodo teigini. O

Jei alternatyvy laukas iSreiSkiamas tolydZiaja naudingumo funkcija, tai jis yra toly-
dus. IS tikro, sakykime, kad yra alternatyvy laukq X, =) naudingumo funkcija.
Kiekvienamz € X ir r := u(z) € R, turime lygybes

{ ut[r,+o0)] ={z€ X: u(z) 2r}={z€ X: z =12} = L(x) (3.8)
ut[(—oo,r]] ={z € X: u(z) <r} ={z € X: 2=z} = R(z). '
Kadangi intervalajr, +o0) ir (—oo, 7] yra uzdari realiyjy sk&iy aibeje, tai remiantis
2.63c) teiginiu, jei funkcijau yra tolydi, tai visos Sios a#és yra uzdaros kiekvienam
x € X, ir todel alternatyvy lauka&X, »-) yra tolydus.

Alternatyvuy aibeiX esant euklidias erdes aibe teisingas atvirk®s teiginys, vad-
inamasDebreu teorema

3.14 teorema. Sakykime, kadX yra euklidines erdves poaibis, o alternatyvy laukas
(X, =) yra tolydus. Tada jis yra iSreiSkiamas tolydZiaja naudingumo funkcija.

Sios Debreu teoremos jrodymasra lengvas, jis pateikiamss skyrelyje. Toe!
verta praéti nuo paprastesnio teiginio jrodymo. B utent jrodysime,laidtinesalter-
natyvy aies racionalusis preferencijos sarysis visada iSreiSkiamas naudingumo funkcija.

3.15 teiginys. Sakykime, kad yra baigtine alternatyvy aibe. Tada kiekvienas alter-
natyvy laukag X, ») yra iSreiSkiamas naudingumo funkcija.

3Aibe A yra skaiti, jei egzistuoja bijekcija targ ir natUraliyjy skdiy aibesN, t. y. jei visus aies A
elementus galima sunumeruoti.
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[rodymas. Sakykime, kad aibs X preferencija> yra racionali. Kiekvienam: € X
aibe R(z) = {z € X: = = z} yra baigtire; jos elementy skéiy pazynekimeu(z) :=
#R(x). Tai, kad Siomis reikS@mis apibeZta funkcijau: X — R yra alternatyvy lauko
(X, ») naudingumo funkcija jrodysime naudodami8si.3 pratimu. Tegule,y € X.

IS pradziy tarkime, kad - y. Parodysime, kad(x) > u(y). Jeiz € R(y) yra bet
kuris elementas, tai remiantis preferencijos tranzityvumd z, t. y. z € R(x). Tokiu
buduR(z) D R(y), ir todel u(x) > u(y).

Dabar tarkime, kad: >~ y. Parodysime, kad(z) > u(y). Kaip ir ankstesniame
Zingsnyje gauname, kafl(z) D R(y). Remiantis3.1/7 pratimu, galioja-[y > z].
Todel z € R(z) betx ¢ R(y). Kitaip tariantu(x) = #R(z) > #R(y) = u(y). Tokiu
budu lygyk = = =, teisinga remianti8.2/3 pratimu; tai ir reilejo jrodyti. O

Jei alternatyvy aibs preferencija iSreiSkiama naudingumo funkcija, tai tokia funkcija
néra vieninted. Pavyzdziui, jeiu yra naudingumo funkcija, tai ta pa preferencija
iSreiskia ir funkcijosu + 1, u3, e® ir t. t. Sie pavyzdziai rodo, jog naudingumo funkcijos
kompozicija su didjartia funkcija nusako ta @@ preferencija. Toliau apib udinsime
visas tas funkcijas, kurios nusako ta patj preferencijos sarys;.

Tegulu yra alternatyvy laukd X, =) naudingumo funkcija, o jos reikSmiy a&je
u[X] C R apibeZta funkcijap: u[X] — R yra dicejanti, t. y. grieZtai monoton&
funkcija. Tada kompozicijgoou yra to paties alternatyvy laukX, >) naudingumo
funkcija (3.24 pratimas). Teisingas ir atvirkias teiginys, jog bet kurios dvi ta patj
alternatyvy lauka iSreiski@os naudingumo funkcijos yra susijusios funkcijy kompozi-
cija. Tiksliau, galioja teiginys:

3.16 teiginys. Sakykime, kad,, v: X — R yra funkcijos, iru yra alternatyvy lauko
(X, ») naudingumo funkcija. Tadataip pat yra(X, >) naudingumo funkcija tada ir
tik tada, kai egzistuoja tokia didéjanti funkcija u[X] — R, kadv = pou.

[rodymas. Atsizvelgiant | ankstesnes pastabas, pakanka jrodyti tik implikacija ,tada".
Tarkime, kadu ir v yra dvi to paties alternatyvy laukoX, =) naudingumo funkcijos.
Pakanka jrodyti, jog egzistuoja tokia @j@nti funkcijap: u[X] — R, kadv = pou.

IS tikryjuy, kiekvienamr € u[X] C R, tegulp(r) := v(x); Ciax yra bet kuris aibs
I(r) := u=l[r] :== {z € X: u(x) = r} elementas. Toks apibtimas yra korektidkas,
kadangil(r) yra alternatyvy laukd@ X, =) indiferentiSkumo aib, ov yra preferencija

~ iSreiSkianti naudingumo funkcija pagal prielaida. Be to, funkgijgra dicejanti: jei

s,t € u[X]ir s > t, tai remiantis3.2.2 pratimu,z > y bet kuriemse € I(s), y € I(t),
irtodel o(s) = v(z) > v(y) = ¢(t). Pagaliau, lygybv(z) = ¢(u(x)) teisinga visiems

x € X pagaly apibezima, kas jrodo teigin;. O

3.14 teorema sako, jog tolydus euklidis erdes alternatyvy laukas iSreiSkiamas
tolydzia naudingumo funkcija. Bet ne visos naudingumo funkcijos, iSrei§laarolydu
alternatyvy lauka, yra tolydzios. Tolydziosios funkcijos kompozicija sejdidia, bet
tr'ukia funkcija iSreiSkia ta patj alternatyvy lauka, bet neprivalo b uti tolydi.
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Kalbant apie vartojima ekonongje analizje dazniausiai naudojama naudingumo
funkcijau su reikSnémis
u(x) == aftaf? - ayt (3.9)

kiekvienamz = (x1,...,2) € RS, kurag, i = 1,...,¢, yra teigiamieji skaiiai. Si
funkcija vadinamaCobln-Douglas® naudingumo funkcija. Pasinaud@el6 teiginiu
didejartiai funkcijai p(u) = u'/®, o = Zle oy, galime tarti, kad3.9) iSraiSkoje
Zle a; = 1. Aibéje vektoriyz € RfH, kuriy visos koordinads teigiamos, galima
logaritmuoti B.9) deSine puse. Gauta funkcija

v(z) :=arlnzy 4+ -+ aglnxy, m:(xl,...,mg)eRﬂJr,

iSreiSkia ta patj alternatyvy lauka, kaip@oblo-Dougla naudingumo funkcija remi-
antis ka tik jrodytu3.16teiginiu, nes logaritmas yra grieZtai monotoniska funkcija.

Pratimai

1. Tegulu: X — R yra aibes X naudingumo funkcija. |rodyti, kad bet kuriems
z,y € X,z =, ytadair tik tada, kai.(x) > u(y), ox ~, y tada ir tik tada, kai

u(@) = u(y).

2. Funkcijau: X — R yra alternatyvy laukd X, =) naudingumo funkcija tada
ir tik tada, kai galioja teiginys: visiems,y € X, y > z tada ir tik tada, kai

3. Funkcijau: X — R yra alternatyvy laukd X, >) naudingumo funkcija tada ir
tik tada, kai iSpildyta(a) ir (b):

(a) visiemsz,y € X, jeiy = ztaiu(y) > u(z);
(b) visiemsz,y € X, jeiy = ztaiu(y) > u(z).

4. Tegulu yra alternatyvy lauk@X, >) naudingumo funkcija, @: u[X] — R yra
didejanti funkcija. |rodyti, kad kompozicijaou yra to paties alternatyvy lauko
(X, =) naudingumo funkcija.

3.3 ISkilumas ir monotoniSkumas

Kaip ir ankiau, Siame skyrelyje tariama, kad alternatyviga¥byra euklidires erdes
R¢ poaibis.

“Paul Howard Douglas buvo XX amiiaﬁ‘sikagos universiteto ekonomistas, o Charles W. Cobb buvo
vieno Amerikos koledZo matematikas.
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I3kilumas Siame vadoglyje aptariamas ekonomikos pusiausvyros egzistavimo jrody-
mas remiasi toliau apibziama preferencijos iSkilumo savybe. Priminsime, kaé &b
vadinamaiskila, jei kartu su bet kuriais Sios @bk elementais ir y, aibei X taip pat
priklauso juy iSkilieji dariniaiAz + (1 — \)y kiekvienamA € (0,1). Greta alternatyvy
aibes iskilumo kartais bus naudojamos ir kitos, toliau agimmos, alternatyvuy lauko
savyles.

3.17 apibreztis. Tarkime, kad alternatyvy agX c R’ yra iSkila. Alternatyvy laukas
(X, =) vadinamas

(a) iSkilu, jei bet kuriemse,y, z € X iSto, kady > x ir z = x, gauname\y + (1 —
)z = x visiems\ € (0, 1);

(b) grieztai iSkily jei bet kuriemse,y,z € X iSto, kady = =, z = ziry # z,
gauname\y + (1 — A\)z > x visiems\ € (0,1).

Nesunku matyti, kad alternatyvy lauk@X, ) yra iSkilas tada ir tik tada, kai agb
L(z) = {# € X: z = z} yra iSkila visiemsz € X. Be kita ko, alternatyvy lauko
iSkilumas reiSkia, kad dviejy indiferentiSky alternatyvu iSkilasis darinys yra ne blogesnis
uz kiekviena jy atskirai. Tai iSplaukia i$ kitos lem(@ds savyles.

3.18 lema. Tarkime, kad alternatyvy aib& C R’ yra iskila. Alternatyvy laukgX, >)
savybéga), (b) ir (c) yra ekvivalencios

(a) (X,>)yraiskilag
(b) betkuriemse,y € X, jeiy = z, tai \y + (1 — \)x = « kiekvienam\ € [0, 1];
(c) aibé{z € X: z > z} yraiSkila visiems: € X.

[rodymas. (a) = (b): Jeix,y € Xiry = z, taiz,y € {z € X: z = z} = L(x).
KadangiL(x) aibé yra iskila, tai\y + (1 — \)a € L(z) kiekvienam\ € [0, 1]. IS Cia ir
iSplaukia(b) savyte.

(b) = (c): Tegul € [0,1]. lrodysime, kad i§ > x ir z > x iSplaukialy + (1 —
)z = x. Remiantis pilnumo aksioma.1, galioja arba > y, arbay = z. Pirmu atveju
(b) salygos ékaiz+ (1 —\)y = y. Remiantis3.5teiginiu, iS pastarojo sarysSio¥ > z
gauname, kadz + (1 — \)y > x. Antru atveju ta pati iSvada iSplaukia analogiskai
pasinaudojus tuo, kad > z. Taigi jrodeme savybéc).

(¢) = (a): Tarkime, kad savyd(a) neteisinga. Tada egzistuoja tokios alternatyvos
z,y,z € Xir A € (0,1), kadz = z,y > x, betAz + (1 — \)y > z neteisinga. Tada
naudojantis3.1/7 pratimo teiginiu, teisingas > Az + (1 — \)y sarySis. Remianti8.5
teiginiu, i$ Sio sarySio kartu su = x iSplaukia sarySis > Az + (1 — \)y. Tas pats
argumentas sy vietoje z leidZia tvirtinti, kady = Az + (1 — \)y. Remiantis savybe
(c), tada yra teisingas sarySis + (1 — \)y = Az + (1 — \)y, kuris prieStarauj8.15
pratimo teiginiui. Vadinasi savy(a) teisinga.3.18lemos jrodymas baigtas. O
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Neretai alternatyvy lauko savybes galima apib udinti jj iSrei§kisnnaudingumo
funkcijos savyemis. Taip yra ir su alternatyvy lauko iSkilumu; tokia jj iSreiSkienrs
naudingumo funkcijos savghyra kvazi—jgaubtumas (22.104 ¢) apibezima).

3.19 teiginys. Sakykime, kad aib& c R’ yra i3kila ir alternatyvy laukag X, >) yra
iSreiSkiamas naudingumo funkcija X — R. Tada galioja(a) ir (b):

(a) (X, ) yraiSkilas tada ir tik tada, kai: yra kvazi—jgaubta
(b) (X, >) yra grieztaiiSkilas tada ir tik tada, kai yra grieZtai kvazi—jgaubta.

[rodymas. [rodysime tik pirmajj teiginj, o antrojo teiginio jrodymas paliekamas skaity-
tojui. Tegul alternatyvy laukagX, =) yra iSkilas, teguk,y € X ir A € (0,1). Remi-
antis preferencijos pilnumu galioja arba>> y, arbay = x. Pirmu atveju, remiantis
3.18b) lema, gaunamaz + (1 — \)y = y. Kadangi laukas iSreiSkiamas naudingumo
funkcija, iSCia iSplaukia nelygybes

u(Az + (1= A)y) = u(y) = min{u(z), u(y)}.

Antru atveju panaSiai gauname taCganelygybe tarp pastarosios iSnaSos kairiosios ir
desiniosios pusiy. Taigi naudingumo funkcija yra kvazi—jgaubta.

AtvirkSCiai, tegulu yra kvazi—jgaubtag,y,z € X,y = z, z = zir A € (0,1).
Kadangi alternatyvy laukaSX, ) iSreiSkiamas naudingumo funkcija tai u(y) >
u(zx)ir u(z) > u(z). Tada

u(Ay + (1= A)z) = minf{u(y), u(2)} = u(z),
ir todel Ay + (1 — \)z = z, t. y. preferencija yra iSkila. O

Pirmajame skyrelyje par@mne, kad pasirinkimo a&(3.3) tam tikrais atvejais yra
netu€ia ir kompaktiska3.11teorema). Dabar parodysime, kad ja sudaro vienintelis
elementas, jei alternatyvy laukas yra grieZtai iSkilas.

3.20 teiginys. Tarkime, kad alternatyvy laukdsX, =) yra tolydus ir iSkilas. Taip pat
tarkime, kadB yra netusCias, kompaktiSkas ir iSkilas aib€goaibis. Tada galiojga)
ir (b):

(a) Pasirinkimo aib&”'(B) yra netuS€ia, kompaktiska ir iSkila.

(b) Jei, be to,( X, =) yra grieztai iSkilas, tai pasirinkimo aibe sudaro vienintelis ele-
mentas.

[rodymas.3.11teoremos dka jau Zinome, kad pasirinkimo &ilo’(B) yra netusia ir
kompaktiSka. Parodysime, kad ji yra iSkila. Teguly € C(B) ir A € (0,1). Kadangi
B yra iSkila, tai iSkilas darinys:, := Az + (1 — \)y € B. Kadangiy optimalus, tai
remiantis3.18b) lemax, = z. Remiantisz optimalumuxz > z kiekvienamz € B.
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Preferencijos tranzityvumas leidzia teigti, kag = z kiekvienamz € B, t.y. x) €
C(B), kas jrodo teiginja).

(b) teiginio jrodymui tegul( X, >) yra grieZtai iSkilas. Tarkime, kad egzistuoja dvi
skirtingos alternatyvos, y € C(B). Tada iSkilasis darinys, , = (1/2)z + (1/2)y €
Bir /5 = x remiantis preferencijos grieztuoju iskilumu, o tai prieStarsujgb) teig-
iniui. Taigi teiginys(b) taip pat jrodytas. O

MonotoniSkumas Toliau aptariama preferencijos saeyhuri akivaizdzia ekonomine
interpretacija. Yp@, kai alternatyvomis yraarybes — kuo jy daugiau, tuo geriau.

Alternatyvykiekio (o ne suteikiamo naudingumo) lyginimas eukliej@erdeje gali
b uti iSreikstas jprasta nelygybe tarp vektoriy. Butent, tarp euddigiresR’ vektoriy
x = (x1,...,2¢0)iry = (y1,...,ye) yra apibeztas binarusis sarysis> v, jei x; > y;
visiemsi = 1, ...,/ (Sis sarySis @ra pilnas, jel > 1).

3.21 apibreztis. Aibes X c R’ alternatyvy laukagX, >) vadinamassilpnai mono-
tonisky jei bet kuriemse, y € X iS nelygylesx > y iSplaukia preferencija > y. Jei

iS nelygybiuz > y ir x # y iSplaukia griezta preferencija - y, tai alternatyvy laukas
(X, ») vadinamasstipriai monotonisku

Nesunku pastetii, kad stipriai monotoniSkas alternatyvy laukas taip pat yra silpnai
monotoniskas. T@au atvirk€iai neb utinai yra teisinga. PavyzdZiui, teglt) = 1o,
kaiz = (z1,22) € Ri. Jeiz = (z1,22) > y = (y1,y2), tai

u(z) = z1x2 > Y1y2 = u(y).

Tai rodo, kad alternatyvuy laukas iSreiSkiamas naudingumo funkgjja silpnai mono-
toniSkas. Kita vertug,2,0) > (1,0) ir (2,0) # (1,0), betu(2,0) = 0 = u(1,0). Taigi
Sis laukas @ra stipriai monotoniskas.

Kaip jau buvo mireta, preferencijos sarysio stipriojo monotoniSkumo savybe galima
interpretuoti kaip individo goduma: nepriklausomai nuo esamo gsrdygmens, bet
koks alternatyvuy rinkinio padajimas suteikia grieZtai stipresnj pasitenkinima.

Tarkime, kad> yra alternatyvuy aibsRﬁ preferencijos sarySis ir := (1,...,1) €
RY yra vienetinis vektorius. Kiekvienam € R’ tegul

us-(z) :==sup{r > 0: x =re=(r,...,7)}; (3.10)

¢ia naudojamas supremumni®.17) apibezimas. Parodysime, kad- yra alternatyvy
lauka (Rﬁ,t) iSreiSkianti naudingumo funkcija, jei Sis yra tolydus ir stipriai mono-
toniskas.

3.22 teorema. Sakykime, kad alternatyvuy Iauké[@ﬁ, ») yra tolydus ir stipriai mono-
toniskas. Tadg3.10) apibrézia funkcijaus : Rﬁ — R4, kuri yra tolydi alternatyvy
lauko (RS, =) naudingumo funkcija.
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[rodymas. Pirmiausia parodysime, kad &b/ (z) := {r > 0: x > re} yra netusia ir
aprezta. Tarkime, kad € Rﬂ. Kadangiz > 0 (= Oe), tai remiantis alternatyvy lauko
silpnuoju monotoniSkumu > 0. Todel aibe U (z) yra netugia. Parodysime, kad Si ab
yra apezta. Jei ne, tai kiekvienam n € U(z), t. y. = = ne. Be to, visiems: pakanka-
mai dideliemsyne > x ir ne # x. Todel ne > = remiantis grieztuoju monotoniSkumu.
Taigi egzistuoja toks, kadz > ne > x. Bet remiantis3.5 teiginiu, gauname prieStara
x > x (3.15 pratimas), jrodantj, kai (z) aibe apezta. To@lus () =supU(x) € R
ir (3.10 korektiSkai apibezia funkcijau- : R‘i — R,

Pirmiausia parodysime, kad kiekvienamne Rﬂ

ux-(z)e ~ . (3.11)

IS tikro, tegulz € RY. Kadangi ail2 R(z) = {y € R} : z = y} uzdaraus-(z)e €
R(x), t.y. 2 > ux(z)e. IS kitos pugs, kiekviename > 0, [ux-(z) + €|le € R(z).
Remiantis3.1/7 pratimu,[us (z)+¢€]e > x. Tuo labiau kiekvienam > 0, [us (x)+e€le €
L(z) = {y € RY: y = z}. Dabar atsizvelgiant | aés L (z) uzdarumaus (z)e € L(z),
t.y. u-(x)e = z, kas jrodo 8.11).
Tai, kaduy yra alternatyvy laukdR?, , =) naudingumo funkcija, parodysime nau-

dodamiesB.212 pratimu. Teguk,y € RY. Jeiux(z) > us(y), tai remiantis8.13) ir
lauko stipriuoju monotoniskumu, turime

z = ux(z)e = u-(y)e = y.

IS Cia gauname: - y, remiantis3.5teiginiu. Atvirkiai, jeiz > y, tai remiantis'8.11),
turime
us(xz)e = x =y = ux=(y)e.

IS Cia gaunameu-(z)e >~ u-(y)e, velgi remiantis tuo péiu 3.5 teiginiu. Jei b uty
us-(z) < us(y), tai gautume prieStara paskutinei iSvadai atsiZzvelgiant | lauko silpna
monotoniSkuma. Taa us-(z) > u-(y) atsizvelgiant j realiyjy skaiy aibes trichotomi-
jos savybe. Remiant8.2.2 pratimu, u.- yra alternatyvy Iaukc{Rﬂ, ) naudingumo
funkcija.

Liko jrodyti funkcijos us- tolyduma. Remiantis Sios funkcijos ap@dimu, kiekvien-
amt € R galioja lygykest = us(te),

{z €RY: us(2) >t} = {z € RY: x> te} = L(te)

{x e RL: ux(2) <t} ={z €RL: te = x} = R(te).

Kaip ir (3.8) sarysiy atveju, remiantis lauko tolydumu gauname funkaijogolyduma.
Teoremos jrodymas baigtas. O

Praeito skyrelio pabaigoje ap@é#meCobtn-Dougla® naudingumo funkcija. To-
liau apzvelgsime Sios ir keletos kity naudingumo funkcijy agtho alternatyvy lauko
savybes.
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Tobulieji pakaitai Sakykime, kad realieji skéiai a > 0 ir b > 0. Naudingumo
funkcijosu su reikSn@mis

w(z) = awi +bry,  x = (x1,22) € RY, (3.12)

apibreztas alternatyvuy Iauka(ﬁ%{%r,zu) vadinamastobulaisiais pakaitais Sio alter-
natyvy lauko indiferentiSkumo agb

I(c) :={r € R:: u(z) =c} = {(x1,22) € RL: amy +bra =c}, c>0,

yra atkarpa, kurios posvyris (angl. slope) yra pastovus dydis/b) nesxzs = ¢/b —
(a/b)z1. Alternatyvos, priklausaiios tai p&iai indiferentiSkumo aibei, yra vienodai
vertinamos naudingumo prasme, ir ébdjali b uti viena pakéiama kita. Alternatyvas
interpretuojant grybemis, dviejy @rybiu kiekiai sudaro tobulyjy pakaituy lauka, jei var-
totojas sutinka viena i$ jy keisti kitpastoviusantykiu. Siuo atveju jei,y € I(c), tai
xo—y2 = —(a/b)(x1—y1), t. y. vienos @rybes pasikeitimas atstoja kitos pasikeitima tuo
paCiu santykiua/b. Pavyzdziui, kau = b = 1, vienodai geistinamomis alternatyvomis
galety b uti skirtingu spalvy pieStuky poros, t. y. nesvarbu ju spalva, bet svarbu ju kiekis.
Sio alternatyvy lauko indiferentiSkumo aibg sudaro tokios alternatgwas:,) € R%,
kad z1 + o = const. Apskritai, tobulieji pakaitai yra iSkilas bet ne grieZtai iSkilas
alternatyvy laukas.

Tobulieji papildiniai  Sakykime, kad realieji skéiai > 0 ir b > 0. Naudingumo
funkcijosu su reikSn@mis

u(z) = min{az1, bra}, @ = (x1,22) € RE, (3.13)

apibeztas alternatyvy laukd®? , -,,) vadinamagobulaisiais papildiniais Alternaty-
vas interpretuojantgrybemis, tobulieji papildiniai yragrybes, kurios visada vartojamos
kartu ir pastoviu santykiu. Kai = b = 1, tokiy gerybiy pavyzdziu ga&tuy b uti deSin-
iosios ir kairiosios kojos batai. Siuo atvej8.13 naudingumo funkcija iSreiSkiamas
preferencijos sarysis nurodo, kad vartotoja domina tik maksimalus iiSz2 sudaryty
pory skatius. Apskritai tobulieji papildiniai taip pat yra iSkilas, bet ne grieztai iSkilas
alternatyvy laukas. Kaipaliau matysime,3.13) taip pat naudojama gamybos funkcijai
apibrezti vadinamosiokeontiefo technologijos atveju.

Cobbo-Douglaso naudingumo funkcija Sakykime, kad realieji skéiaic > 0ir d >
0. Naudingumo funkcija: su reikSnemis

u(z) = zfas, x = (11,22) € RY, (3.14)

yra funkcijos 8.9) atskiras atvejis ir jos apib¢tas alternatyvy lauka®? , -,,) vadi-
namasCoblo-Dougla® alternatyvu lauku. Kaip Zinome &16teiginio, monotoniska
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naudingumo funkcijos transformacija negiei alternatyvy lauko. Pa&ke naudingumo
funkcija laipsniul/(c + d) ir pazynejee := ¢/(c + d) € (0,1), gauname ta patj alter-
natyvy lauka, iSreiksta tokia naudingumo funkcija:

v(z) =xizyc,  x=(x1,72) €ER]. (3.15)

Tai reiSkia, kad naudingumo funkcijo8.04) iSraiSkoje laipsnius galima taip pakeisti,
kad ju suma buty lydi. (3.14 naudingumo funkcija taip pat yra naudojama gamybos
funkcijai apibezti vadinamosio€oblo-Dougla® technologijos atveju.

CES naudingumo funkcija Sakykime, kad realieji skéiaia > 0,b > 0ir0 < p <
oo. Pastovios transformacijos elastingumo, arba CES naudingumo funkcija (angl. the
constant elasticity of substitution) yra

u(z) = [az] + bab] l/p, x = (z1,72) € R3. (3.16)

Kai p = 1, gauname tobulyjy pakaity naudingumo funkc8alg).

Ribine pakeitimo norma Tarkime, kad alternatyvy laukgsY, =) yra atviroji euk-
lidines eres aile, t. y. atviroji aile vektoriyxz = (x1,...,xy), kuriy koordinaés in-
terpretuojamos kaip prekiy kiekiai, ir skirtingos koordiemtitinka skirtingas prekes.
Tarkime, kad, §j lauka iSreiskianti naudingumo funkeijgra C* klases funkcija aike-

je X. Bet kuriami € {1,...,/¢} ir bet kuriam prekiy vektoriu € X, i-taja preke
atitinkartiu ribiniu naudingumuangl. marginal utility) vadinsime naudingumo funkci-
josi-taja daling iSvestine taske(2.75apibezimas)

MU;(x) := (Diu)(x).

Pagal ekonoming interpretacija Sis dydis yra papildomas naudingumas, gaunamas is
prekes papildomo vieneto. Bet kuriems skirtingiemyg € {1,...,¢} ir bet kuriam

prekiy vektoriuixz € X, i-taja ir j-taja prekes atitinkataribine pakeitimo normdang|.
marginal rate of substitution) vadinsime atitinkamuy prekiy ribiniy naudingumuy santykj

_ MUi(x) _ (Diu)(z)

RPN;j(x) = MU (z) N (Dju)(z)

(3.17)

Interpretuojant §j dydj sakoma, kad jis apib udhtasios preks kiekj, reikalinga kom-
pensuoti vartotojui uz atsisakymatosios prelkes kiekio taip, kad naudingumo lygis is-
likty nepakites.

|[domus yra ribies pakeitimo normo$PN;;(z) elgesys vektoriuic kintant taip,
kad naudingumas(z) iSlieka pastovus, o kinta tik koordiresdz; ir =;. Todel papras-
tumo celei toliau tarsime, kad = 2 ir X = R?H yra aike vektoriy su teigiamomis
koordinaémis. Bet kuriant € u[X] C R aibe

I,(c):={x € X: u(x) =c}
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T2

0 T

3.2 .Vienodo naudingumo aé

vadinamavienodo naudingumo aibarbaindiferentiSkumo aibeTegulc € u[X]. Jei
egzistuoja tokia funkcijg,: Ry — Ry, kadu(t, f.(t)) = c kiekvienamt > 0, tai ja
vadinsime naudingumo funkcijas vienodo naudingumo kreiyarbaindiferentiSkumo
kreive atitinkantia lygj c. Salygas kada tokia funkcija egzistuoja, nurodo globaliosios
neiSreiksties funkcijos teorema. Pavyzdziui, jeiyra Cobln-Dougla® naudingumo
funkcija

u(z) =282y, oz =(v1,22) €RT,, a€(0,1),

tai jos vienodo naudingumo kredyatitinkanti lygjc > 0, yra funkcija
fe(t) = M/ ma)ga/(=a), t>0.

Taigi vienodo naudingumo kredvf, iSreiSkia priklausomybe tarp koorditig x1 ir x4,
vektoriviz = (z1,x2) € X kintant taip, kadu(z) = c.

Tarkime, kad vienodo naudingumo krew yra diferencijuojamos savo aiimo
srityje, ir tequlz(t) := (¢, f(t)), t > 0. Kadangiu(z(t)) = (uox)(t) = ¢, tai remiantis
kompozicijos diferencijavimo taisykl@(44), gauname

0 = D(uoz)(t) = (D1u)(x(t)) + (Dau)(x(t)) D fe(t)
su kievienut > 0. I1SreiSkeD f.(t) ir prisimine ribing pakeitimo normé(17)

(D1u)(x(t))
(Dou)(x(t))

Dabar tarkime, kad vienodo naudingumo keswra du kartus diferencijuojamos
savo apibezimo srityje. Remiantis gauta formul8.18), antroji ivesti@ D?f, > 0
intervale (0, o), tada ir tik tada, kai funkcijo$ — RPN (z(t)) pirmoji iSvestire yra
neteigiama, t. y. digjant argumentui, funkcij N P(z(-)) mazja. Ekonomikoje Sis
ribinés pakeitimo normaos kitimas vadinanrédsnes pakeitimo normos mazejinfang!.

Dfe(t) = - = —RPNo(x(t)). (3.18)
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decreasing marginal rate of substitution). Sis faktas interpretuojamas taigjartighir-
mosios preks kiekiui, vartotojas yra linkes atsisakyti vis mazesnio jo kiekio tam, kad jo
naudingumas b uty kompensuojamas antrosioegiakkiu. Tai paaiSkinama tuo, kad
vis daugiau vartojant tos pas preles, santykinai ji suteikia vis maZziau naudingumo.
Parogme, kad ribig pakeitimo norma ma&ja tada ir tik tada, kai vienodo naudingu-
mo kreives antroji iSvestia yra neneigiama. Remian@s107b) iSvada, taip yra tada ir
tik tada, kai vienodo naudingumo kréiyra iSkila. Kitas teiginys sako, jog tai yra ek-
vivalentu alternatyvy lauko iSkilumui. B utent visi Sie faktai sieja vatige naudojama
preferencijos iSkilumo salyga su intuityviai suprantamu vartotojo elgesiu.

3.23 teiginys. Tarkime, kad silpnai monotoniSkas alternatyvy laukas >) iSreiSkia-
mas naudingumo funkcija: X — R, o {f.: ¢ € u[X]} yra jos indiferentiSkumo
kreiviy Seima. Alternatyvy laukds\, =) yra iSkilas tada ir tik tada, kai kiekvienam
fe yraiskila.

[rodymas. Tegul f. yra iSkila kiekvienanr € u[X]. Remiantis3.19teiginiu, pakanka
parodyti, kadu yra kvazi—jgaubta. Tegu; = (z1,y1) € X, 22 = (z2,22) € X

ir ¢ := min{u(z1),u(z2)}. Galime tarti, kadu(z;) = cir u(z2) > ¢. Tuo atveju

y1 = fe(x1) ir yo > fo(x2) (kodel?). Naudodami preferencijos silpnajj monotoniSkuma
ir f. iSkiluma, kiekvienam\ € (0, 1), gauname

u(Az1 + (1 = N)z2) > u(Axy + (1 — Nz, Afe(x — 1) + (1 — A) fe(z2))

> u(Azy + (1 = Nz, fe(Az1 + (1 = N)x2)) = ¢ = min{u(z1),u(z2)}.

Taigi u yra kvazi—jgaubta.
AtvirksCiai, tegul dabar alternatyvy laukéX’, >) yra iSkilas, bet egzistuoja toks
c € u[X], kad f, nera iSkila funkcija. Tada galima rasti tokius, zo € R4 ir A € (0, 1),
kad
fe(@x) > AMe(@1) + (1= A) fe(z2);

Ciazy = Ar1 + (1 — \)zo yra iSkilas darinys. Remiantis preferencijos grieztuoju
monotoniSkumu, naudingumo funkcijos kvazi—jgaubtum®L2:2 pratimu, gauname

¢ =u(xy, fe(xn)) > u(@r, Afe(z1) + (1 = A) fe(z2))
> min{u(z1, fo(21)), u(x2, fe(x2))} = c.
Si priestara jrodd’, iskiluma bet kuriame € u[X] ir tuo paiu visa teiginj. O
Pratimai
1. |rodyti3.19b) teigini.

2. |rodyti, kad B.12) naudingumo funkcija apileZtas tobulyjy pakaity alternatyvuy
Iaukas(Ri, ~) yra tolydus, stipriai monotoniskas, iskilas, bet ne grieZtai iskilas.
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3. [rodyti, kad tobulyjy papildiniy alternatyvy lauké®? , =) yra tolydus, silpnai
monotoniskas, bet ne stipriai monotoniskas, iskilas, bet ne grieztai iskilas.

4. |rodyti, kadCoblo-Dougla® alternatyvy laukagR? . , -,,) yra tolydus, stipriai
monotoniSkas, lokaliai nepasotinamas ir grieZtai iSkilas. (Jrodant pastaraja savybe
galima naudotis3.15) iSraiSka, funkcijos: — u, 0 < € < 1, jgaubtumu ir tuo,

kad iSab > 1 iSplaukiaa + b > 2.)

5. |rodyti, kad CES naudingumo funkcijc8.0€) parametrup — 0 riboje gaunama
Coblo-Dougla® naudingumo funkcijé3. 15 sue = a/(a + b).

6. |rodyti, kad CES naudingumo funkcija ap#itas alternatyvy laukd®? , =) yra
tolydus, stipriai monotoniSkas, lokaliai nepasotinamas ir grieztai iSkilag) kai
p <L

7. Alternatyvy ailes X c R' preferencijos sary3is vadinamasnonotonidkujei
bet kuriemsz,y € X ir y > x galioja griezta preferencijg > x; Ciay =
(y;) > (z;) = x reiSkiay; > x; su kievienui. [rodyti, jog tranzityvus, lokaliai
nepasotinamas ir silpnai monotoniskas preferencijos sarySis yra monotoniskas.

3.4 Atskleistoji preferencija

Ankstesniuose skyreliuose ap##@me ir nagrigjome racionalujj preferencijos sarys;j.
Zinant individo preferencijas, nesunku apibudinti jo pasirinkimus. Kaip ir dauguma
kity ekonomikos teorijos savoku, preferencijos sarysis apib udina tai, kas iSreiksta for-
ma tikroweje neegzistuoja. & to prasminga klausti: kaip nustatyti preferencijos sarysj
stebint individo elgesj? Be to, koks turi b uti pasirinkimas, kad jj atitinkanti preferencija
b uty racionali?

Atsakydami j Siuos klausimus naudosisituo, kad i$ principo galima stetfindivi-
do pasirinkimus i$ jvairiy alternatyvy rinkiniy. Zinant tokiy pasirinkimy rezultatus, gal-
ima tiketis nustatyti steftajj pasirinkima atitinkantj preferencijos sarysj. Tokia prefer-
encijos rekonstrukcija yra vadinanasskleistosios preferencijos analig@ngl. revealed
preference analysis).

Vartotojo elgsenos modeliavimas reiskia jo elgesio apib udinima visais jsivaizduoja-
mais atvejais. Tokiam elgesiui apib udinti toliau Siame skyrelyje negjrite parinkti-
mi vadinama atitiktj, apiteziama pasirinkimo a#mis ir nustatysime salygas tam, kad
atskleistoji preferencija b uty racionali.

Parinkties struktura 13 pradZiy tarkime, kad alternatyvy lauk@s, ~) yra Zinomas,
o pasirinkimo aile C'(B; =) apibeZzta B.3) lygybe. Noedami iSskirti atvejus, kai pref-
erencija Zzinoma i$ anksto, toliau Sia aibe &gime su Zvaigzdute:

Ci[B]:=C*(B;=):={zeB: VyeB)z>-y]}CB (3.19)
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su bet kuria alternatyvy aibB C X. Remiantis3.11teorema, jei alternatyvy laukas
(X, >) yra tolydus, o aib B C X yra netusia ir kompaktire, tai pasirinkimo aie
C¥[B] yra netusia. Sakykime, kad* Zymi alternatyvy aibs X visy netusiyjy kom-
paktidkyjy poaibiy klase, kuri yra laipsts ailesP (X ) poaibis @.5 aksioma), d X, >)
yra tolydusis alternatyvy laukas. TadaI9 pasirinkimo ailes apibezia tai, ka vadin-
sime parinktimi. Tiksliau kalbant, atitiktis i®(X) | X su priskirtimi
C: =Ci[-]: B~ Cy[B]=C*(B;»)Cc X, BebB" (3.20)

yra parinktis. Priminsime, jog atitiktimi vadiname bet kurj aibiy Dekarto sandaugos,
Siuo atvejuP (X)) x X, netugiajj poaibj, oB* yra Sios atitikties apit@zimo sritis (2r2.2
skyrelj). Jei kiekvienanB € B* jos vaizdaC? [ B] sudaro tik vienas aés X elementas,
tai atitiktis C yra funkcija, apibezta aileje B*, o teiginys3.2((b) formuluoja salygas,
kada taip yra. Pastaruoju atveju kiekvien&e B* yra apibezta funkcijos”; reiksne,
zymimaCy (B) = z € X, skirtingai nuo jos vaizd®; [B] = {z} ¢ X.

Kitame apibeZime jau @ra reikalaujama, kad preferencija b uty Zinoma i$ anksto.

3.24 apibreztis. Sakykime, kadX yra alternatyvy aie, 03 — netug€iy X poaibiy klag.
Parinktimi(angl. choice) vadinsime tokia atitikdj i5 P (X) | X su apibezimo sritimis3,
kurios vaizdag’[B] C B kiekvienamB < 5. Tokia pora(B, C') vadinamaX parinkties
strukt uraangl. choice structure).

Atskleistieji preferencijos sarySiai Sakykime, kad alternatyvy abs X parinkties
strukturg B, C') yra Zinoma. Yra keletas b udy @@ X apibeZti preferencijos sarysj
vartojant duotaja parinkties strukt ura.

Pirmuoju b udu preferencijos sarySis ap#iamas taip. Aibs X alternatyvy pora
x,y ir poaibj B € B susiesime sarySiu, Zymimu >}, y, jeiz,y € Bir x € C[B].
Sakysime, kad alternatyvomsy € X parinkties strukt uréB, C') atskleidzia prefer-
encijos sarysizymimaxz >* y, jei egzistuoja tokia ab B € B, kadz >3 y. Kitaip
tariant, alternatyvoms, y € X

x>y tadairtik tada, kai (3B € B)[z =} y].

Zodziais 3 sarysj iSreikdime taip: ,atskleist@sant neblogesniu uz.

Kitas preferencijos sarysio atskleidimo b'udas gaunamas prisig@tesiginj. B'u-
tent, alternatyvoms, y € X parinkties strukt urgs, C) atskleidzia preferencijos sarysj
x =5y, jei{z,y} € Birz € C[{z,y}|. Kitaip tariant, alternatyvoms, y € X

x5y tadairtiktada, kai B:={z,y} € B ir xz>py.

Zymejimas=} atspindi tai, kad preferencijos sary3j atskleidZia pasirinkimas tik i3 dviejy
alternatyvy. Ar pastarieji du preferencijos agbimo b udai sutampa?

Bandant atsakyti | §j klausima, pirmiausia tarkime, kad alternaty\gjeit yra api-
breztas racionalusis preferencijos sarysj tai reiSkia, kad turime parinkties strukt ura
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(B*,CL), kuri atskleidZia kitus du preferencijos sarySii$ir =*. Remiantis mietuo-
jul3.8 teiginiu, =5 = > (kodel?). Be to, nesunku matyti, kad jei >3 y, taix =* y
bet kuriemsz, y € X. AtvirksCiai, tarkime, kad parinkties strukt upg”, C.) atsklei-
dzZia preferencijos sarysj =* y. Tada egzistuoja tokia a&B € B*, kadx,y € B ir
r e CL [B], 0 i§ to gauname, kad > y. Todel apriori turint racionalyjj preferencijos
sarysj, visi trys nagrieti preferencijos sarySiai sutampa.

TaCiau bendru atveju, abiem b udais apitr atskleistieji preferencijos sarysiai yra
skirtingi, kaip rodo toks pavyzdys. Sakykime, k&d = {x,y, z} ir parinktis C' api-
breziama lygylemis:

{2z} = Cl{z,y}l, {y} =Cly. 2}, (3.21)

{z} = Cl{z, 2}, {y} =Cl{=,y,2}].
Taigi parinktisC' apibrezta ailes X keturiy poaibiy klasje B. Remiantis grieztos prefer-
encijos ir indiferentiSkumo apibzimais [8.1) ir (3.2), kiekvienu i$ dviejy b udy atsklei-
dziami tokie sarysiai:

x ~"y, y="z ir z>%z2

x =5y, y>=5z ir x>hz.

TaCiau nagrijami du preferencijos atskleidimo budai sutampa, jei juos atsklei-
dzianti parinkties strukt ura yra normali toliau si uloma prasme.

Normalioji parinkties struktura  Sakykime, kad poréB3, C) yra alternatyvy aibs X
parinkties struktura. J& € Bir z € C[B], taix »=* z kiekvienamz € B ir todel
x € C*(B;=*). Kitaip tariant, kiekvienai aibeB € 5 galioja sarySis

C[B] Cc C*(B;=").

Pagal tolesnj api@Zima, parinkties strukt ura vadinsime normaligja, jei galioja prieSin-
gas sarysis.

3.25 apibreztis. Alternatyvy ailes X parinkties strukt uré3, C) ir parinktis C' vadi-
namosnormaliomis jei C[B] = C*(B; *=*) kiekvienamB € B.

Taigi, pasirinkimas yra normalus, jei pasirenkamos tik atskleistosios preferencijos
prasme optimalios alternatyvos. PavyzdziBi2() lygybemis apibeZta parinkties struk-
tura @ra normali. Tai yra kito teiginio iSvada.

3.26 teiginys. Sakykime, kads,(C) yra alternatyvy aibesX normalioji parinkties
strukt ura. Tada teisingos savylje$ir (b):

(a) jei visi vieno ir dviejy element poaibiai priklauso klasei3, tai atskleistieji
preferencijos sarySiat* ir >3 sutampa

(b) C[C|B]] = C|B] kiekvienamB € B.
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[rodymas. (a): Tarkime, kadr,y € X ir x =* y. Kadangiz € C[{z}], taiz >=* x.
Taip gauname, kad € C*({z,y};>=*). Remiantis parinkties strukturos normalumu
x € CH{z,y}] = C*({z,y}; ="), t. y. x =5 y. Kadangi prieSinga implikacija teisinga
visada, atskleistieji preferencijos sarysidi ir >3 sutampa.

(b): Tarkime, kadB € Bir x € C[B] = C*(B;*=*). Tadaz >=* z kiekvienai
alternatyvaiz € B. KadangiC[B] C B, taiz »=* z kiekvienai alternatyvak <
C[B], t.y.z € C*(C[B];=*) = C[C|B]]. |8 ¢ia iSplaukia, kad”[B] c C[C[B]].
Kadangi prieSingas sarySis teisingas visada parinkiiepibeZimo dka, taiC[B] =
cleBj). O

TaCiau parinkties strukt uros normalumas neiSplaukia nei i$ ayyh nei iS savy-

bés (b), kaip rodo toks pavyzdys. Sakykime, kad = {z,y, z}, ir parinktis C' api-
breziama lygylemis:

{z} =Cl{z,9}], {2} =Cly, 2}, (3.22)
{z,2} = Cl{z, 2}], {a} = Cl{z,y,2}].

Siame pavyzdyje parinkti§' vel yra apibezta ailes X keturiy poaibiy klasje 3. Remi-
antis grieztosios preferencijos ir indiferentiSkumo ap#imais [8.1) ir (3.2), kiekvienu
iS dviejy b udy atskleidZiami tokie sarysiai:

x ="y, i TR | G A~

T =5, z-sy it oz~ oz

Be to, nesunku patikrinti, kaB(22) lygybemis apibeztai parinkiai C' galioja sarysis
C[C[B]] = C[B] su kiekviena aibe3 € B. TaCiau

C*({z,y, 21, 2") = {z, 2} # {a} = Cl{=z,y, 2},

t. y. parinkties strukt ur@X, C') nera normalioji.

Silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma Toliau formuluojama parinkties struk-
turos salyga garantuoja atskleistosios preferencijos sarySio racionaluma.

3.27 apibreztis. Sakoma, kad alternatyvy @bX parinkties strukt urdiB, C') teisinga
silpnoji atskleistosios preferencijos aksionaaba SAPA (angl. weak axiom of revealed
preference), jei, galiojant atskleistajam preferencijos sarySidi* y, bet kuriai aibei
B’ € Bis salygur € B’ ir y € C[B'] iSplaukia salyga: € C[B’].

Pirmiausia kyla klausimas: jei alternatyvy a@jo X apibeztas preferencijos sarysis
> yra racionalus, tai ar SAPA galioja parinkties strukt @iz, Ct)? Ank<iau jau
mag&me, kad tokiu atveju atskleistasis preferencijos saryisutampa su-. Todel jei
x ="y, taiz = y. Beto, jeiB’ € B*,z € B'iry € C:[B'], taiy »= z kiekvienam
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z € B'. I8 Cia, remiantis tranzityvumuy = z kiekvienai alternatyvat € B, t. y.
x € C¢[B']. Taigi atsakymas | klausima yra teigiamas.

Nesunku matyti, kad pasirinkimai'[{z,y}] = {z} ir C[{z,y,2}] = {y} (3.2
pavyzdyje nesuderinami su SAPA.

3.28 teorema. Sakykime, kad yra tokia alternatyvy aibéesy poaibiy klase, kuriai
priklauso visos vieno, dviejy ir trijy elementy aibés, o atitikliss P(X) | X su api-
brézimo sritimiB yra parinktis. Parinkties strukt urdiB, C') galioja SAPA tada ir tik
tada, kai Sios parinkties strukt uros atskleistasis preferencijos sary§ysa racionalus
ir parinktis C' yra normali.

[rodymas. Sakykime, kad 5, C') atskleistas preferencijos sary$is$ yra racionalus ir
parinktis C' yra normali. Tarkime, kad:,y € X,z =* y, B’ € B,y € C[B]ir
x € B'. Kadangi parinktisC' yra normali, taiC[B'] = C*(B’;>*). Gauname, kad
y =* z visoms alternatyvoms € B’. Remiantis=* tranzityvumuz =* z visoms
alternatyvoms: € B'. Todel z € C*(B'; =*) = C[B'], t. y. galioja SAPA.

Dabar sakykime, kad parinkties strukt Ui C') galioja SAPA. Bet kuriems;, y €
X, B := {z,y} € Birtodel C[B] # o. Tai reiskia, kad arba € C[B], arbay €
C[B], t. y. atskleistajam preferencijos sarySiut galioja pilnumo aksioma. Tarkime,
kadz =* yiry =* 2. TadaB’ := {z,y,2} € B. Remiantis SAPA, jet € C[B’],
taiy € C[B'],irjeiy € C[B'], taiz € C[B']. KadangiC[B'] # o, taiz € C|B/|
bet kuriuo atveju ir todl z =* z, t. y. atskleistajam preferencijos sarySiif galioja
tranzityvumo aksioma. Liko parodyti, kad parink@isyra normali. Kaip buvo mieta,
sarySisC[B] ¢ C*(B;=*) galioja visada atskleisto preferencijos sarySio agibno
deka. [rodysime prieSingo sarysio teisinguma. Tarkime, Bad B ir x € C*(B; =*),
t.y.x =* z visiemsz € B. KadangiC[B] # @, egzistuojay € C[B] C B. Tada
x =* yir x € C[B] remiantis SAPA, t. y. parinkti€’ yra normali. O

Kad prielaidos apie pasirinkima i$ vieno, dviejy ir trijy elementy aibiy pastarojoje
teoremoje gali b uti svarbios, rodo kitas pavyzdys. Sakykime Xkad {z,y,z} ir
B = {{z,y},{z,y, z}}. ApibréeZkime parinktiC’:

Cilfz, g}l ={z} ir Ci[{z,y, 2}] = {=}.

ParinktisC; atskleidziax >* y ir z »* z, bet(C; neatskleidzia preferencijos sarySio
tarpy ir z. TeCiau parinkties strukt uréB, C) galioja SAPA. Apibezkime parinkt(Cs:

Colfz,y}] = {a} Ir Colfz,y,2}] = {z,y}.

Dabar atskleistas preferencijos sarygis™ x ( kaip ir Kiti sarySiaiy =* z, x =* y ir
x =* 2). Taiaux € Co[{z,y}] iry & Co[{x,y}], t. y. parinkties strukt urdiz, Cs)
negalioja SAPA.
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Racionalumas ekonomikoje Tai, kad ekonomikos ve#o pasirinkimas apib udina-
mas racionalios preferencijos maksimizavimu yra labai svarbi neoklasikikonomikos
prielaida. Atskleistosios preferencijos analzteiginiai neretai vartojami pateisinti 3i-

ai prielaidai. Atitinkamai interpretuoti Sie teiginiai nurodo salygas tokiai ekonomikos
veikejo elgsenai, kuria galima apib udinti pasirinkimo, atzvilgiu kurios nors racionalios
preferencijos, maksimizavimu.

Sakysime, kad parinkti€' yra racionalizuojama jei egzistuoja tokia racionalioji
preferencija-, kad C[B] = C*(B; ) kiekvienai aibeiB € B. Pakankamai didek
klases B atveju/3.28 teorema teigia, kad parinkti§' yra racionalizuojama tada ir tik
tada, kai jai galioja SAPA.

Pratimai

1. Sakykime, kadX = {z,y,z}, B = {{z,y},{z,y,2}} ir C[{z,y}] = {«}.
Rasti visus tuos pasirinkimus 5, kad gautai parinkties strukt uf#, C') galioty
SAPA.

2. Parinkties strukturdi3, C') galioja SAPA tada ir tik tada, kai galioja sawb
sakykime, kadB,B’ € Bir z,y € BN B; jeix € C[B]iry € C[B'], tai
{z,y} c C[B]ir {x,y} C C[B].

3. Sakykime, kadB, C') yra alternatyvy aibs X parinkties strukt ura. Apibzkime
du atskleistuosius grieztos preferencijos sarysSius:

z=ly & ety ir Sly=tal;
r="y & [IBeB]: z,yeB, zeCB]ir ygC[B.

[rodyti, kad preferencijos sarySiat* ir =** sutampa, jei parinkties strukt urai
(B, C') galioja SAPA.

3.5 Pastabos ir papildoma literat ura

Siame skyrelyje dstoma tik viena sprendimy teorijos (angl. decision theory) dalis. |
dalis Si teorija skirstoma pagal kelis aspektus. Vienas i§ aspekty yra ar sprendimus daro
individas, ar ju grup. Toks skirstymas turi prasme, nes individo sprendimo motivaci-
ja remiasi tik vienu interesu. Tuo tarpu gagsprendimus gali lemti galimghderinti
keleta konfliktiniy interesy. Siame vadalyje nagrirejami tik individy sprendimai. Su
grupes sprendimy problema susiduriama, kai nagjami visuomeas pasirinkimai de-
rinant individualias vertybes (daugiau apie tai giklf. J. Arrow(1963)).

Kitas sprendimy teorijos skirstymas | dalis grindZziamas pagal sprendiragnipnio
aplinkybes: esant apibztumui, rizikai, arba neapieztumui. Apibeztumas reiskia,
kad visos pasirinkimo i$ galimy alternatyvy pasésnyra zinomos i$ anksto. B utent Si
sprendimy teorijos dalis ir yra naggjama vadoglyje. Jei pasirinkimo pasekangali
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b uti viena i$ keliy alternatyvy su Zinoma tikimybe alternatyvejaibtai kalbama apie
sprendimy p@mima esant rizikai. Ankstyvasis tokiy sprendimuy nagjimo pavyzdys
yra 1738 metD. Bernoull? darbe apie tikimybes ir vidurkius apraSomas gars8sis
Petersburg paradoksas. Siuolaikés sprendimy rizikingoje aplinkoje teorijos, grindzi-
amos numatomo naudingumo (angl. expected utility) maksimizavimo principu, vystymo
pradzia siejama sl von Neumarmir O. Morgenstern darbu R1]. Tuo tarpu humato-
mo naudingumo teorijos kritika ir alternativa, vadinama perspektyvos teorija, &si ul
Kahnemaas irA. Tversky(1979).

Jei tikimybe alternatyvy aibje yra nezinoma ar beprasno veiksmo pasekerera
prognozuojama, tai tokios sprendimyé@riimo aplinkykes vadinamos neap#sftumu.
Tokiu atveju tikimybe galima apilezti priklausomai nuo preferencijy, ir Sia prasme
laikant ja subjektyvia. Sprendimy teorijos neapitumo atveju suk urimas siejamas
sulL. J. Savagé€1954) darbu.

3.1 skyrelis Siame vadoglyje naudojama preferencijos samprata yra viena i$ keliy
galimy. Pavyzdziui, Kreps (1990) naudoja kitokj @hX binaryjj sarySjP, Zodziais
vadindamas jj grieZtai vertingesnis (angl. strictly preferred), &ibma savybmis:

(a) asimetrija bet kuriemse, y € X kartu negalimix Py ir yPx;

(b) neigiamasis tranzityvumaset kuriemse, y, z € X, jei z Py, tai arbaz Pz, arba
zPy, arba abu.

Naudingumo (angl. utility) savoka susijusi ne tik su ekonomika, bet ir su vadybos
mokslu, psichologija. Naudingumas, arba utilitarizmas, taip pat iSreiSkia doktrina, pagal
kuria naudingumo maksimizavimas yra moralinis kriterijus, naudojamas visiueseen
ganizavime. Utilitarizmo doktrina gimmmokslo apie visuomene, tiksliau — visuoraen
pasirinkimo (angl. social choice) teorijos kontekste. Sios doktrinos pradininigen-
thama® ir J. S. Milis” mare, kad visuomes turety siekti visy jos nariy visuminio
naudingumo maksimizavimo: ,daugumai Zmoniy daugiausiadafm llgainiui utili-
tarizmo doktrina ekonomikos teorijoje tapo tuo,&d skyrelyje vadiname racionaliaja
preferencija.

Labai pl&iai ir ilga laika naudojant naudingumo savoka, jos turinys tapo nevien-
areikSmis. J. Bentharmas naudinguma apie# hedonizmo terminais, kaip patiriamo
malonumo ir skausmo mata. I3 essrtoks naudingumas buvo naudojamas ekonomiko-
je iki 20-ojo amziaus. Paskutinius Simta mety ekonomistai naudingumu vadino alter-
natyvos trok$tamuma arba preferencija. Sia prasme naudingumas t@isko Zmo-
gus trokSta (angl. wants), ir nustatomas pagal stebimus Zzmogaus pasirinkinglis. D

SDaniel Bernoulli — Danielis Bernulis (1700-1782), olandy ir $veicary matematikas.
6 Jeremy Bentham — DZeremis Bentamas (1748-1832), angly juristas ir filosofas.
7 John Stuart Mill - DZonas Stiuartas Milis (1806—1876), angly filosofas ir ekonomistas.
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savoky turinio skirtumo naudingumo terminas neretai ga#eias trokStamumu (an-
gl. wantabilty). D. Kahnemaas tirdamas prakting Zmogaus elgsena nestaky Siy
savoky skirtinguma (zr. Kahneman ir kiti (1997)).

Ypal stipri opozicija racionalaus pasirinkimo teorijai formuojasi Zmogaus elgesio
tyrinejimy srityje. Jos pagrinda sudaro eksperimenty rezultatai, rodantys, jog ekono-
minio racionalumo prielaidos ne tik daznai neiSpildomos, bet yra sistemingo kitokio
elgesio paaisSkinimai ir priezastys. Labiausiai zinomi grarverskyir D. Kahneman
eksperimenty rezultatai. PavyzdZziui, savo 1986 mety darbe jie apraSo eksperimenta,
kurio rezultatai rodo, jog ty @y alternatyvuy pasirinkimas priklauso nuo to, kaip jos
formuluojamos. Tiriamiesiems buvo pasi ulyta tokia pasirinkimo galenpbognozuo-
jamas epidemijos aukuy skKais 600; reikia pasirinkti tarp dviejy viena kita atmetan
veikimo programuy, kuriy rezultatai yra

(a) 400 Zmoniy mirs.
(b) su tikimybel/3 mirs 0 Zmoniy ir su tikimyb&/3 mirs 600 Zmoniy.

VisiSkai kitai Zmoniy grupei buvo pasi ulyta ta pati uzduotis tik kitais Zodziais for-
muluojamos veikimo programy pase&m

(c) 200 Zmoniy iSgyvens.
(d) su tikimybel/3 iSgyvens visi 600 Zmoniy ir su tikimyk®/3 niekas neiSgyvens.

IS pirmosios apklausiamyjy grap 22% pasirinkda), o i$ antrosios (kity) apklausi-
amuyju grugs 72% pasirinkdc). Nors(a) ir (c) bei atitinkamai(b) ir (d) alternatyvos
reiSkia tas péas pasekmes, rezultatai rodo, jog pasirinkimas priklauso nuo to, kaip
pasekngs formuluojamos.

3.2 skyrelis Apib udinsime gana satingos ir svarbio8.14 teoremos Debreuteo-
rema) jrodymo schema. Tarkime, kad yra euklidires erdes R’ poaibis, o alter-
natyvy laukag X, ) yra tolydus. Sj lauka iSreiski@m tolydZiaja naudingumo funkcija
konstruosime dviem Zingshiais. Pirmiausia parodysime, kad laukas iSreiSkiareas did
jancia funkcijav: X — R, 0 po to parodysime, kaip pakeisti ja, norint gauti tolydziaja
naudingumo funkcija.

Sakysime, kadk? erdves vektorius yra racionalus, jei kiekviena jo koordmgta
racionalusis sk&ius. Visy atviryjy rutuliy, kuriy centras yra racionalusis vektorius ir
spindulys yra racionalus, ayra skaiti. Tegul/;, Us, ... yra visi Sie atvirieji rutuliai.
Kiekvienamz € X, apibezkime

1

N(z):={neN: VzeUy) [z 2]} ir v@)= > o

neN(zx)

kur suma lygi nuliui jeiN (z) = 2. Jeiy = x, tai N(y) 2 N(x) remiantis preferencijos
tranzityvumu 8.5 teiginys). To@l v(y) > v(z). Tarkime, kady >~ z. Kadangi aile
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G(y) = {z € X: y > z} yra atvira, tai egzistuoja tokia atviroji &li/,,, kadz € U,
ir U, C G(y). Todel v(y) > v(z), kadangin € N(y), betn ¢ N(x). Remiantis3.2.3
pratimu,v yra naudingumo funkcija.

Pagal apibezima funkcijav neprivalo b uti tolydi. Téau v yra didejanti, o tokios
funkcijos tolyduma galima apib udinti atsiZzvelgiant | jos kitimo sif{ |. Antru Zingsniu
parodysime, jog galima pakeisti funkcijetaip, kad nauja funkcija b uty tolydi. Tuo tik-
slu jrodysime papildoma teiginj. Realiyjy skaj aikes intervalas vadinamassigimu-
siu, jei jj sudaro vienintelis skaius. Realiyjy skdiy aibes .S spraga(angl. lacuna)
vadinamas toks s neturintis bendry tasky ir neiSsigimes realiyjy skaintervalas,
kurio galai (t. y. maziausias virSutinis ir didZiausias apatigi&ai) priklausoS. Tarp
visy S aibes spragy, didZiausios i$ jy vadinanphgSiais(angl. gaps).

3.29 lema. TolydZiojo alternatyvy lauk¢.X, =) naudingumo funkcija.: X — R yra
tolydi jei visi jos kitimo srities:[ X ] plySiai yra atviri.

[rodymas. Funkcijau yra tolydi tada ir tik tada, kai bet kuriame R

aibe U(r):={z€ X: u(z) <r} yrauzdarair
aibe V(r):={ze€ X: u(z) >r} yrauzdara.

Parodysime tik aibsU (r) uzdaruma bet kuriam € R, nes Sios savyds jrodymas aibei
V(r) yra simetriskas. ISskirsime tris atvejus.

| atvejis:r € u[X], t.y.r = u(x) su kuriuo norse € X. Tada aile U(r) yra uzdara
(3.9 sarysiy @ka ir atsizvelgiant { X, =) alternatyvuy lauko tolyduma.

Il atvejis: r priklauso atviramu[X] plySiui, t. y.r € (a,b) ir a,b € u[X]. Tada

Ur)={zeX: u(z)<r}={z€ X: u(z) <a}.

Si aike yra uzdara remiantis | atveju, nes u[X].

Il atvejis: r ¢ u[X] ir r nepriklauso plySiui, kas yra ekvivalentu tam, kad galioja
viena i$ alternatyvy(a) r < infu[X], (b) r > supu[X], arba(c) r lieCia u[X]. Jei
(a), (b) ar(c), tai U(r) yra atitinkamaia, X, arn,, sc,[x U (s) ir visos Sios aibs yra
uzdaros. Lemos jrodymas baigtas. O

Remiantis jrodyta lema, pakanka rasti tokia funkcfja v[X] — R, kuri didety,
o0 jos reikSmiy sritis gaty tueti tik atviruosius plySius. Tada kompozicija:= fouv
bus dickjanti funkcija, jos reikSmiy sritis tes tik atviruosius plySius, taigi bus tolydi.
Vadinasi/3.14teoremos jrodymui baigti pakanka pasinaudoti teiginiu:

3.30 lema.Sakykime, kad yra realiyjy skaiCiy aibé. Egzistuoja tokia didéjanti funkcija
f: S — R, kurios reikSmiy sritieg’[.S] visi plySiai yra atviri intervalai.

Matematires ekonomikos literat uroje Sis teiginys vadinapigsSio lema(angl. gap
lemma). Pirmas Sios lemos jrodymas priklalsbreu[10, 12 skyrius]. PlySio lema yra
fundamentalus naudingumo funkciju teorijos rezultatas, i$ kurio iSplaukia daug giliu Sios
teorijos iSvaduy ir taikymuy. Iki Siol buvo rasta daug Sios lemos apibendrinimuy ir jrodymu,
kuriy apzvalga galima rasti Herden ir Mehta (2004).
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3.3skyrelis Siame skyrelyje aptariama keletas pagrindiniy preferencijos savybiy, toli-
au naudojamuy jrodyti pusiausvyros egzistavimui. Be to, preferencija yra vienas i$ keliu
parametry, nuo kuriy priklausdrrow—Debreuekonomika, apiteZziamall.1€) rinkiniu.
Del Siy prieZa8iy yra prasminga klausti: kaip K8asi preferencijos savgs, jei ke€ia-
ma pati preferencija? Nat uralu manyti, kad ekonomikos modelis yra stabilus, jei mazas
parametro pasikeitimas tik nezymiai k& modelio savybes.

Tam, kad jvertinti preferencijos ,maza pasikeitima“, reikalingas atstumas tarp pref-
erencijy. Pamiasime viena tokj api@zima.

3.31 apibreztis. Tarkime, kadP,, yra racionaliy, tolydZiy ir monotoniSky preferencijy
euklidineje erdeje RY. aibe, o= ir seka(=,) yra preferencijos i¥,,. Sakoma, kad
~n konverguoja |-, jei su bet kuriaisz, y € Rﬂ tokiais, kadx > y, su bet kuria iz
konverguojatia sekax,,) ir su bet kuria jy konverguojatia seka(y,, ) egzistuoja toks
N €N, kadz,, =, y, kiekvienamn > N.

Tarkime, kad euklidias erd\ésIR{ﬂ preferencijos- ir >, yra iSreiSkiamos tolydzio-
siomis naudingumo funkcijomis ir u,,, atitinkamai. Sakoma, kad,, konverguoja -
tada ir tik tada, kai,, (z,,) — u(z) kiekvienamz € R, ir kiekvienai jz konverguojaii-
ai sekai(x,,). Sios preferencijy konvergavimo sampratos iliustravimui suformuluosime
tokj fakta:

3.32 teiginys. Tarkime, kad(Rﬂ, >) yra tolydusis alternatyvy laukas, o preferencija
=€ P, yra iSkila. Tada aibejeP,, egzistuoja grieztai iSkily preferenciju seka,,
konverguojanti j-.

Teiginio jrodyma ir tolesnj preferenciju konvergavimo klausimo aptarima galima
rastiHildenbrand ir Kirmano knygoje [L3, p. 57-63].

3.4skyrelis Be Siame skyrelyje migty dviejy preferencijos sarySiu galimi ir kiti pref-
erencijos atskleidimo b udai (Zr. Sen, 1971).
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4 Skyrius

Matematika Il

Atsidéjus ir supratingai sudarytas skavimo mechanizmas protui teikia greitesnj da-
lyko matyma ir, daznai jj atliekant, pasiulo naujus ir lengvesnius kelius bei metodus.

Janas Sniadeckis, 1818.

Bendrosios pusiausvyros egzistavimas paprastai jegatimas remiantiSrouwelio
nejudamojo tasko teorema, arba jos apibendrinimu atitiktirKekutani nejudamojo
tasSko teorema. Atvirl@ai, bendrosios pusiausvyros egzistavimo faktas jgalina jrodyti
Brouweiio nejudamojo tasko teorema. Si aplinkytodo bendrosios pusiausvyros egzis-
tavimo fakto fundamentaluma, lygiant jj su kitomis pusiausvyros samyb.

4.1 Brouwerio nejudamojo tasko teorema

Sakoma, kad funkcijg, vaizduojanti aibg | save, turinejudamajj taSkgangl. fixed
point), jei egzistuoja toks € K, kad f(x) = . Tuo atveju, kak yra euklidires erdes
vienetinis rutulys, o funkcijg yra tolydi, nejudamo tasko egzistavima jeorouwels
1912 metais. |Jrodysime Siek tiek bendresnj teiginj, taip pat vadinBrogerio neju-
damojo tasko teorema:

4.1 teorema. Tegul K C R? yra ikilasis kompaktas, ¢: K — K tolydi. Tadaf turi
nejudamajj taska.

Brouweiio teorema galima laikytBolzanoviduriniy reikSmiy teoremos tolydzio-
sioms funkcijoms, jrodytos dar 1817 metais, apibendrinimu.

4.2 teorema. Tarkime, kady: [a,b] — R yra tolydzioji funkcija irg(a) < 0 < g(b).
Tada egzistuoja toks € [a, b], kadg(c) = 0.
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[rodymas.Jeig(a) = 0 arbag(b) = 0, tai jrodymas baigtas. Tetl galime tarti, kad
g(a) <0< g(b). TegulS := {x € [a,b]: g(z) < 0}. Kadangia € S'ir S C [a, b], tai
realiyjy ska€iy aibe S yra netusia ir apezta. Remianti2.30teorema, egzistuoja Sios
aibes maziausias virSutinieZisc := MV Rg. Remiantis realiyjy skaiy trichotomijos
savybe, galimi trys atvejap(c) < 0, g(c) > 01ir g(c) = 0.

Tegulg(c) < 0. Remiantisy funkcijos tolydumu, egzistuoja toks> 0, kadg(z) <
0 kiekvienamz € (¢ — §,c + 9). Taigic + §/2 € S — prieStara tam, kad yra S
aibes maziausias virSutini®zis. Jeig(c) > 0, tai prieStara gaunama samprotaujant
simetriSkai. Lieka vienint@ galimyke g(c) = 0, ka ir reikia jrodyti. O

Nejudamojo tasko egzistavima jrodysime tolydziai funkcijai, kuri vaizduoja realiyju
skatiy aibes uZzdarajj intervala j save. Tarkime, kad funkdijala, b] — [a, b] yra tolydi
ir a < b. Tada funkcijag su reikSnémisg(x) := =z — f(z), x € [a, b], taip pat yra tolydi,
g(a) =a— f(a) <0ir g(b) = b— f(b) > 0. RemiantisBolzanoviduriniy reikSmiy
teorema, egzistuoja tokse [a, b], kadg(c) = 0, t. y. f(c) = c. Taigi c yra funkcijos f
nejudamasis taskas.

Brouweiio teoremos jrodymas euklides erdes funkcijai yra gerokai sudingesnis.
Pateikiame keleta teoremos jrodymuy. Pirmasis jy remiasi toliau jrodoma kombinatorine
Sperneio? lema 4.6 lema).

Spernerio lema Teguld € N_. Euklidines erdesR? vektoriaiw®, w!, ..., w™ vad-
inami geometriskai nepriklausomaigi vektoriaiw! — w?, ..., w™ — w° yra tiesidkai
nepriklausomi. Taip gali b uti tik atveju< n < d remiantis2.44teiginiu.

4.3 lema. Euklidines erdve®&? vektoriaiw?, w'!, ..., w" yra geometriskai nepriklauso-
mi tada ir tik tada, kai kiekvienam realiyjy skaiCiy rinkini@i\g, A1, ..., A, } iS5 salygu
Yo wt =0ir Y0 A = 0iSplaukia); = 0 kiekvienam € {0, 1,...,n}.

[rodymas. Vektoriaiw! — w?, ..., w" — w® yra tiesiSkai nepriklausomi tada ir tik tada,
kai kiekvienam realiyjuy skaiy rinkiniui {\1, ..., A, } lygybe

i)\i(wi —w’) =0
i=1

galioja su salyga, kad; = 0 kiekvienami € {1,...,n}. ISCia iSplaukia lemos tvirtini-
mas su\g := — ;" | A, O

Euklidines erdesR? poaibis H" vadinamas:-mate hiperplokdtumardweje R?,
jei egzistuoja tokie tiesiSkai nepriklausomf erdwes vektoriaiv', ..., v™ ir vektorius
v € RY kad visi H" elementair yra iSreiSkiami sumar = % + 77, t;07, kur
t1,...,t, yrarealieji skatiai. Jei vektoriw?, ..., v™ tiesinj apvalkala ZyrasimeV/, tai
hiperplokdtumad™ yra tiesires erdesV postumisi™ = 1% +V = {v° +v: v € V}.

*Emanuel Sperner — Emanuelis Sperneris (1905-1980), Sigkieatematikas
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4.4 teiginys. Tarkime, kadk? erdves vektoriaiv?, w', . .., w™ yra geometridkai neprik-
lausomi. Tada egzistuoja vienintetemate hiperplokStumal™, talpinanti savyje aibe
{w?, ..., w"}. Be to,H™ sudaro visi tieR? erdves vektoriai;, kurie idreiskiami suma
n ] n
l‘:Z)\jwj, Z)\] =1 (41)
j=0 j=0

Irodymas. Tegul H" := w® + {3°7_; \j(w’ — w°): (A1,...,\,) € R"}. Aibe H”
yran-mag hiperplokstumai”, talpinanti savyje aibgw?,...,w"}. Jeiz € H", tai

egzistuoja tokgAy, ..., \,) € R, kad
x=(1- Z)\j)wo —I—Z)\jwj.
j=1 j=1

Pazyneje )\ := 1—2?:1 \j, gauname4.l) iSraiska. Atvirk&iai, kiekviena®R? erdves
vektoriusz iSreiSkiamas4.1) suma, priklausdi™. HiperplokStumog{™ vienatinumas
jrodomas remiantig.3 lema. O

4.5 apibreztis. Tegulw®, w',. .., w™ yra geometriskai nepriklausori#® erdves vek-
toriai. n-simpleksus = [w’, w', ..., w"] erdweje R? vadinamas $iy vektoriy iskilas
apvalkasco {w®, wt, ..., w"}, t.y.

n n
o=’ w,.. . W= Z/\jwj: Aj>0,7=0,...,n, Aj=1
j=0 j=0
Nesunku pastedi, kad bet kurie du skirtingi vektoriai®, w! yra geometriskai
nepriklausomi erdejeR¢. Siuos vektorius jungianti (uzdara) atkarpa

[w®, w'] = {Mw® + (1 = Nw': X e[0,1]}

yra papragiausiasl-simpleksas erdgje RY. Jeid > 2, tai R? erdwes trys vektori-
ai w? w', w? yra geometridkai nepriklausomi tada ir tik tada, kai jie yra trikampio
vir§ ures; Sio trikampio vidus kartu su kraZimis yra2-simpleksasgw®, w!, w?] erdweje
R?, d > 2. Panasiai erdasR?, d > 3, keturi vektoriaiw®, w!, w?, w? yra geometridkai
nepriklausomi tada ir tik tada, kai jie yra tetraedro vird3jro jo vidus kartu su visais
Sonais yra-simpleksasw’, w!, w?, w3 erdwejeR?, d > 3.

Taigi n-simpleksas erdsje R yra apibeztas kain € {1,...,d}. Toliau bus patogu

0-simpleksu vadinti bet kurj euklidas erdes vektoriy.n-simplekso[w®, wl, ... w"]
vektoriai w/, j = 0,...,n, vadinami jovirSunemis Bet kuriam skirtingy indeksy
poaibiui {jo, ..., jx} C {0,...,n}, atitinkamask-simpleksagw, ..., w’*] vadina-

masn-simpleksdu?, ..., w"] k-siena Pagal iuos apieZimus, kiekviena-simplekso
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vir§ u yra0-siena, o pats-simpleksas yra-siena. Kiekvienam € {1,...,d}, n-
simplekso(n — 1)-siena vadinsimériauna(angl. face).

Remiantis4.4 teiginiu, kiekvienamn-simpleksuio egzistuoja vienint@ n-mag
hiperplokStumaH™, talpinanti savyjes. Bet kurj vektoriuxz € H" (4.1) iSnaSoje
atitinkantys realieji skdiai \g, A1, ..., A, yra vieninteliai ir vadinamiz-o baricen-
trinemis koordinatemisimpleksoo vir§'uniy atzvilgiu. Hiperplok§tumos vektorius
priklauso simpleksur tada ir tik tada, kai visos baricentrires koordinags\; = \;(z)
yra neneigiamos. Kiekvienas simplekso= [w?, ..., w"] elementas vieninteliu bu-
du iSreiSkiamas sumE;‘:O Mjw!. Teigiamy baricentriniy koordiréay indeksai sudaro
vektoriause pagrinday(z), t.y.

x(z) == {j: A\j(x) >0} C{0,...,n}.

Velgi pagal apibezima, jeix(z) = {jo, ..., jx}, tai vektoriusz € [w?, ..., w*].

n-simpleksoo erdwejeR? vidumivadinsime aibe tg vektoriy, kuriy visos baricen-
trines koordinags yra teigiamos, t. y. aibgr € o: x(z) = {0,...,n}}. Simplekso
vidus yra atviras ja talpinaios hiperplok§tumos poaibis. Be t@yra jos vidaus ir jos
n + 1 briaunos sajunga.

Tarkime, kado yra n-simpleksas.n-simpleksy{c;}*, rinkinys vadinamas-os
trianguliacija, jei U™ ,0; = o ir kiekviena sankirtao; N o; yra arba tusia, arba su-
tampa su bendra siena. Trianguliacifos} elementaio; vadinamielementariaisiais
n-simpleksais

TegulWW yra elementariyjy simpleksu virs uniy@iffrianguliacija vadinameisyk-
lingai Zymetajei egzistuoja funkcijeb: W — {0,...,n} su reikSng@mish(v) € x(v)
visiemsv € W. Bet kurisk-simpleksas vadinamamslnai Zymeétyjei jo vir§ uniy aibje
V apibezta funkcijah: V' — {0, ..., k} jgyja skirtingas reikSmes, t. y. funkcifayra
siurjekcija.

Dabar jau esame pasiruoSe suformuluoti ir jro@gerneio lema:

4.6 lema. Tarkime, kadl < n < d ir n-simplekso erdvejg? trianguliacija yra taisyk-
lingai zymeta. Tarp visy elementariyjgsimpleksy, pilnai zyméty yra nelyginis skaicius.

Irodymas. Tegulo = [w°, ..., w"] yran-simpleksas erdgjeR? ir {o;}, yra taisyk-
lingai Zymeétao-os trianguliacija. ApibeSime keturias simpleksuy aibes:

A yra pilnai Zynety elementariyju-simpleksy aib;

B yra aile ty elementariyju-simpleksy, kuriy virS w@s pazyretos skatiais i$ ailes
{0,...,n—1}

C' yra aile pilnai Zymety trianguliacijos briauny, sutalpinamtos viduje;

D yra aile pilnai zynety trianguliacijos briauny, sutalpinamtos briaunoje.
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Cia trianguliacijos briaunomis vadiname elementarigjgimpleksy briauny vidy, jei
n > 2 ir pa€ia briauna (virS'une), jei = 1. Kiekvienam elementariajam-simpleksui
0;, F(0;) yrajo pilnai Zymety briauny skdius. Tvirtiname, kad

|A| +2|B| = ZF(Ji) = 2|C|+ |D| ir|D| yra nelyginis skaiius. (4.2)
i=1

Jei Sis teiginys teisingas, tail| privalo b uti nelyginis skéius, t. y. i$ Sio teiginio is-
plaukia lema.

Lemos teiginj jrodysime indukcija pagal Tarkime, kad: = 1. Siuo papra&iausiu
atvejuo yra tiesiog uzdaras intervaldsg, w1] = {two + (1 — tH)w;: 0 <t < 1}, 0
o-0s trianguliacija yra jo skaidinys | intervalus = [x;—1, 2], i = 1,...,m, wy = xo
ir w; = x,,. Pagal lemos prielaida Sios trianguliacijos virs unigj@b” = {x;}", yra
apibrezta funkcijah su reik$nemis aileje {0, 1}. Siuo atveju trianguliacija yra tinkamai
Zymeta tada ir tik tada, kai intervala, w,] galai Zyneti skirtingai, t. y. kaik(zg) #
h(zm). Kiekvieno intervaloo; = [z;_1, ;] briauna yra to intervalo galai;_; ir z;,
ir briauna yra pilnai Zyrata, jeih joje jgyja reikdme0. Siuo atveju funkcijos reik3m
F(o;) yraintervaloo; = [z;_1, z;] galy, pazyrety nuliumi, skatius ir tocel

0, jEI h(.Ti_l) = h(.’[?l) =1,
F(o;)) =< 1, jeih(xi—1) # h(x;), t.y. jeio; € A,
2, jEI h(:l,’i_l) = h(xz) =0,ty. jeiO'i € B.

Vadinasi galioja pirmoji4.2) teiginio lygybe. Kita vertus,c-0s vidui priklausadiy
briauny, 3iuo atveju vir§uniy € (w’, w'), indelis | sumax; F(o;) yra 2, jeih(x;) = 0
(ju yra|C|), ir tas incklis yra0 prieSingu atveju. Likusi Sios sumos dalis yregaunama
i$ to intervalojw?, w!] galo, kuriameh jgyja 0. Todel galioja antroji4.2) iSnasos lygyb
ir |D| = 1, jrodantys visa4.?2) teiginj, o tuo p&iu ir lemos teiginj, kain = 1.

Tarkime, kadl < n < d ir lemos teiginys teisingas visien®&’ erdwes (n — 1)-
simpleksams. Parodysime, kad teiginys teisingas bet kuria@impleksui. Tam paste-
béesime, kad taisyklingai Zyatao-os trianguliacija{o; }” ; sankirtoje su bet kuria-os
briauna savo ruoztu sudaro tos briaunos taisyklingaigtgririanguliacija, kuriai galioja
lemos teiginys pagal indukcijos prielaida.

Jei elementarusis-simpleksas yra pilnai zyatas, tai tarp visy jo briauny yra tik
viena Zyneta pilnai; ji yra ta briauna, kuriai nepriklauso vir@wsu Zymen. Kitaip
tariant, jeio; € A, tai F(o;) = 1. Jeio; € B, taijon + 1 virSurs pazyretos vienu i3
rinkiniy {0,0,1,...,n—1},{0,1,1,...,n—1},...,{0,1,...,n—1,n—1}. Kiekvienas
toks elementarusis-simpleksas turi lygiai dvi pilnai Zygtas briaunas. Visais kitais
elementariyjyz-simpleksu virS uniy zyajimo atvejais gra pilnai zynetos briaunos, ir
todel galioja pirmoji 4.2) iSnaSos lygyb.

|[rodydami likusial4.2) teiginio dalj, pirmiausia nagrekime tas pilnai Zyratas trian-
guliacijos briaunas, kurios sutalpinamosiduje. Remiantis trianguliacijos apigimu,
kiekvienas tokgn—1)-simpleksas (briauna) yra lygiai dviejy elementarigjgimpleksuy
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bendra siena. Ta tokiy briauny inélis | sumax; F'(o;) yra2|C|. Kadangio yra pil-
nai zymetas, jis turi tik viena pilnai Zy®@ta briauna su trianguliacijoggsaku, kuris yra
taisyklingai Zynetas. Pagal indukcijos prielaida Si briauna turi nelyginj &kgiD| pil-
nai zymety trianguliacijos briauny, kuriy iredis | ¥; F'(o;) yra|D|. Taigi galioja antroji
(4.2) teiginio dalis, ir tuo péiu lema yra jrodyta remiantis indukcijos principu. [

Dabar esame pasiruoSe jrodyti atsk@uweio teoremos atvejj.

4.7 teorema. Tarkime, kadf yra tolydus euklidinés erdvés® n-simplekso atvaizdis |
save. Tadg turi nejudamajj taska.

[rodymas. Tegulo C R¢ yran-simpleksas, kurf atvaizduoja j save, ir tegul;, f;(z),
i € {0,...,n}, yra taSkyzx, f(z) € o baricentrires koordinas. Tvirtiname, kad
kiekvienamz € o

x(@) N {i: filz) <2} # . (4.3)

Primename, kag(z) yrax-o pagrindas, t. y. teigiamy baricentriniy koordingindeksuy
aibe. Tegul, prieSingai, egzistuoja tokse o, kad f;(z) > x; kiekvienami € x(z).
Tada teisinga nelygyh

1:ifz($) > Z X; :ixi = 1.
=0 =0

i€x(x)

Si priestara jrodo4.3). Kiekvienamz € o tegul h(x) yra minimalus 4.3) netugios
aibiy sankirtos elementas. Tadlér) € x(z) kiekvienamz € o ir bet kuri o-0s tri-
anguliacija yra taisyklingai Zyata. To@&l remiantis Spernerio lema, kiekvienaos
trianguliacija turi bent viena pilnai Zyata elementaryji-simpleksa. Teguk?, . .., v"]
yra kurios nors trianguliacijos pilnai Zy@tas elementarusis-simpleksas. Galime tarti,
kadh(v') = i visiemsi = 0, ...,n. Tada, remiantig apibezimu,

fi(v") <ol visiemsi = 0,...,n. (4.4)

Bet kuriame > 0 galima parinkti tokiao-os trianguliacija, kurioje kiekvieno elemen-
tarausn-simplekso diametras ne didesnisa@avyzdZiui, baricentring trianguliacija).
Keisdamie taip, kade = 1/k | 0 ir pazyneje v'(k) := o', i = 0,...,n, vekto-
rius, kuriems galioja4.4), gaunamer + 1 begaline sekdv’(k)},>1. Kadangio yra
kompaktas, remianti®.60teorema, iS kiekvienos begadis sekos galima iSrinkti kon-
verguojantj posekj. Be to, kadangi elementarigjgimpleksy, kuriy vir ues yra sekuy
{v'(k)}r>1 nariai, diametrai konverguoja i nulj, tai visy konvergudjanposekiy ribos
privalo sutapti; teguk yra bendra jy riba. Atsizvelgiantg uzdaruma ir funkcijosf
tolydumaz € o ir f;(z) < z; visiemsi = 0,...,n. Remiantis tuo, kad kiekvieno vek-
toriaus baricentriniy koordiéy suma yral, gaunamef(z) = z, t. y. z yra funkcijos f
nejudamasis taskas. O
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4.1teoremos jrodymas. KadangiKX C R? yra apezta aile, ja galima patalpinti j
pakankamai didelj-simpleksar su kuriuo norsl < n < d. KadangiK yra uzdara ir
iSkila, tai kiekviename ¢ K egzistuoja toks vienintelis tasSkag € K, kad|z — x| =
inf{|z —y|: y € K}. Beto, apibeZzeg(z) := zk, jeixz € o \ K ir g(x) := z, jei
x € K gauname tolydzia funkcija iS aibeso | K. Todel kompozicijafog yra tolydi
funkcijaiSo | K C 0. Remiantis4.7teorema, egzistuoja tokse o, kad f(g(z)) = =.
Atsizvelgiant | pastaraja lygybeprivalo priklausytiK, ir todel g(z) = z,t.y. f(2) = z.
Taigi z € K yra nejudamasig taskas. O

Kitas Brouwerio teoremos jrodymas Siuo metu egzistuoja daug skirtindgrouw-
erio teoremos 1rodymuéia pateikiame viena i$ papfaausiy jrodymy, pasiskolinta i$
Dunford ir Schwartz (1958) knygos. Sios teoremos jrodyme resiiokiu pagalbiniu
teiginiu:

4.8 lema. TegulR*™! > & = (zg,21,...,74) — g(z) € R? yra du kartus tolydZiai
diferencijuojama funkcijay, ir tegul h; yra determinantas, kurio stulpeliai yra sudaryti
iS d daliniy iSvestiniuDg, ..., Dy, 19, Dz, 9, ..., Dy,g. Tada

d
> (=1)'Dy;hi = 0. (4.5)
=0

[rodymas. Kiekvienai porai skirtingy indeksg j € {0,1,...,d} tegul C; ; yra toks

determinantas, kurio pirmas stulpelis yra misrioji iSvestih,,.; g, o like stulpeliai yra

dalires iSvesties D, g, . . ., D, g iSdestytos indeksy di&|imo tvarka ir tarp kuriy ara

Dy,gir Dy, g. Aisku, kadC; ; = C;;. Remdamiesi determinanty diferencijavimo ir

stulpeliy sukeitimo taisyldmis, bet kuriam € {0, 1, ..., d} gauname lygybe

Dyhi =Y (1)Cij+ > (-1)77'Cy.
j<i j>i
Todel pazynejuso(i,j) := 1, jeij < i, 0(i,j) := 0,jeij =iir o(i,j) := —1, jei
J > 1, lygybe

(—=1)'Dg;hi =Y (=1)"Cy 5o (i, 5)

j=0
yra teisinga kiekviename {0, 1,...,d}. Sudtje gauname

d d

> (=1)'Dyhi =Y (=1)"HCijoli, ).

i=0 i,j=0
Sukeite indeksus vietomis ir pas&, kado (i, j) = —o(j,7) gauname, kad
d d d

(=)o 5) = > (=1 Cl0(5.0) = (1) Y (=) Cjo(i, )

,7=0 1,j=0 %,j=0
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Todel kiekviena is triju sumuy privalo b uti lygi nuliui. 8a iSplaukia trokStama formel
4.5). O

4.9 teorema. Tarkime, kadf yra tolydus euklidines erdv&®? vienetinio rutulio at-
vaizdis | save. Tadd turi nejudamajj taska.

lrodymas. Tegul By = B(0,1) := {z € R%: |z| < 1} yra euklidires erdesR? viene-
tinis rutulys ir tegul funkcijaf: By — By yra tolydi. IS pradziy jsitikinsime, jog teo-
rema pakanka jrodyti tuo atveju, kfiiyra be galo diferencijuojama. 1S tikro, remiantis
Weierstrass teorema, tolydZiaja funkcijg@ galima tolygiai aproksimuoti be galo difer-
encijuojamomis funkcijomis, kurios vienetinj rutulj atvaizduoja | save. Tarkime, kad
{fn} yra tokia funkcijy seka. Tada kiekvienam> 1 egzistuoja toks:,, € By, kad
fn(xn) = x,. Kadangi euklidi@s erdes vienetinis rutulys3, yra kompaktas, tai egzis-
tuoja sekos{z,, } posekis{x,, }, konverguojantis | vienetinio rutulio elementakuris
ir yra funkcijos f nejudamasis taskas.

Toliau, galime tarti, kad funkcijg yra be galo diferencijuojama. @&u tarkime,
kad f(x) # x visiemsz € By. Tegul realusis skéiusa = a(x) yra kvadraties lygties

1=z +ale - f(2))]? = e — f(@)* + 2az-(z — f(2)) + |2|?
didesnioji $aknistia - Zymi skaliarine sandauga euklidje erdejeR?. Todel

o — f(2)Pa = - (f(x) — ) + V/[e-(@ — f(2))? + (L~ [22)]z — f(2)]%.  (4.6)

Kadangi|z — f(x)| # 0 visiemsz € By, (4.€) iSnaSoje esantis poSaknis yra teigiamas
visiems|z| # 1. Jei|z| = 1, tai (x,z — f(z)) # 0, kadangi prieSingu atvejw, f(z)) =
1, o dviejy vektoriy, kuriy ilgiai nevirSijd, skaliarire sandauga gali b uti lygitada ir
tik tada, kai jie yra lyg'us. Ted (4.€) iSnaSoje esantis poSaknis yra teigiamas visiems
r € By. Kadangi funkcija(0,00) > t — +/t yra be galo diferencijuojama ir kadangi
|lx — f(z)| # 0 visiemsz € By, tai (4.€) apibreZia be galo diferencijuojama funkcija
a: By — R. Pagal apitgZimaa(x) = 0, jei|z| = 1. Tegulg yra funkcija su reikSramis
g(t,z) == = + ta(z)(z — f(z)) kiekvienamt € R ir 2 € RY. Tadag yra be galo
diferencijuojama funkcija i$ a#sR x By ¢ RT! | R?. Kadangia(z) = 0 visiems|z| =
1, tai dalire iSvestie pagalt, D;g(t,z) = 0 visiems|z| = 1. O pagala apibezima
gauname, kadly(1, z)| = 1 visiemsz € By.

Tarkime, kadhq(t, x) yra determinantas, kurio stulpelius sudaro daliniy iSvestiniy
vektoriai D, g(t, ), ..., Dy, g(t, x), ir tegul

I(t) == /Bo/ho(t,a:) dy - - - dzg.

Kadangih (0, z) = 1, tai I(0) yra lygus rutulio t uriui, ir toel 7(0) # 0. Be toI(1) = 0,
kadangiho(1,z) = 0 del tapatyles |g(1,z)|] = 1 (determinanto eiles yra tiesiskai
priklausomos, nes normos iSve#tilygi nuliui). Norima prieStara gausime jrode, kad
yra konstanta, tai yra katl(¢) = 0 visiemst.
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Diferencijuodamil(¢) po integralo Zenklu ir naudodamie®.§) lygybe gauname,
kadI'(t) yra lygi sumaid demenuy

:]:/ /Dwihi(t,x) dl‘l...d{L’d, 1= 1,...,Cl7 (47)
By

kur h;(t, z) yra determinantas, kurio stulpeliai yra sudaryti i$ vektoriy

Dtg(tux)v Dg;lg(t,ﬂf), sy D:L‘if1g(t7x)7 Dxi+1g(t7$)) R Dxdg(t,ﬂf)

Kiekvienami € {1, ..., d} tegul B; yra vienetinis rutulys sudarytas i$ vektoriydu 1
koordinatexy, ..., z; 1,11, .., Zq, ir tegul
il =y 1= @4l el e+ 2d), 0 3= —af

Taip pat teguyj, y; € R? yra tokie vektoriai, kuriyj-toji koordinae yrax;,jeij #1,0
i-toji koordina€ yra atitinkamai;” arbax; . Tada kiekvienas i#(7) iSnasos: integraly
yra lygus

/ / [ + hi(t, y;r) F hi(t, y;)] dﬂ?l A dxi,1d$i+1 A dl‘d.
B;

TaCiau |yt = |y; | = 1, ir todel h;(t,y;") = hi(t,y; ) = 0, nesDyg(t,x) = 0, jei
|z| = 1. Todel I'(t) = 0; tai ir reikejo jrodyti. O

Toliau parodoma, kaBrouwelio nejudamojo tasko teoreméd.{ teorema) nesunkiai
jrodoma naudojantid.Steorema.

4.10 i8vada. Tarkime, kadf yra tolydus euklidineés erdves netuscio iskilojo kompakto
atvaizdis | save. Tadd turi nejudamajj taska.

[rodymas. Tegul B(0, r) yra rutulys su centru nulyje ir spinduliu > 0, ir tegul f yra
tolydus B(0,r) atvaizdis | save. Tada — (1/r)f(rz), x € B(0,1), yra tolydus
vienetinio rutulio atvaizdis | save. Remiand<t teorema, egzistuoja tokse B(0, 1),
kad f(rz) = rz. Kadangirz € B(0,r), funkcija f turi nejudamajj taska.

Tegul K yra netusia, i3kila ir kompaktiska euklidies erdesR? aibe, o f yra toly-
dus K atvaizdis | save. Sukonstruosime funkcijpgolyduij tesinj f j visa euklidine
erdve. KadangK yra kompaktas, egzistuoja tirStas skaitusieaili elementy poaibis
{z1, 22, ...}. Pazyngje p(z, K) atstuma tarpe ir K, kiekvienami > 1 funkcija~y; su
reikSmemis

vi(x) == max{Q — |2 — 2l O},

p(z, K)’

z ¢ K, yra tolydi 4.1/1 pratimas). Tada funkcijg su reik§neémis reik§nemis
- f(z) jeiz e K,
f(ﬂj) = <Z 2—i i B —1.,. . IT=Y]

2127%(@)) Tisi 27 (@) (=) Jein ¢ K,
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yra funkcijosf tolydus tesinys j visa eukliding erd&. Kadangi suma

m 1 m
(Z 2%(@) > 2 (@) f (=)
=1 =1

yra apibezta visiems pakankamai dideliems = m(x), ¢ K, ir priklauso ailes
f(K) iskilam apvalkaluicof (K), tai f(RY) C cof(K) c K. Tarkime, kadr > 0
yra toks, kadk C B(0,r). Remiantis pirmaja jrodymo dalimi, egzistuoja funkcijs
nejudamasis taskas € B(0,r), tai yra f(z) = z. Kadangif(z) € K, taiz € K
ir f(z) = f(x) = =, tai yra egzistuoja funkcijog nejudamasis taskas; tai ir réjo
jrodyti. O

Pratimai

1. Atstumu tarp vektoriaus € E C R’ ir aibes F ¢ R’ vadinamas infimumas
p(x, F) = inf{|x — y|: y € F}. lrodyti, kad funkcijax — p(x, F'), z € E, yra
tolydi. Taip pat, jeiF’ yra uzdara, tai egzistuoja tokse F', kadp(z, F') = |x —y|
kiekvienamz € E.

4.2 Atitikties tolydumas

Cia toliau nagrigjama2.2 skyrelyje apibezta atitiktis tarp aibiy. Kadangi mus domi-
na atitikties tolydumo savoka, reikalinga atstumo savokaelodgriresime atitiktis i$
euklidines erdesR™ aibesS | euklidines erdesR” aibeT'. Netrukus apib@Sime atitik-
ties tolyduma i$ iSars @.11apibezimas) ir iS vidaus4,13apibrezimas). Tada atitiktis
vadinama tolydzia, jei ji yra tolydi iS iSes ir tolydi iS vidaus4.15apibezimas).

4.11 apibreztis. Tarkime, kadS ir T yra euklidires erdes ailes irv yra atitiktis iS

S | T su apibezimo sritimi A(y)) C S. Sakysime, kad) yra tolydi i$ iSorés taske
s € A(¢y) (angl. upper hemicontinuous), jei kiekvienamésly|s] atvirajam virSaibiui

U egzistuoja tokias aplinkal’, kurios vaizdas)[V] C U. Jei atitiktist) yra tolydi i$

iSorés taSkes kiekvienams € A(v), tai ja vadinsimeolydzia iS iSoresavo apibezimo

srityje. Taip pat sakysime, kad atifilai 1> galiojaiSorinis tolydumadaske arba a#je.

Pagal tokia tolydumo savoka &y |[s] negali tapti per daug didele — ,sprogti j jSore*
— lyginant ja sw)[so], kai s yra arti sg. TaCiau toje p&ioje situacijojey[s] gali staiga
sumaeti, t. y. ,sprogti j vidy“. Nesunku pastehi, kad atitilCiai 1) esant funkcijai, jos
iSorinis tolydumas yra ekvivalentus (funkcijos) tolydumugelBios prieZasties atitiktims
néra tinkamas kartais vartojamas pusiau tolydumo (angl. semicontinuous) terminas.

Atitikties tarp euklidires erdes poaibiy tolydumui i$ iSés patikrinti naudosigs
tokiu kriterijumi:
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4.12 teorema.Sakykime, kad ir T' yra euklidiniy erdviy poaibiai ir) yra tokia atitiktis
i§ S| T, kurios vaizdas)[s] taSkes € A(y) C S yra kompaktiSka aibée. Atitiktis yra
tolydi iS iSores taske tada ir tik tada, kai kiekvienai § konverguojanciai sekdis,, ) ir
kiekvienai sekaft,,), sudarytai ist,, € ¢[s,], egzistuoja posekig,, ), konverguojantis
i kurj nors aibéesy[s| elementa, arba trumpai

jel s, — s, ty €Ylsy] Vn, tai I (ty,): tn, —t € Y[s]. (4.8)

[rodymas. Tarkime, kad atitiktig) yra tolydi iS iSoes taskes, sekas,, — s, 0 sekat,,)
sudaryta i¥,, € v[s,]. Kadangi kompaktia aile yra apezta 2.60teorema), o aié
¥ [s] yra kompakti®, tai egzistuoja aprtas ir atviras jos virSaibi§. Remiantis4.11
apib®zimu, egzistuoja tokia aplinkaV’, kadv[t] C U visiemst € V. Turedamis
aplinkaV’, galime rasti tokj indeks& € N, kad visiemsn > N, s, € V, ir todel
tn € Y[s,] C U. IS Cia gauname iSvada, kad,) yra apezta seka. Kadangi i$ aitos
sekos galima iSrinkti konverguojantj poseRi6z iSvada), tai egzistuoja vektoriudr |

ji konverguojantis seko§,,) posekis(t,, ). Tarkime, kad ¢ v [s]. Tada atstumas tarp
vektoiaugt ir aibési[s| yra

€:= p(¢Y[s],t) = inf{ju —t|: uweYP[s]} >0
(kodel?). Nesunku matyti, kad ab
Ge:={ueT: p(¢[s],u) <e€/2}

yra atvirasy[s| virSaibis. Dar karta remdamieéillapibeZimu, jsitikiname, kad egzis-
tuoja toksK € Ny, kadt,, € G. visiemsk > K. Naudodamiesi euklid&s normos
subadityvumu, kiekvienam € v [s] ir £ > K gauname nelygybes

£ty | > [t — fu— by, | > e~ /2= ¢/2,

kas prieStarauja tam, kag, — t kai k — oco. Tocel ¢ € ¢[s].

|[rodydami teoremos teiginj prieSinga linkme tarkime, kad galidi&)( bet atitiktis
1 néra tolydi i$ iSoes taSkes. Tada egzistuoja toks as[s] atvirasis virSaibid/,
jog kiekvienoss aplinkosV vaizdasy[V] turi elementy, nepriklausény aibeiU, t. y.
Y[V]\U # o. Tarkime, kad B,,) yra seka, sudaryta i$ atviryjy rutull8, = B(s,1/n)
su centru taSkeir spinduliul/n. Egzistuoja seké&,,), kurios elementai,, € ¢[B,]\U
(kodel?). Kadangi)|[B,] = U,cp, [r| kiekvienamn, tai taip pat turime tokia seka
(sn), kads,, € B, ir t,, € ¥[s,]. Tadas,, — s, ir (4.8) prielaidos &ka privalo egzistuoti
| aibes[s] elementa konverguojantis posekig,, ). TeCiau aike 7"\ U yra uzdara,
(tn,) C T\ U, irtodel ribat negali priklausyti aibei)[s] — prieStara, jrodantp iSorinj
tolyduma taske. O

Atitikties kompaktiSkumo prielaida tasSke jrodytoje teoremogeansuvarzanti, kaip
rodo Sie argumentai. Tarkime, kad atitiktisS S | T yra tolydi i$ iSoes aiteje S ir tegul
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s € S. Pirma, pagal apil®Zimas[s] yra apeZta. Antra, 4.8) kriterijuje pa&eme trivialia
seka(sy,), kurios visi nariais,, = s, gauname, kad a#x)[s] yra uzdara. Toel ¢[s] yra
kompaktas euklidies erdes poaibyjer’.

4.13 apibreztis. Tarkime, kadS ir 7" yra euklidires erdes ailes iry yra atitiktis iS5
i T su apibezimo sritimi.A(¢y). Sakysime, kad> yratolydi iS vidaus taske € A(v))
(angl. lower hemicontinuous), jei kiekvienai atvirai ailb&i turinCiai netugia sankirta
su aibey[s], egzistuoja tokia aplinkal’, kad sankirta)[t] N U # @ visiemst € V. Jei
1 yra tolydi i§ vidaus taske kiekvienams € A(¢), tai ja vadinsimeolydZia i$ vidaus
savo apibezimo srityje. Taip pat kakissime apie) vidinj tolydumataSke arba aije.

4.14 teorema. Tarkime, kadS ir T" yra euklidiniy erdviy poaibiaiz) yra atitiktis i5 S
i Tir s € A(vy). Atitiktis ¢ yra tolydi i$ vidaus taSke tada ir tik tada, kai kiekvienai
i s konverguojanciai sekais,) C S ir kiekvienamt € [s| egzistuoja tokia § kon-
verguojanti sekdt,) C T, kurios elementat,, € [s,] kiekvienamn, arba trumpai

jel s, — s, tels], tai I (ty): tn — 1, t, € Y[sy]. (4.9

[rodymas. Tarkime, kady yra tolydi i$ vidaus taske, sekas, — s, kain — oo ir
t € 1[s]. Taip pat tarkime, kad kiekvienam € N, B, := B(t,1/k) yra atvirasis
rutulys su centru taskeir spinduliu 1/k. AisSku, kad By, N ¢ (s) # @ kiekvienam
k. Kadangivy yra tolydi i8 vidaus tadke, tai kiekvienamk € N, , egzistuoja tokias
aplinkaV, kadv[r] N By, # @ kiekvienamr € Vj.. Kadangis,, — s, tai kiekvienamk,
egzistuoja toks;, € N4, kads,, € Vj, kiekvienamn > ny. Galima tarti, kadh, < ng11
visiemsk. Tada egzistuoja tokia seks, ), kad kiekvienam > ny, t,, € ¢[s,] N By jei
n € [ng,nk11) (kodel?). Taip sudaryta seka, ) iSpildo (4.9).

|[rodydami teoremos teiginj prieSinga linkme tarkime, kad galidi&)( betvy nera
tolydi i$ vidaus taSke. Tada egzistuoja tokia atviroji ad/, kadU N ¢[s] # @ ir bet
kurioje s aplinkoje V' yra toks taskasy, kad[sy] N U = @. Todel egzistuoja tokia
| s konverguojanti sekés,,), kadv[s,] N U = @. Dabar tarkime, kad € U N [s].
Pagal prielaida4.9) egzistuoja tokia { konverguojanti sek&,, ), kadt,, € ¥[s,] C U¢
kiekvienamn. KadangiU¢ := T \ U uZdara, tai riba taip pat tuety priklausytii ¢ —
prieStara tam, katle U. PrieStara jrodo, kag yra tolydi iS vidaus taske. O

Pagaliau, atitikties tolydumas suprantamas taip:

4.15 apibreztis. Tarkime, kadS ir T" yra euklidires erdes aites irq yra atitiktis iSS |
T. Sakysime, kad) yratolydi taSkes € S, jei taskes ji yra tolydi i$ iSofes ir tolydi iS
vidaus. Jei) yra tolydi tadkes kiekvienams € S, tai ja vadinsimeolydZia aibejeS.

Tolydumo stabilumas Toliau suformuluosime keleta fakty apie tolydumo saasg/b
iSlaikyma, pereinant nuo atitiiky prie ju standartiniy transformacijuy.
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Prisiming ail@s uzdarinj2.56 apibiezimas), galime taip pat ap#iti atitiktiesy iS

S| T uzdaring L
P s l[s] CT, s € A(p).

4.16 teiginys. Jei atitiktise iS S | T yra tolydi iS iSores tasSke € A(y), tai jos uzdarinio
atitiktis © iS S | T taip pat tolydi iS iSorés tasSke
[rodymas. Si ulome tai padaryti skaitytojui, jrodZius ir pasinaudojus tuo, kad bet ku-
rios dvi uzdaros ir nesikert&ios euklidires erdes ailes turi nesikertatias atvirasias
aplinkas. 0

Tarkime, kady;, i = 1,...,n, yra atitiktys i§5 | 7. Jei(;_, A(pi) # 2, tai
atitik€iy sajungayra atitiktis

Ugoi:SHUgo[s]CT, sGﬂA(gpi).
i=1 i=1

=1
Paliekame skaitytojui jrodyti tokj teiginj:

4.17 teiginys. Jei kiekvienam = 1, ..., n atitiktis ¢, i5 .5 | T yra tolydi iS iSorés tasSke
s € A(pi) ir s € i, Alpi), tai jy sgjunga taip pat tolydi i$ iSorés tasSke

Tarkime, kady yra atitiktis iSS | T ir  yra atitiktis iST | U, kur U yra taip pat
euklidines erdes aile. Priminsime (zr.2.21)), kad kompozicijos atitiktimi vadinama
aibe

pop ={(s,u) € SxU: FteT, te[s] ir ueyplt]}, (4.10)
jei ji yra netu€ia. PavyzdZiui, taip yra, jeR () = A(p). Nesunku matyti, kad

A(poh) 3 s +— porp[s] = U ot c U.
tepls]

4.18 teiginys. Tarkime, kad) yra atitiktis i8S | T', ¢ yra atitiktis iST' | U ir yra apibréZta
kompozicijos atitiktispot). Tada galioja(a) ir (b); Cia

(a) jeiyir p yratolydzZios i$ iSores, tabor) yra tolydi iS iSores
(b) jei vy ir ¢ yratolydZios i$ vidaus, tapor) yra tolydi i$ vidaus.

[rodymas. [rodysime tik teiginj(a); si ulome skaitytojui jrodyti teigir(p). Tarkime, kad
{s,81,82,...} C A(por)), s, — s, kain — oo ir u, € por)[s,] kiekvienamn. Tada
kiekvienamn, egzistuoja toks,, € T', kadt,, € ¢[s,] ir u, € ¢[t,]. Kadangiy yra
tolydi i$ iSos, tai remiantis4.8) egzistuoja toks sekds,,) posekis(t,, ) ir t € [s],
kadt,, — t, kain, — oo. Kadangiu,, € ¢[ty,]ir ¢ yratolydiis iSoes, tai egzistuoja
tokie sekogw;, ), kurios nariai yrau, := uy,, posekiguy, ) ir u € [t], kadu;, — u, kai
| — oo. Kadangiu € po1)|s], tai pot) yra tolydi i$ iSoes taskes € A(pot)) remiantis
4.12teorema. Kadangi € A(po)) yra laisvai pasirinktas, tgbot) yra tolydi i3 iSoes
savo apibezimo srityje. O
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Noredami pasakyti, kad atitikties vaizdams galioja tam tikros sasytaudositas
tokiu apibezimu. Priminsime, jog atitikties vaizdai apdati 2.2 skyrelio pradzioje.

4.19 apibreztis. Sakysime, kad atitiktiso iS5 S | T turi iSkilus vaizdusjei atitikties
vaizdasp[z] yra ikilas aileje T" kiekvienamz € A(y) C S. AnalogiSkai apibeziama
atitiktis turinti kompaktiSkus vaizdusatitiktis turinti uzdarus vaizdus.

Pratimai
1. [rodyti4.18b) teigini.

2. Teguly: S — T yra funkcija. |rodyti, kad ji yra tolydi tasSke tada ir tik tada, kai
ji yra tolydi is iSores tame taSke (kaip atitiktis).

4.3 Kakutanio nejudamojo tasko teorema

Tarkime, kadS yra euklidires erdes aile ir i yra atitiktis iSS | paCia save. Ailes S
elementas: vadinamas: nejudamuoju tasSkuei x € A(u) ir z € ulx]. Akivaizdu,
jog n esant funkcijai, t. y. kaju[s] = {u(s)} kiekvienams € A(p) C S, tai atitikties
nejudamasis taskastampa funkcijos nejudamuoju tasku, nes tuo atyeju) = x €
{z} = p[z] (Zr.2.36apibrezima ir komentara po jo).

4.20 teorema. Tarkime, kadS yra euklidinés erdves netusCias, kompaktiSkas ir iSkilas
poaibis, op yra tolydi iS iSorés atitiktis i$4(u) = S| S, kurios vaizdai iskili. Tada:
turi bent viena nejudamajj taska.

Sia Kakutani? teorema jrodysime atitiktj aproksimuodami tolydZiaja funkcija ir
taikydamiBrouwetio teorema funkcijoms. Priminsime, kdgl(x, ¢) yra euklidires erd-
ves atvirasis rutulys su centruc R* ir spinduliue > 0, 0 p(x, G) = inf{|z — y|: y €
G} yra atstumas tarp tadkoc R’ ir aibesG C RY. Tada ailesG e-aplinka yra

N(G) :={z € R": p(z,G) < ¢} = U B(y,€).
yeG

Kai G = C RY x R¥, atstumop((u, v), G), (u,v) € RY x R¥, apibezime naudojama
euklidine R“* erdves norma, remianti.3 skyrelio pradzioje padarytu susitarimu.

4.21 teiginys.TegulS C R yra kompaktiska aib&, c R* yra iskila aibé iry yraiskila,
kompaktiska ir tolydi i$ virSaus atitiktis i | 7. Tada kiekvienam > 0 egzistuoja tokia
(nuoe priklausanti) tolydZioji funkcijaf : S — T, kuriai galioja f C N¢(u).

2Shizuo Kakutani — Kakutanis (1911-2004), japony matematikas.
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[rodymas. Kiekvienamd > 0 ir z € S rutulio B(x, ¢) vaizdo atzvilgiuy iSkila apval-
kala pazyrekime taip:
10[x] == co(u[B(z,8)]). (4.11)

Sios ailes apibeZia atitiktju’ :  — p°[z] € T,z € S. Pirmiausia jrodysime pagalbinj
teigin;.

4.22 lema. Kiekviename > 0 egzistuoja toks > 0, kadu® C N, (j).

Tarkime, kad taip @ra. Tada egzistuoja toks> 0, kad kiekvienam € N, galime
rasti tokia sutvarkytaja por@,,, y,) € x'/™, kuriai galioja nelygyke

P((Tny Yn), 1) > €. (4.12)

Kiekvienamn, kadangiy,, € p'/"[z,] C R, remiantis 4.11) Zymejimu susé = 1/n ir
Carathéodory teorem@.Q9teorema), egzistuoja tokie

Yo, .- yn € u[B(zn, 1/n)], (4.13)

ir A0, M\ e Ry kadY R N =1iry, = 328 Ayl Remiantis4.13), kiekvien-
amn ir i galima rasti tokius?, € B(z,,1/n), kady!, € p[z}]. Kadangi aile S yra
kompaktiska, tai nardami supaprastinti Zygjimus galime tarti, kad pati seka,,) kon-
verguoja j kurj norse € S, kain — oo, ir todel kiekvienami, 2%, konverguoja jr, kai
n — oo. Kadangiu yra tolydi i$ virSaus, tai remianti4.12 teorema, @l supaprasti-
nant Zyngjimus galima tarti, kad kiekvienar y!, konverguoja j tokjy* € T, kuriam
y* € plz]. Be to, kadangh?, € [0, 1], tai galime tarti, jog kiekvienamegzistuoja tokie
A e [0,1], kad 2% (A" = 1ir A\, konverguoja j\'. Tada, kain — oo, tai SUMOS
Yo = S0, ALyl konverguoja | sumg = Y% Ay, kuri priklauso iskilai aibeil’
ir y € plx], nesy yra iskila. Taigi(z,,y,) konverguoja j(z,y) € u, kas prieStarauja
nelygybei %.12). Si priestara jrodo lema.

Grjzdami prie4.21 teiginio jrodymo, tarkime, kad duotas> 0. Remiantis4.22
lema, egzistuoja toks > 0, kadu® € N.(u). Lieka sukonstruoti tokia tolydZia funkcija
f: S — T, kadf c uo. Tai padarysime konstruodami vadinamajj vieneto skaidinj.

Kadangi S yra kompaktas, tai egzistuoja tokia baigtiaite {z;}/*, < S, kad
atvirieji rutuliai { B(x;, 6) }*, dengiaS. Kiekvienami = 1, ..., m apib@zkime funkci-
jagi: S — Ry sureikSnemisg;(z) := p(x,S \ B(z;,0)). Kiekviena i$ funkcijyg;
yra tolydi (4.1.1 pratimas) ir lygi nuliui uz rutulioB(x;, §). Be to, nei vienamé& taske
Visosg; kartu rera lygios nuliui. Toé@l galime apibezti funkcijas\; := g;/ Z;ﬁ:l 9j

i=1,...,m,i85]0,1], kurios yra tolydzios i ;" ; \; = 1 (Seima{\;}, vadinama
vieneto skaidiniu). Kiekvienam = 1,...,m imkimey; € u[z;] ir Kiekvienamz € S
pazymekime

m

fl@)=> X(z)y; € T.

i=1
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Visy pirma, Sios reikSm@s apibeZia tolydZiaja funkcijgf : S — T'. Antra, kiekvienam
irzesS,jei\(x) >0,taiz € B(z;,0) pagalg; apibezima, ir to@l, prisimine ¢.11),
gauname, kag () € p’[z], ty. f C p°; tai ir reikejo jrodyti. O

Kakutanio teoremos jrodymas. Remsines4.21teiginiu, kaiS = T C R’ ir e = 1/n,
n € N4. Taigi kiekvienamn egzistuoja tokia tolydzioji funkcijg,,: S — S, kuriai

{(@, ful(@)): © € S} = fu C Nyjn(p) = {(u,0) € 8 x ¢ p((u,v), 1) < 1/n}.
(4.14)
RemiantisBrouwelio teoremal4.1 teorema), kiekvienam egzistuojaf,, nejudamasis
taskas, t. y. egzistuoja toks, € S, kad f,,(x,) = z,. Remiantis'4.14), kiekvienam
n galima rasti tokiusu,,, v, € S, kadv, € u(un), |Tn — un| < V2/nir |2, — v,| =
|fn(2n) — va] < V2/n. KadangiS yra kompaktas, tai sek@r,,) turi konverguojantj
posekj. Kad Zyrati b uty papr&sau, tarsime, jog pati seka,,) konverguoja iz € S.
Todel u,, — xir v, € plu,)]. Kadangiu yra tolydi i$ virSaus atitiktis, tai remianté&12
teorema sekéw,,) turi posekj, konverguojantj j kurj norg[x] aibes elementa. Dar
karta paprastumoddei tarkime, kad, — v, kain — co. Kadangi|z,, — v,| — 0, tai
x = v € plzl; taiir reikéjo jrodyti. O

4.4 Pastabos ir papildoma literat ura

Nejudamojo tasko teorija Nejudamojo tasko teorija matematikoje yra labai plati ir
gili netiesires analigs sritis. Matematikos specialyb studentams geriausiai yra gerai
Zinoma tikBanaclo nejudamojo tasko teorema.

4. 1skyrelis Pateiksime dar viena, bet labai trunfp@uweio nejudamojo tasko teore-
mos jrodymas. Jis remiasi labai svarbia matematikoje ir jos taikymuose indekso teorija
(angl. degree theory).

Tarkime, kad aib Q c R? yra netusia, apezta ir atvira,Q) yra jos uzdarinys, o
funkcija g: © — R? yra tolydi. Su $ia funkcija susiesime sveika $kai(indeksa),
kuris yra stabilus atzvilgiu funkcijos pokyy ir iSreiSkia naudinga informacija apie ja.

Galima b uty bandyti laikyti funkcijos indeksu jos nuliy slai Daugeliui funkcijy
Sis skatius nekinta, nezymiai kéiant p&ia funkcija. T&iau, funkcijag su reikSn@mis
g(z) = 22 ir jy pokytiai 2% +¢, gauti neZymiai kintant, keicia tokio ,indekso* reiksmes
0, 1 arba2, priklausomai nuo to at yra teigiamas, nulis ar neigiamas. Taip apiias
Jndeksas" b uty stabilus tik negausiai funkcijy klasei.

Zymiai naudingesnis yra ,algebrinis* funkcijos nuliy ski@vimo metodas. B utent,
tarkime, kad funkcijay: © — R< turi Sias savybes:

(1) 0¢& g(0%);

(2) g yra tolydZziai diferencijuojama aéje?;
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(3) jeixzy € Qyratoks, kady(zg) = 0, tai detDg(x) # 0.

Jei galioja(3) savyte, tai0 vadinama funkcijog reguliaria reikSme Funkcijomsg,
turinCioms savybes$l) — (3), indeksas apil@Ziamas sk&iumi

d(g,Q,0):= Y signdeDg(x), (4.15)
zo€g~1(0)

jeig=1(0) # @,ird(g,Q,0) := 0 prieSingu atveju. Funkcijogsavybeg1) —(3) leidzia
jsitikinti, kad aike g—1(0) yra baigtire ir d(g, 2, 0) yra sveikas skéius. Svarbiausia
Siame indekso apibzime yra tai, kad kiekvienos Saknies &hid | suma priklauso nuo
tiesires aproksimacijos orientacijos tame taSke. Gauta suma funkcijosigakyvilgiu

yra pakankamai stabili. Nag@to pavyzdzigy(z) = 22 + € atveju, nepriklausomai nuo

e zenklo, indeksas visada lygQgkai tik 0 € Q). Kaip tik atsizvelgiant | tokj stabiluma,
galima pratesti indekso ap#&tima toms funkcijoms, kurioms neb utinai gali@air (3)
savyles. NaudojanBard teorema apie reguliariy reikSmiy tirStuma, nulio reguliarumo
salyga galima susilpninti ir apibEti indeksa riba

d(g,Q,0) := liné d(ge,,0),

kai nulis yra reguliari funkcijog, reikSme kiekviename. Riba nepriklauso nuo funkcijy
ge sekos parinkimo, nors Sio fakto jrodymas yra netrivialus. Nudojant kita aproksimaci-
ja, tolydaus diferencijucjamumo salyga galima pakeisti funkcijaslydumu ir api-
brezti vienintelj skatiy d(g, ©2,0), kai tik funkcijag: Q — R? yra tolydiir0 ¢ g(09Q).
Taip apibeZtas skdiiusd(g, €2, 0) vadinamas funkcijoBrouweio indeksu anf2 (nulio
atzvilgiu). Sios konstrukcijos detales galima rasti Deimling (1985), Schmitt ir Thomp-
son (1998), bei Browder (1983) darbuodgrouwetio indeksas siejasi skironeckeio
charakteristika ilGaus® atvaizdziu. Apie tai ir kitas jdomias istorines detales galime
paskaityti Siegberg (1981) straipsnyje.

Brouwelio indeksas turi daug jdomiy savybiy; pavyzdZziui Sias savybes.

(1) NormavimasJeil yra tapatinga funkcija, tai

1 jeideq,
dU’Q’O)_{o iei0 Q.

(2) Sprendinio savybé&leid(g, 2,0) # 0, tai egzistuoja toks € 2, kadg(z) = 0.

(3) Homotopijos invariantiskumasJei funkcijaH : [0,1] x Q@ — R? yra tolydi ir
H(t,z) # 0 kiekvienamz € 9Q ir t € [0, 1], taid(H (t, -), 2,0) yra konstanta, t.
y. nepriklauso nue.

(4) 18pjovimas Jei K yra uzdara$? poaibis ir joje apibeZta funkcijag neturi nuliy,
tai d(g,9,0) = d(g,92\ K,0).
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Siy savybiy jrodymus galima rasti knygose Brown (1993), Lloyd (1978) ir Deimling
(1985). Sprendinio savybbeveik akivaizdi toms funkcijomg, kuriy Brouweio in-
deksas iSreiSkiamad.(L5) formule, ta&iau ji visai neakivaizdi funkcijoms turiioms tik
tolydumo savybe. Sprendinio sawkartu su homotopijos invariantiSkumu yra vos ne
naudingiausios indekso teorijos saeghzinant vienos funkcijd8rouweio indeksa gal-
ima jj surasti kitai funkcijai, jei tarp jy jmanoma sugalvoti homotopija, tenkai@a(3)
salyga.

ISvardytosBrouweiio indekso savybes jgalina pasi ulyti glausta nejudamojo tasko
teoremos jrodyma.

4.23 teorema. Tegul Q yra euklidines erdve®“ uZdaras vienetinis rutulys su centru
nulyje. Jei funkcijaf : Q — Q yra tolydi, tai ji turi nejudamajj taska.

[rodymas. Galime tarti, kadf neturi nejudamojo tasko ant rutulio sien@Q (sferos).
TegulH: [0,1] x Q — R yra funkcija su reikSramis

H(t,z) =z —tf(x), tel0,1] ir ze.

Nesunku jsitikinti, kadH tolydi ir H(t,z) # 0 kiekvienamz € 9Q ir t € [0,1].
Remiantis homotopijos invariantiSkumu ir normavimo sauylis, galioja lygyks

d(I — f,Q,0) =d(H(1,-),92,0) =d(H(0,-),Q,0) =d([,Q,0) = 1.

Tada @ka sprendinio sav@s, egzistuoja toks € 2, kadz — f(z) = 0, t.y. f(z) =
x. ]

4.2 skyrelis Atitikties tolydumo tyrimy pradininkais laikomi Kuratowski (1932) ir
Bouligand (1932). Berged] ir Hildebrand (1974) knygose surinkti svarbiausi rezul-
tatai apie atitikiy tolyduma. Literat uroje galima rasti skirting us atitikties tolydumo api-
brezimus; tokie skirtumai ir ju paselas apzvelgti Moore (1968).

4.3skyrelis 4.21teiginj jrode von Neumann (1937).
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5 Skyrius

Mainy rinka

Skatiavimo aiSkinimui suteikti tai, ko jame neaptinkame, arba apsvarstyti pasitelkus
metafizika — tai klastoti moksla ir prota nuvesti nuo tiesos bei tikrumo kelio.

Janas Sniadeckis, 1818.

Siame skyriuje griztame prie konkurenesrinkos nagrigjimo. Kol kas tarkime,
kad rinkoje yra tik vartotojai ir ara gamintojy. Tokia rinka vadinanmaainy rinka(an-
gl. exchange market). Vartotojo pasirinkimui igrgbiu aities apib udinti naudoses
3 skyriuje nagrietu alternatyvy lauku. Taigi mainuy rinkoje yra ribotas kiekésydiy,
kurias reikia optimaliai paskirstyti tarp vartotojy. Gamyba mainy rinkoje nevyksta, ir
todéel naujy @rybiy nesukuriama.

Gerybiu skirstymo mechanizmas mainy rinkoje grindZziamaylgiy kaina. Skyri-
aus pabaigoje parodoma, kad egzistuoja tokigylgiu kaina, kuriai esant viso®rgybes
taip paskirstomos tarp visy mainy rinkos subjekty, kad maksimizuoty ju naudingumo
funkcijas.

5.1 \Vartotojo problema

Vartotoju vadinamas individas arba namu ukis, kurio tikslas yra i$ duetgbig aites
pasirinkti, nusipirkti ir suvartoti geriausia jam jpirkti jmanomargbiy rinkinj. Varto-

tojo problema yra klausimas: Zinanémybiy kainas ir pradinj savo turta, ar jmanoma

iS jperkamuy @rybiy aikes, vadinamos biudzeto aibe, pasirinkti sau naudingiawsiy g

biy aibe. Siame skyrelyje nustatomos salygos, kada $i problema turi sprendinj, kada
sprendinys yra vienintelis ir pan..

BiudZeto aibe  Siame skyrelyje nagrigjamas vienas vartotojas. Kaip ir atikau, taria-
ma, kad nagrigjamoje mainu rinkoje yrd prekiy. Prek tapatinama su indeksu
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{1,...,¢}, o jos kiekis apib udinamas realiuoju neneigiamuojucsai z;,. Tokiu b u-
du euklidires erdes vektorius: = (z1,...,x¢) € Rﬁ iSreiSkia tam tikrgorekiy rinkinio
kiekj, vadinamavartojimo planu Prekiy kiekis rinkoje yra ribotas, o rinkoje esamuy prek-
iy kiekiy aibe X, vadinamavartojimo aibe sudaro euklidigs erdes poaibj. Dazniausiai
tarsime, kad vartojimo aéX yra uzdaras, iskilas ir apgtasr’, poaibis. Toliau visada
yra tariama, kad € X.

Kiekvienos preksh € {1, ..., ¢} vienetokainayra realusis neneigiamasis skiais
pn. Tadap = (p1,...,p¢) yra vektorius euklidigje erdeje R, vadinamaskainy
sistema o prekiy rinkiniox = (x1,...,x¢) kaina yra vektoriy skaliarin sandauga

pxr = Zflzlphxh. Toliau tariama, kad prekiy kainos nepriklauso nuo vartotojo. Tokia
prielaida pateisinama, kai kiekvieno vartotojo peekporeikis sudaro tik maza dalj tos
prekes visumires paklausos.

Greta mireto prekiy iStekliy fizinio ribotumo, nusakomo vartojimo ailie varto-
tojo pasirinkimas yra ribojamas ir jo ekonoreimis galimymis. B utent, vartotojo
pasirinkimas yra ribojamas tomisgylkemis, kurias jis gali jpirkti. Ekonomines gal-
imybes lemia prekiy kainy sistemair vartotojo pradinis turtase, kurio kainaw =
p-e > 0. Kadangi mainy rinkoje @ra pelno, tai pradinis turtas sutampa su pradiniais
jnasais. Pordp, w) vadinamakainos—turto b useriayra aib'es]Rﬁrl vektorius. Duotai
kainos—turto b'useng, w) gerybiuy rinkinysz € X yrajperkamasjei jo kaina yra ne
didesre uz pradinio turto kaina, t. y. jei galioja nelygyk p-x < w. Taigi fizinis ir
ekonominis @rybiu rinkiniy ribotumas yra nusakomas aibe

B(p,w) ={z € X: px <w}, (5.1)

vadinaméabiudzeto aibeAibé B’ (p, w) := {z € X : p-x = w} toliau vadinamaiudze-
to krastu(zr.13.1 piesinj3.1 skyrelyje).

5.1 teiginys. Tegul X C Rﬁ ir (p,w) € Rﬂ“. Tada biudZeto aib&(p, w) yra
(a) iSkila, jei X iSkila;
(b) uzdara, jeiX uzdarg
(c) aprézta, jei arbaX aprezta, arbgp > 0.

[rodymas. Visi teiginiai lengvai jrodomi naudojantis tik apiézimais. &l (¢) teiginio
antros dalies pastékime, kad jeic := min, py, > 0, tai0 < x; < w/c kiekvienam
he{l,...,t}irz € B(p,w). O

Kadangi0 € X C R%, tai0 € B(p,w) kiekvienam(p,w) € R, t. y. biudzeto
aibe visada netuia’. Todel biudZeto aibs priskirtis kainos—turto b usenai

B: (p,w) = B(p,w) C X, (p,w) € R,

Matematine prasme.
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apibreZzia atitiktjs is Rﬂ“ | X, toliau vadinaméiudZeto atitiktimi2.2 skyrelis). Papras-
tumo cklei toliau sutvarkytosios pordg, w) vaizda zynesimeg|p, w] vietoje 5[(p, w)].

Parodysime, kad biudZeto atitiktis yra n@ds eies teigiamai homogeniSka tokia
prasme.

5.2 apibreztis. Sakykime, kadv > 0, 0 S ir T yra euklidiniy erdviy poaibiai. Atitiktis
1 i8 aibessS | aibeT su apibezimo sritimiA(y) yra« eilés teigiamai homogeniskigj

PlAs] = A*yls]

kiekvienam\ > 0ir s € A(y) c S. Cia desie pug lygi aibei{\*t: t € ¥[s]} pagal
tiesirese erdese jprasta ads daugybos i$ skaliaro taisykle.

Kartu su teigiamu homogeniSkumu nustatysime biudzeto atitikties tolydumaésiSor
(4.11apibrezimas) ir tolyduma i vidaug(13apibezimas).

5.3 teorema. Sakykime, kaK C Rﬂ yra vartojimo aibée. Biudzeto atitikCigi iS Rﬂ“
| X galioja (a), (b) ir (c) savybés

(a) B yranulinés eilés teigiamai homogeniska, tGyAp, \w| = ([p, w] kiekvienam
A>0ir (p,w) € RY,

(b) B yratolydiis iSores aibéjmﬁ“, jei aibe X yra kompaktiSka

(¢) B yratolydi s vidaus tokioje kainos—turto b usengijew) € Rﬂ“, kurw > 0,0
aibe X yra iSkila.
[rodymas. (a): Naudojantis funkcijo — p-z tiesiSkumu, savyd(a) iSplaukia is ly-

gybiy
BlAp, \w| ={z € X: (Ap)-x < (Aw)} = Bp, w],

galiojartiy kiekvienam(p, w) > 0ir A > 0.

(b): Tarkime, kadX yra kompaktiska i{p, w) € Rﬂ“. [rodysime, kad3 yra tolydi
i$ iSores taSkdp, w). Remiantis2.60teorema ii5.1 teiginiu, biudzeto aib 3[p, w] yra
kompaktiska, ir todl galima naudotis atitikties tolydumo iS i&sr tasSke4.8) kriteriju-
mi. Tarkime, kad(p,,w,) — (p,w), kain — oo, ir x,, € B[pn, wy] kiekvienamn.
Reikia jrodyti, kad egzistuoja prekiy rinkinys € 3[p, w] ir sekos(x,,) posekis(xy, ),
konverguojantis j. Dar karta remianti?.60teorema, egzistuoja tokse X ir posekis
(xn,), kadz,, — z, kaik — oco. Kadangip,, -x,, < wy,, kiekvienamk, o skaliarire
sandauga yra tolydi funkcij@(4.7 pratimas), tap,, -z,, — p-z, kaik — oco. ISCia ir
iSplaukia, kad-x < w, t. y. x € B[p,w]. Taigi, biudZeto atitiktis3 yra tolydi iS iSoes
taske(p, w) remiantis4.14teorema.

(c): Tarkime, kadX yra iSkila ir (p,w) > 0 yra kainos—turto b usena su teigiamu
pradiniu turtuw > 0. BiudZeto atitikties? tolyduma i$ vidaus taSk@, w) patikrinsime
remdamiesi4.9) kriterijumi. Tarkime, kad(p,,w,) — (p,w) ir x € Bp,w], t. y.
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p-x < w. Reikia rasti tokia aibs X elementy sekéx,,), kadp,,-x,, < w, kiekvienam
nir x, — x, kain — oco. Pirma tarkime, kag-x < w. Kadangi skaliarig sandauga
yra tolydi funkcija 2.4/7 pratimas), tai egzistuoja tok€ € N, , kadp,-x < w, visiems
n > N. Kiekvienamn < N imkime bet kurjz,, € B[pn,wy], 0 kiekvienamn > N
imkime z,, := z. Tada atvejyp-x < w seka(z,) tenkina trokStama savybe.

Dabar tarkime, kagh-z = w, t. y. x priklauso biudzeto krastuB’(p, w). Kadangi
0 € Xirw>0,tai0 € gp,w]. KadangiX yra iSkila, tai visi atkarpos0, x| :=
{Ax: X € [0,1]} taskai priklausaX. Kadangi(p,,w,) — (p,w), kain — oo, tai
egzistuoja toks numeri§ € N, kad visiems: > N biudzeto krasta®’(p,,, w,,) kerta
tiese, kurioje guli atkarp@, x|, vieninteliame taske,, ir  ta jos puse nud, kur yraz.
Tegulz,, := z,, jeiz, € [0,z], Ir z, := z, jeiz, & [0,z]. Tadap, -z, < pp-Tp = wy,.
[rodysime, kadt,, — z, kain — oo.

IS tikryjy, kievienamn, z,, = A,z kuriam nors),, € [0,1]. Pakanka jsitikinti,
kad )\, — 1, kain — oo. Tarkime, kad taip era. Tada egzistuoja € [0, 1) ir toks
sekos(\,,) posekis(A,, ), kuris konverguoja p\, kai £ — oco. Kadangi kiekvienam
pakankamai dideliam

tai pegje prie ribos, kak — oo, gaunamev = Ap-x < p-x = w — priestara, jrodanti,
kad )\, — 1. Teoremo%.3 jrodymas baigtas. O

Vartotojo paklausos aibe Vartotojo problema — optimalus pasirinkimas i$ biudzeto
aibés — sprendziama naudojar@iskyriuje nagritu preferencijos sarySiu. Taigi toliau
tariama, kad prekiy adje X C }Rﬂ yra apibeZtas racionalusis preferencijos sarysjs.

y. tariama, kad por&X, ) yra alternatyvy laukas, kuris toliau Siame ir kitame skyriuose
vadinamas prekiy lauku. DaZniausiai bus tariama, kad prekiy lgukas) yra tolydus.
Remiantis3.14teorema, toks prekiy laukas iSreiskiamas tolydzigja naudingumo funkcija
u: X — R.

Tarkime, kad(p, w) € Rﬂ“ yra kainos—turto b usena. Kaip afiks! aptarta, varto-
tojas renkasi i$ biudZeto ab B(p, w), apibeztos b.1) sarySiu. Prisimenant pasirinki-
mo aitesC(B; =) apibezima 8.3 atvejuB = B(p, w) ir sarysj 8.4), b usengp, w)
atitinkanti vartotojopaklausos aibgangl. demand set) yra

D(p,w) = C(B(p,w); =) = {z € B(p,w): (Vz € B(p,w))[z = 2]}.
Jei preferencija- yra iSreiSkiama naudingumo funkcija tai

D(p,w) = {z€ B(p,w): u(z) >u(z)V z € B(p,w)} (5.2)
=: argmaXu(z): z € B(p,w)}.

Sakysime, kadrartotojo optimalaus pasirinkimo problemari sprendinj kainos—turto
b'usenojép, w) € Rﬂ“, jei paklausos aD(p, w) yra netusia.
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Vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi sprendinj esant jvairioms salygoms.
Vienas tokiy salyguy rinkinys gaunamas naudojantis iSvada:

5.4 iSvada. Sakykime, kad vartojimo aib& C Rﬁ yra kompaktiSka, prekiy laukas
(X, ») yra tolydus ir(p, w) € Rﬁ“. Tada kainos—turto b usendje w) vartotojo opti-
malaus pasirinkimo iS biudZeto aib&p, w) problema turi bent viena sprendini.

[rodymas. Remiantisb.1teiginiu ir2.60teorema, biudZeto a#B := B(p, w) yra kom-
paktiSka. Tada galime taiky8.11teorema pasirinkimo aib&i'(B; =) = D(p, w), Kuri
ir jrodo iSvada. O

Pastaraja iSvada galima jrodyti ir kitu b udu. Kadangi tolydus prekiy laukas iSreiSkia-
mas tolydzZigja naudingumo funkcija remianbBgbreuteorema 8.14 teorema), o bi-
udzeto aile yra kompaktiska, tai optimalus prekiu rinkinys egzistuoja, jei naudingumo
funkcija Sioje ailgje jgyja maksimuma. Taigi vieto/8.11 teoremos galima naudotis
Weierstrass teorema2.65teorema).

Sia Weierstrase teorema pasinaudosime pagrisdami kita iSvada apie optimalaus
pasirinkimo problemos iSsprendZziamuma. Skirtingai nuo praeitos iSvados, dabar var-
tojimo aibe neprivalo b uti kompaktiSka, bet atitinkama kainy sistema turi sudaryti tik
teigiamieji skatiai.

5.5 iSvada. Sakykime, kad vartojimo aib¥ C Rﬁ yra uzdara, prekiy laukagX, )
yra tolydusp € RLF ir w > 0. Tada kainos—turto b usendje w) vartotojo optimalaus
pasirinkimo i$ biudZeto aibeB(p, w) problema turi bent viena sprendinj.

[rodymas. Kadangip > 0, tai, remiantisb.1(c) teiginio antraja dalimi i2.60teorema,
B(p,w) yra kompaktisSka a. RemiantiDebreuteorema'8.14teorema), preferencija
iSreiSkiama tolydZiaja naudingumo funkcija. Bbdkaip ka tik buvo migta, tolydzioji
funkcija bent viena maksimuma &je B(p, w) |gyja remiantisWeierstrase teorema
(2.65teorema). O

Vartotojo optimalaus pasirinkimo sprendinio vienaties salygos gaunamos naudojan-
tis Sia iSvada:

5.6 iSvada. Tarkime, kad vartojimo aib& C Rﬂ yra iSkila ir uzdara, o prekiy laukas
(X, =) yra tolydus ir iSkilas. Kiekvienai kainos—turto b usefaiw) € Rﬁt}:

(a) paklausos aib&® (p, w) yra netuscia, kompaktiSka ir iSkila

(b) jei, be to, (X, >) yra grieztai iSkila, tai paklausos aib®(p,w) turi vienintelj
elementa.

[rodymas. Remiantis5.1 teiginiu, biudZeto aib B(p, w) yra netusia, kompaktiska ir
iSkila. Kitos iSvados gaunamos pritaiki@20teiginj biudZeto aibeB = B(p,w). O
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5.7 apibréztis. Tarkime, kad(p, w) € Rﬂ“ yra kainos—turto b usena. Sakysime, kad
Sia b'usena atitinkéiai paklausos aibeD (p, w) galiojaWalraso désnigei D(p, w) yra
netu€ia ir p-x = w kiekvienamz € D(p, w).

Kitaip tariant, Walra® désnis galioja, jei pasirinkimas i$ biudzeto @sbpriklauso
biudZeto kraStui. Prisimindami lokaliojo nepasotinamumo savi@ dpibrezimas),
turime tokj fakta.

5.8 iSvada. Jei prekiy laukas X, ) lokaliai nepasotinamas ir kainos—turto b usena
(p,w) € Rﬂ“ atitinkanti paklausos aib® (p, w) yra netuscia, tai jai galioja Walraso
desnis.

[rodymas. Pakanka pasinaud@i7(c) teiginiu biudZeto aibeB = B(p, w) ir pasteleti,
kad jos vidiniaiX atZvilgiu taSkai sudaro aibgr € X: p-x < w}. O

Walraso paklausos atitiktis Tarkime, kadX C Rﬁ yra vartojimo ailg, (X, =) yra
prekiy laukas irD C Rﬂ“ yra tokia kainos—turto b usefw w) aibe, kurioms vartotojo
optimalaus pasirinkimo problema turi sprendinj, t.%.2] lygybe apibezta paklausos
aibé D(p,w) yra netusia. Tada priskirtis

¢: (p,w) — D(p,w) C X, (p,w) € D, (5.3)

yra atitiktis iéR‘fl i X su apibezimo sritimi.A(p) = D, kuri toliau vadinamaValraso
paklausos atitiktimiKaip ir biudzeto atitikties atveju, paprastumelei toliau zynesime
elementa(p, w) vaizdap[p, w], 0 ney[(p, w)]. Tuo atveju, kai kiekvienanp, w) € D
paklausos aib® (p, w) sudaro vienintelis elementas= x(p, w), tai funkcijap: D —
X vadinamaWalraso paklausos funkcigu reikSn@mis

p(p,w) =z € {z} = D(p,w) (5.4)

(Zr. komentarus p@.36apibezimo).
Nustatysime pagrindined/alraso paklausos atitikties savybes.

5.9 teiginys. Sakykime, kadk' C Rﬂ yra vartojimo aibé ir(X, =) yra prekiy laukas.
Walras paklausos atitikgiap i§ R4 | X su apibrézimo sritimD galioja (a), (b), (c)
ir (d) savybés

(a) ¢ yranulines eiles teigiamai homogeni$ka
(b) jei X yra kompaktiska i X, =) yra tolydus, taip apibrézimo sritisD yra RS,

(c) jeilaukas(X, ) yraiSkilas, taip turi iSkilus vaizdus, t. y. aib@[p, w| yra iskila
kiekvienai kainos-turto b user(ai, w) € D;

(d) jei X yrai8kilairuzdara, o X, ) yra tolydus ir grieZtai iSkilas, tap yra funkcija
ISR | X
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[rodymas. (a): Remiantis ta p&a savybe biudzeto atitikai 3 (Zr.5.3(a) teorema),
turime lygybes

e[Ap, Aw] = {z € B[Ap, Aw]: (V z € B[Ap, Mw] [z = 2] } = ¢[p, w]

kiekvienam(p,w) € D ir A > 0, jrodartias nulires eies teigiamo homogeniSkumo
savybe atitiKiai .

(b): Remiantis5.4 iSvada, aik ¢[p, w| yra netusia kiekvienai b usengp, w) €
R, ir todel D = RYH.

(c): Tegul(p,w) € D, x1,22 € D(p,w) ir A € (0,1). Galime tarti, kadr; # xs.
Siy elementy ikilas darinys, := Az +(1—\)zs € B(p, w), remiantiss.1(a) teiginiu.
Kadangiz; ~ x9 déll3.7(a) teiginio biudZeto aibeB = B(p, w), tai remiantis3.18b)
lemaz) = x1, irtodel z) € D(p, w) preferencijos tranzityvumoaka.

(d): Remiantish.€(b) iSvada, ail ¢[p, w] turi vienintelj elementa kiekvienai b usenai
(p,w) € R, Taijrodo(d) ir visa teiginj. O

Toliau jrodomas svarbiausias faktas apie paklausos atitikties tolyduma&s,i&ori-
uo tiesiogiai naudojamasi pusiausvyros egzistavimui jrodyti.

5.10 teorema. Tarkime, kad vartojimo aib& c Rﬁ yra kompaktiska ir prekiy laukas
(X, ») yra tolydus. Walraso paklausos atitiktjsis Rﬂ“ | X yratolydi i$ iSores aibéje
R

[rodymas. Tegul (p, w) € Rﬂt}. Pasirinkimo aik ¢[p,w] = D(p,w) yra netusia
remiantis5.S(b) teiginiu. 1Sorinio tolydumo savybe tasKe, w) jrodysime taikydami
4.12teorema. Tarkime, kad sekép,,, w,)) C Rﬂt} C Ay),

nlingo(pn,wn) = (p,w) ir xz, € D(pn,wy) kiekvienamn. (5.5)
Reikia rastic € D(p,w) ir sekos(z,) posekj(zy,), konverguojantj jxr. Kadangi
D(pn,w,) C X kiekvienamn ir X yra kompaktas, te2.60teoremos éka egzistuoja
vektoriusz € X ir | jj konverguojantis poseki$z,, ). Kadangi prekiy laukagX, >)
yra tolydus, tai remianti8.14 teorema preferencija iSreiSkiama tolydzia naudingumo
funkcija u. Tocel pakanka parodyti, kad € B(p,w) ir u(x) > u(y) kiekvienam
y € B(p,w). Kadangip,, -z,, < wy, kiekvienamk € N remiantisb.5), tai pegje prie
ribos kaik — oo, gauname-x < w, t. y.x € B(p, w). Kito fakto jrodymui imkime bet
kurj prekiy rinkinjy € B(p, w) ir kiekvienamn apibeZzkime skatiy

Wn,

ni=—— , 1.
7 maX{pn‘y,wn} © (0 ]

Kadangi skaliaria daugyba ir maksimumo funkcija yra tolydzios, tai

lim o, = v 1.

n—oo max{p-y, w} -
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Todel kiekvienamn, apibeZey, = o,y, turimey, € B(pn,wy) it y, — v, kai
n — oo. Remiantis/b.5) antraja prielaida gaunamézx,,) > u(y,). Kadangiz,, — z,
kai k — oo, tai iSCia iSplaukia, kadi(z) > u(y). Todelz € D(p,w), ir atitiktis ¢ yra
tolydi iS iSores taSkep, w); tai ir reikejo jrodyti. O

Paklausos aibiy pavyzdziai Paprastuose prekiy lauko pavyzdziuose paklausos aibe
galima nustatyti grafiSkai ieSkant netidgs sankirtos tarp biudZeto &b ir didZiausia
naudingumo funkcijos reikSme atitinkéins indiferentiSkumo a#s. Sakykime, kad
(R%, =) yra tobulyjy pakaity prekiy laukas, apiftas naudingumo funkcij@.12),
kurioje parametrai = b = 1. Vartotojo su tokiu prekiy lauku optimalaus pasirinkimo
problemos sprendiniai sudaro aibe

{(w/p1,0)}, kaips > p1,
D(p,w) =4 {z€R}: pxr=w}, kaips=pi, (5.6)
{(O,'w/pg)}, kain < p1,

kiekvienai kainos—turto b usen@ai, w) = (p1,p2, w) > 0. Matome, kad Si optimalaus
pasirinkimo problema visada turi sprendinj. Ci@u sprendinys éra vienintelis, kai
abiejy prekiy kainos yra lygios. Tai neprieStarabi&é(b) iSvadai, kadangi tobulyjy
pakaitaly prekiy laukasamna grieztai iSkilas. Paklausos aif®.6) rodo, kad bus pasirink-
ta ta prele, kurios kaina yra mazesn Jei abiejy prekiy kainos vienodos, tai optimalus
pasirinkimas yra biudzeto krastas.

Kitas pavyzdys. Sakykime, ka(R?,>,) yra tobulyjy papildiniy prekiy laukas,
apibreztas naudingumo funkcij&(13), kurioje parametrai = b = 1. Vartotojo su tokiu
prekiy lauku optimalaus pasirinkimo problemos sprendiniai sudaro vieno elemento aibe

D(p,w) = {(w/(p1 + p2),w/(p1 + p2))} (5.7)

kiekvienai kainos—turto b usen@i, w) = (p1,p2,w) > 0. Pagal §j pasirinkima abi
prekes vartojamos kartu, ir t@dl vartotojas iSleisty visus savo pinigus prekiy poroms,
kuriy kaina yrap; + ps.

Siais dviem atvejais vartotojo optimalaus pasirinkimo problemos sprendimas yra pa-
prastas. Kai kuriais kitais atvejais naudinga pasinaudoti funkcijy ekstremumuy paieSkos
metodais.

Cobbo-Douglaso prekiy laukas Tarkime, kad(R? , >-,) yra prekiy laukas, isreiSkia-
mas naudingumo funkcija su reikSneémis

u(r) = xizy ¢, w=(z1,72) ERI, 0<e<l,
t. y. laukas, iSreiSkiamas3(€) funkcija, kai/ = 2 ir a1 = 1 — as = €. Tegul
p = (p1,p2) > 0ir w > 0. Atvejisw = 0 yra trivialus ir toliau nenagrigjamas.
KadangiCobm-Dougla prekiy laukas yra tolydus, tai remiandss iSvadaWalraso
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paklausos a D(p, w) yra netusia. Remianti®.€iSvada, aibeD (p, w) sudaro vienin-
telis elementas, kadan@k?H, =) laukas yra grieZtai iSkilas pad@l3.4 pratima. Be to,
tame p&iame pratime buvo jsitikinta, kad Sis laukas yra lokaliai nepasotinamasgi; tod
remiantis5.S(b) teiginiu, vienintelis vartotojo problemos sprendinys guli ant biudZeto
kraSto {Valra desnis).

Visos SiosCobm-Dougla prekiy lauko savyls rodo, kad vienintelis vartotojo

problemos sprendinys= (z1, z2) yra aikes
{z} = D(p1,p2, w) = argmaX u(z1,22): p1z1 + pax2 = w, (z1,22) >0} (5.8)

vienintelis elementas ir z € R2++- Sio elemento radimas paprastai formuluojamas
kaip salyginio esktremumo paieSkos uzdavinys, kurio sprendimui naudbasignenge
daugikliy metoda.

Suformuluosim@.118teorema, kuria remiasiagrange daugikly metodas, atveju,
kaid = 2 ir m = 1. Siuo atveju apribojimy aib@/, sudaraniy funkcijy gradienty
tiesinio nepriklausomumo salyga yra ekvivalenti tam, kad vienintelis gradientas nelygus
nuliui, ir todel gauname:

5.11 iSvada. Sakykime, kad, ¢g: Ri+ — R yra tolydZiai diferencijuojamos funkcijos.
Tarkime, kad funkcijog ekstremumas yra tokiame taske M, = {z € R2 , : g(z) =
0}, kuriameVg(z) # 0. Tada egzistuoja toks realusis skaiCskad

Vf(z) = AVy(z).

Siuo teiginiu randamas sKaiis \, vadinamad_agrang® daugikliu. Lagrange
daugiklio metodas reiSki(7€) lygCiu sistemos sprendima, kuri Siuo atveju virstadiyg
sistema

D1L(z,\) = D1 f(2) — AD1g(2) =0,
)\3 f(z) = AD2g(z) =0, (5.9)
A

kur Lx(z) = L(z,\) = f(2) — Ag(2) It z = (21, 22). ISsprende sistema atzvilgiy, 22
ir A, gauname ekstremumo tasko koordinates.

SprendZiant vartotojo problem&.€), tequl f := u: R%, — Rir g(z) := pz1 +
pexo —w, x = (x1,72) € R2 . Tadab.9) lygEiy sistema jgyja pavidala:

{ (€/z1,(1 —€)/22) = A(p1, p2),

P121 + P2z = w.

ISsprende Sia sistema kintamujy, zo ir A atzvilgiu, gauname lokaliojo ekstremumo
tasSka
ew (1—e€ew

o = (af,ah) = ( ) (5.10)

P D2



182 5 Skyrius. Mainy rinka

Noredami nustatyti ekstremumo tipa, remss2.119teorema i2.125teorema, kai
d = 2irm = 1. Be t0,2.125teoremoje naudosi@s matricomis

% DlDlL)\(LU*) D]_.DQL)\("E*)]
A=HL =
)\(ZL' ) |:D2D1L)\($*) DQDQL/\(x*)
B=Jg(z*) = [Dlg(x*),Dgg(a:*)].

IS ju gaunamel.7§) lygybe apibezta apribotaja Hesse’s matrica
0 Dig(z*) Dag(z*)

Cg = Dlg(w*) DlDlL)\(l'*) DIDQL)\(CC*)

Dag(x*) DoD1Ly(x*) DoDoLy(x*)

Naudodamiesi Siomis matricom,119ir 2.125teoremomis gauname:

(5.11)

5.12 iSvada. Sakykime, kad, ¢: R%r+ — R yra tolydZiai diferencijuojamos funkcijos.
Tarkime, kade* € M, = {x € R% , : g(x) =0} ir X € R yratokie, kadV L, (z*) = 0.
Tadaz* yra funkcijosf

(a) lokalusis minimumas aibéj/,, jei det Cs < 0;
(b) lokalusis maksimumas aibéjd,, jei det Cs > 0,
kur C5 yra apribotoji Hesse’s matricéb.11).

Pritaikysime §j kriteriju spresdami vartotojo problerbeg], kurioje f = u: R?H —
Rir g(x) = p1o1 + pare — w, x = (x1,x2) € R?H. Ekstremumo taske* su koordi-
naemis 6.10 apribotoji Hesse’s matrica yra

0 D1 P2
Cs= |p1 —p}/(ew?) 0
D2 0 —p3/((1 — e)w?)

Kadangi jo determinantas déf = p?p3/(e(1 — e)w?) > 0, tai (5.10) yra naudingumo
funkcijos © maksimumo taskas ant biudzeto krasto. Be]lﬁ@ur aibéje yra apibezta
Walras paklausos funkcija, visiems(py, p2, w) > 0 jgyjanti reikSmeyp(p1, p2, w) =
x* = x*(p1,p2, w).

Pratimai

1. Tarkime, kad(R?%, =) yra prekiy laukas, apiB¢tas CES naudingumo funkcija
(3.16). RastiWalras paklausos funkcija. Apsk&uoti gautos funkcijos riba, kai
p — 0. Atsakymas: kiekvienartp;, p2,w) € R% _ir 0 < p < 1 reikdne ¢ (p, w)
yra lygi

1/(=p) ¢ b \1/(1-p)
{<p%> p ’ (}2) p }pl (a/pl)l/(l—p) im (b/pz)l/(l—p)'
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5.2 ISlaidy minimizavimo problema

Siame skyrelyje parodoma, kad vartotojo optimalaus pasirinkimo problema galima na-
grinéti kitu b udu — minimizuojant vartotojo iSlaidas. Tarkime, kad vartotojejaill
apibreZzta naudingumo funkcija: X — R. Matysime, kad teiginiai:

z* minimizuoja aileje {z € X : u(z) > u(z*)} iSlaidas kainog atzvilgiu ir
x* maksimizuoja aibje {z € X : p-xz < p-z*} gérybes naudingumao atzvilgiu

yra dual us.

Netiesioginio naudingumo funkcija Kaip ir ank<iau, tarkime, kad vartojimo agh

X C Rﬂ ir (X,>) yra prekiy laukas, iSreiSkiamas naudingumo funkeija Duotai
kainos—turto b usengp, w) € Rﬂ“ geryke z € o[p,w| tada ir tik tada, kaiu(z) >

u(y) visoms grybemsy € B(p,w). Taigi naudingumo funkcijos maksimali biudZeto
aibeje reikSne gerybiu naudinguma isreiskia priklausomai nuo kainos—turto b'usenos, t.
y. netiesiogiai.

5.13 apibréztis. Sakykime, kadX C R’ yra vartojimo aite, (X, =) yra prekiy laukas,
iSreiSkiamas naudingumo funkcija ir vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi
sprendinj aileje D C Rﬂ“. Funkcijav: D — R, apibezta reikSremis

D 3 (p,w) — v(p,w) := max{u(x): = € B(p,w)},
vadinamanetiesiogine naudingumo funkcijg@angl. indirect utility function).

Netiesiogire naudingumo funkcija yra apiita ailgje D, jei Sioje aileje yra api-
breztaWalra paklausos atitiktisp, ir priklauso nuo naudingumo funkcijas Remi-
antis3.7(a) teiginiu, u(z1) = u(xq), jei z1, x2 € p[p, w], (p,w) € D. Todel v(p,w) =
u(e[p, w]) visiems(p,w) € D, t. y. netiesiogie naudingumo funkcija yra Walras
paklausos atitikties ir naudingumo funkcijos: kompozicija, arbar = uop. Remi-
antis5.5iSvada galima nurodyti tokias pakankamas netiesigimaudingumo funkcijos
apibeztumo ailiaje]R{ﬁi1 salygas.

5.14 iSvada.Jei vartojimo aibeX C Rﬂ yra uzdara ir prekiy laukag X, >-) yra tolydus,
tai netiesioginé naudingumo funkcijayra apibrezta aibéjé&ﬁt}.
Toliau jrodoma keletas netiesioginio naudingumo funkcijos savybiy.

5.15 teorema. Sakykime, kad vartojimo aib€ C ]Rﬂ yra iSkilasis kompaktas, o prekiy
laukas(X, ) yra lokaliai nepasotinamas ir iSreiSkiamas tolydZiaja naudingumo funkci-
jau. AibéjeRﬁ*j apibréZta netiesioginé naudingumo funkaija= uoD yra:

(a) nedidéjanti koordinatég;, > 0 atzvilgiu ir nemaZzéjanti koordinates > 0 atzvil-
giy;
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(b) nulinés eiles teigiamai homogenine
(c) tolydi;
(d) kvazi-iskila(2.104a) apibréZimak

[rodymas. (a) ir (b) savybiy jrodymai paliekami skaitytojui kaip pratimai. |[rodysime
savybe(c). Remiantis5.10teorema, atitiktisp yra tolydi iS iSoes aitgje Rﬂﬂ. Jei
o yra funkcija, taiv yra tolydi kaip tolydziyjy funkciju kompozicija2.410 pratimas).
Jei ne, tarkime, kadp, w) > 0, ¢ := v(p,w) ir U yra atviroji ¢ aplinka. Kadangi:
tolydi, tai kiekvienamz € ¢[p, w] C X egzistuoja tokia atviroji: aplinkaV, C X,
kadu[V;] C U (2.49 pratimas). AieV := U{V,: = € p(p,w)} yra atvira .53b)
teiginys), p[p,w] C Vir u[V] C U. Remiantisy tolydumu i$ iSoes egzistuoja tokia
(p,w) aplinkaW, kad p[W] C V, ir todel v[W] C u[V] C U. I8 Cia iSplaukiav
tolydumas taskép, w).

Savybei(d) jrodyti taikysime2.1054d) teiginj, kuriuo remiantis pakanka parodyti,
kad kiekviename € R aibe K. := {(p,w) € R v(p,w) < c} yra iskila. Tegul
c €R, (p,uw), ", w") e K, e (0,1)ir (p,w) := Ap,w') + (1 = XN)",w").
[rodysime, kadu(x) < c bet kuriamz € B(p,w). Tegulz € B(p,w). Tada

ANz + (1=Npz=pr<w= '+ (1 -\

Palygine kaire ir deSine Sios nelyggd puses, galime teigti, kad arpax < w’, arba
p’-x < w” (arba abu kartu). Pirmu atvejuz) < v(p’,w’) < ¢, antru atvejuu(z) <
v(p”,w") < ec. Taigiu(x) < c bet kuriamz € B(p, w); tai ir reikéjo jrodyti. O

ISlaidy funkcija Sakykime, kadX C Rﬂ yra vartojimo aie ir u: X — R yra
naudingumo funkcija. Priminsime, katl€ X. Bet kuriemsp € R ir ¢ > u(0)
tegul

E(p,c) = {zeX:px<pzVzecu e o)} (5.12)
= argmin{p-z: z € X, u(z) > c}.

Sakysime, kadSlaidy minimizavimo probleméangl. expenditure minimization prob-
lem) turi sprendinj kainos—naudingumo lygii, c¢), jei aibe E(p, c) yra netusia. Jei
iSlaidy minimizavimo problema turi sprendinj € E(p, ¢) kiekvienam(p,c) € D C
R‘:’H x [u(0), 00), tai sakysime, kad srityj® apibreztaislaidy funkcijae su reikSne@mis

e(p,c) :=pa* =inf{pz: xz € X, u(z) > c}. (5.13)

5.16 teiginys. Sakykime, kad vartojimo aib®& C R{ uzdara, naudingumo funkcija
u: X — Rtolydiir (p,c) € RL, x [u(0),00). I8laidy minimizavimo problema turi
sprendinj kainos—naudingumo lygi{, ), jei egzistuoja toks gerybiu rinkinyg € X,
kadu(zg) > c.
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[rodymas. Jei sprendinys egzistuoja, tai jis priklauso aifei= {z € X: p-z < p-x¢},
kuri yra kompaktiska. Aib E(p, c) yra uzdaras kompaktiskos &bK poaibis ir tocl
pati yra kompaktiSka a#2.61lemos e&ka. Kadangic — p-z, x € E(p,c), yra tolydi,
tai ji savo apibezimo srityje igyja minimalia reikSme remiant§eierstrass teorema
(2.65teorema); tai ir reikjo jrodyti. O

Jei naudingumo funkcija: X — R yra neapeZta, tai pastarojo teiginio salyga apie
gerybiu rinkiniozx( egzistavima visada iSpildyta. Taigi tokioms naudingumo funkcijoms,
iSlaidy minimizavimo problema turi sprendinj kiekvienam kainos—naudingumo lygiui.

Vartotojo optimalaus pasirinkimo ir iSlaidy minimizavimo problemy sprendiniai yra
dual us toliau formuluojama prasme.

5.17 teorema. Sakykime, kadl' C R yra i3kiloji vartojimo aibe,(X, =) yra lokaliai
nepasotinamas prekiy laukas, iSreiSkiamas tolydZiaja naudingumo funkcijda — R
irp>0.

(a) Jeiz* € D(p,w) kuriam norsw > 0, tai z* € E(p, u(z*)). Be to,e(p, u(z*)) =
w.

(b) Jeix* € E(p, c) kuriam norsc > u(0), tai z* € D(p, p-z*). Be to,u(z*) = c.

[rodymas. (a): Tegulw > 0ir z* € D(p,w). Pakanka parodyti, kag-z* < p-z
visiems tiemse € X, kuriemsu(z) > u(z*). Jei taip rera, tai egzistuoja toks' € X,
kadu(z') > u(z*) ir p-2’ < p-2* < w. Remiantis( X, ) lokaliuoju nepasotinamumu,
galima rasti tokiz” € X, kadu(z”) > u(z') > u(z*) ir p-2” < w. Tai reiskia, jog
egzistuoja tokia gryke 2" € X, kadz” € B(p,w) ir u(z”) > u(x*), o tai prieStarauja
tam, kade* € D(p, w) (3.7(b) teiginys). Si priestara jrodo pirmaja) dalj. Antroji dalis
yra Walra® desnisp-z* = w, kuris galioja5.8 iSvados éka, neg X, =) yra lokaliai
nepasotinamas prekiy laukas.

(b): Tegule > u(0) ir z* € E(p, c). Kadangiu(z*) > ¢ > u(0), taiz* # 0 ir todel
p-x* > 0. Pakanka jrodyti, kad(z*) > u(z) kiekvienamx € B(p, p-z*). Jei taip rera,
tai galima rasti toki’ € B(p,p-z*), kadu(z') > u(x*). KadangiX iSkilair 0 € X, tai
Az’ € X kiekvienam) € (0,1). Peeme) pakankamai artl, gauname tokg” := A2/,
kadp-z” < p-a* ir u(z”) > u(z*) > ¢ — prieStara tam, kad* yra naudingumo lyg¢
atitinkartios islaidy minimizavimo problemos sprendinys. Si priestara jrodo pjfna
dalj. Remiantis antra dalimi, jei(z*) > ¢, tai p@me\ pakankamai arti, gautume
u(Ax*) > cir p-(Ax*) < p-a* — prieStara, jrodanti teigin;. O

5.17teorema leidZia nustatyti tokius sarySius tarp iSlaidy funkeijosietiesioginio
naudingumo funkcijos (5.13apibezimas): bet kuriemg > 0, w > 0ir ¢ > u(0)

e(p,v(p,w)) =w ir v(p,e(p,c)) =c. (5.14)

IS tikryjy, pirmasis sarysis iSplaukia (&) savykes antros dalies bei to, kadz*) =
v(p,w). Tuo tarpu antrasis sarySis iSplaukia(i§ savykes antros dalies, nes =



186 5 Skyrius. Mainy rinka

u(x*) = v(p,p-x®) ir p-x* = e(p,c). Be kita ko, 6.14) sarySiai reiSkia, kad fiksuo-
tamp > 0, e(p, -) ir v(p, -) yra atvirkstires viena kitai funkcijos.
Toliau jrodoma keletas iSlaidy funkcijos savybiy.

5.18 teorema. Sakykime, kad’ C Rﬂ yra iSkila ir uzdara vartojimo aibe, o lokaliai
nepasotinamas prekiy laukéX’, ) yra iSreiSkiamas tolydZia ir neaprézta naudingumo
funkcijau: X — R. Tada iSlaidy funkcije yra apibrezta srityjéRfF+ X [u(0),00), ir

jai galioja savybes

(a) eyrapirmosios eiles teigiamai homogeniné funkcija atzvijgiu
(b) e dideja koordinates atzvilgiu ir nemazeja koordinates, atzvilgiy,
(c) ejgaubtap atzvilgiu, t. y. kiekvienam > «(0),
e(Ap' + (1 =N)p",¢) > Xe(p',c) + (1 = Ne(p”, ¢),
jeip,,p” >0ir X e (0,1);
(d) e tolydi.

[rodymas. Funkcijae apibezta nurodytoje srityj®.16teiginio deka, nes naudingumo
funkcijau yra neapezta.

(a): Tarkime, kadp > 0, ¢ > »(0) ir A > 0. Kadangi\p > 0, tai E(A\p,c) yra
netu€ia aite. Tegulz* € E(Ap,c), t. Y. u(z*) > ¢, e(Ap,c) = (Ap)-x* < (Ap)x
visiems tiemse € X, kuriemsu(z) > ¢. Suprastine i$ gauname, kag-z* < p-x
visiems tiemse € X, kuriemsu(z) > c. Taigi p-z* < e(p, ¢). Pastarojoje nelygydje
< galima pakeisti= nesu(z*) > ¢. Gauta lygybe padaugine gauname:(\p, ¢) =
Ae(p, o), t.y. galioja savyb (a).

(b): Pirma, reikia parodyti, kad kiekvienam> 0, e(p, ') < e(p,c”), jeid < .
Tarkime prieSingai, kad egzistuoja tokie> 0 ir ¢ < ¢, kade(p, ¢') > e(p, ). Tegul
2 € E(p,d)irz” € E(p,c"). Kiekvienam\ € (0,1) tegulz) := Az”. Kadangi
d" > dir pa’ > pa” pagal prielaida, tah esant pakankamai arti, u(x)) > ¢
ir p-2’ > p-x) — prieStara tam, kad’ € E(p,c). Tai jrodo pirma savybs (b) dalj.
Remiantis antra dalimi tarkime, kad> «(0), pj, < pj, p; = p] kiekvienami # h ir
x' € E(p',d). Tada visiems tokiems € X, kadu(xz) > ¢, p-a’ < p'x < p"-z, ty.
p/-a’ yraaites{p”-x: z € X, u(xz) > c} apatinis ezis. To@l e(p’, c) < e(p”, c).

(c): Tarkime, kade > u(0), p/,p” > 0, px := Ap' + (1 — A\)p” > 0 kuriam nors
A€ (0,1),0x) € E(px,c). Tadau(zy) > cir

e(p/\,C) =PI\ = )‘p/'x)\ + (1 - A)p//'x)\ > )\e(plv C) + (1 - )‘)e(pllv C))

t. y. galioja savybk (c).
(d): Tarkime prieSingai, kadp,,, c,) — (p,c), bete(p,,cn) 4 e(p,c) kain —
oo. Remiantis jau jrodytu teiginib), seka(e(p,, c,)) yra apezta. To@l egzistuoja
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konverguojantis jos posekis. Tarkime, kad pati seka konverguoja, t. y. kuriara gORS
e(pn,cn) — a, kain — oco. Tada arbar < e(p,c), arbaa > e(p,c). Tarkime, kad
turime pirma atvejj (antru atveju jrodymas simetriSkas). RemiaBts ir v tolydumu
(5.1%c) teorema),c, = v(pp,e(pn,cn)) — v(p,a) ir, pagal prielaidac, — ¢ =
v(p,e(p,c)) kain — oo. Todelv(p,a) = v(p, e(p, ¢)), arba, naudojantis apibezimu,

u(plp, a]) = u(ep, e(p, c)]). (5.15)

Tarkime, kadz € ¢[p,a] ir y € ¢[p,e(p,c)]. RemiantisWalraso désniu ir prielai-
da,px = a < e(p,¢) = py. Egzistuoja tokiax aplinkaU, kad visiemsz € U,
p-z < e(p,c), t.y.U C B(p,e(p,c)). Remiantis lokaliuoju nepasotinamumu, randame
tokj z € B(p,e(p,c)), kuriamu(z) > u(x) = u(y) deka 6.15), o tai prieStarauja
optimalumui. Teoremos jrodymas baigtas. O

Hickso paklausos atitiktis Tarkime, kadX C Rﬁ yra vartojimo aile,u: X — Ryra
naudingumo funkcija iD C R’i x [u(0), 00) yra tokia kainos—naudingumo lygilp, c)
aibe, kurioms iSlaidy minimizavimo problema turi sprendinj, t5/1) aibe E(p, c) yra
netugia. Tada priskirtis

Y: (p,c) — E(p,c) C X, (p,c) €D,

yra atitiktis iSRS | x [u(0),00) | X su apibezimo sritimi D, kuri toliau vadinama
Hickso? (kompensuotospaklausos atititiktimi(angl. Hicksian compensated demand
correspondence). Kaip ir ankau panaSiais atvejais (AValra® paklausos atitiktis
(5.9), elementdp, c) vaizda Zynesimey p, c] vietojey[(p, ¢)]. Jei 6.12) aibesE(p, ¢),
sudarytos i$ vieno elemento= x(p, ¢), visiems(p, ¢) € D, tai funkcijay): D — X su
reikSmemisy(p, c) = = € {x} = E(p, ¢) vadinamaHickso paklausos funkcija

PagalHickso paklausos atitikties apieZima, kiekvienam: € ¢ [p, c|, p-z = e(p, ¢).
Jeivy yraHickso paklausos funkcija, tai pastarasis sarysis iSreiSkiamas lygybe

e(p, C) :pw(pv C) (516)

kiekvienam(p, ¢) € D.

Netrukus pamatysime, kadickso paklausos atitiktis yra dualiValraso paklausos
atitikCiai su panaSiomis savgimis. PavyzdziuiWalraso desnis, teigiantis, kad pasirink-
tis i$ biudzeto aibs priklauso biudzeto krastui, turi analddieckso paklausos atiti&ai.

5.19 apibréeztis. Tarkime, kad(p, ¢) € R% x [u(0), c0) yra kainos—naudingumo lygis.
Sakysime, kad 3j lygj atitinkaiai aibei E(p, ¢) galiojabeperteklinis naudingumagei
jiyra netu€ia ir u(x) = c kiekvienamz € E(p, c). Jeivy yra Hickso paklausos atitik-
tis, apibezta srityjeD, ir Si savyle galioja visiems pasirinktims i&[p, ¢] kiekvienam
(p,c) € D, tai sakoma, kadHickso paklausos atiti&iai galiojabeperteklinio naudingu-
mo savybe.

2John Richard Hicks — DZonas Hiksas (1904-1989), angly ekonomistas, Nobelio premijos laureatas.
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Toliau jrodoma keletablickso paklausos atitikties savybiu.

5.20 teorema. Sakykime, kad' C Rﬂ yra iSkila ir uzdara vartojimo aibe, o lokaliai
nepasotinamas prekiy lauk&, ») yra iSreiSkiamas tolydZia ir neapréZta naudingu-
mo funkcijau: X — R. Hickso paklausos atitiktig) apibrezta srityjeD = ]R{ﬂ L X
[u(0), 00) ir galioja savybés

(a) v yranulinés eiles teigiamai homogenineé atitiktis kaipagzvilgiy

(b) beperteklinis naudingumakiekvienan(p, c) € Dir z* € 9p, c], u(z*) = ¢;
(¢) ¥[p, c] yraiSkila kiekvienantp, ¢) € D, jei laukas(X, =) yra iskilas

(d) 1 yra funkcija, jei laukag X, ) yra grieZtai iSkilas.

[rodymas. Hicke paklausos atitiktis) apibeztumas srityjeD galioja atsiZzvelgiant |
5.16teiginj, nes naudingumo funkcijayra neapezta.

(a): Tegulp > 0, ¢ > u(0) ir A > 0. Kadangie(Ap,c) = Ae(p,c) remiantis
5.18teoremoga) teiginiu, jeix € ¥[Ap, c] tai (Ap) - © = e(Ap,c) = Xe(p, ¢), ir todel
px = e(p,c), t.y.x € Y[p,c|, nesu(x) > c. Taigi Y[A\p, c] C ¥[p,c|. Lygiai taip pat
gauname)[p, c] C ¥[Ap, ¢|. Tai reiSkia, kad)[Ap, c] = ¥[p, c|.

(b): Tegulp € R ir ¢ = u(0). Tadaz* = 0 € ¥[p,c]. Jeiz € RL ir z # 0,
tai p-x > 0 = p-z*. Tai reiSkia, kady[p, ¢| turi vienintelj elementa, ir todel Siai
aibei galioja beperteklinis naudingumas. TeQulc) € D, ¢ > u(0) ir z* € ¥[p, .
Tadax* # 0. Jeiu(z*) > ¢, tai p@eme) pakankamai arti gaunameu(A\x*) > cir
p-(Az*) < p-z* — priestara, jrodanti, kad(z*) = c.

(c): Tarkime, kad(X, =) yra iSkilas laukas. Tegulp,c) € D, 2/, 2" € ¢[p,c],
' # 2" irx := A’ + (1 — N)z” kuriam norsh € (0,1). Remiantis3.19a) teiginiu,
u yra kvazi—jgaubta funkcija ir tag u(xz) > min{u(z’),u(z”)} > c¢. Be to,p-x =
Ap-x’ + (1 — Np-z” < py visiems tiemgy € X, kuriemsu(y) > c. 18 Cia iSplaukia
x € Ylp, .

(d): Dabar tarkime, kad X, ») yra grieztai iSkilas laukas. Tarkime, kad egzistuoja
tokie (p,c) € Dir 2/,2" € Y[p,c|, kada’ # z”. Naudodamiesi praeito paragrafo
Zymejimais ir argumentais gauname, kad [p, c] ir u(x) > ¢ remiantis prekiy lauko
grieztu iSkilumu. Tada pame\ pakankamai arti, gauname:(A\x) > cir p-(Az) < p-z.
Tai prieStarauja: minimalumui ir todel 2’ = 2" = ¢ (p, ¢); tai ir reikejo jrodyti. O

5.17teorema leidZia susielickso paklausos atitiktj) ir Walras paklausos atitiktj
v, apibiezta b.3) priskirtimi, tokiais sarySiais: bet kuriems> 0, w > 0ir ¢ > u(0),

Ylp,c] = plp,e(p,c)] it plp,w] = Y[p,v(p, w)]. (5.17)

IS tikryjy, remiantisb.17teoremoga) savybe, jeir* € ¢[p, w], taiz* € Y[p, u(z*)] ir
w = e(p,u(z*)). Kadangiu(z*) = v(p, w), tai

plp, w] Clp,o(p,w)] v elpe(p, u(z?))] C Plp, u(z")].
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Remiantis tos p&os teoremogb) savybe jeiz* € ¥[p,c|, taiz* € plp,p-x*] ir c =
u(x*) = v(p, p-x*). Kadangip-z* = e(p, ¢), tai

Ylp,c] Cplp,e(p,c)] i plp,v(p,p-a”)] C ¢lp,pa].

Dar karta remiantis abiejy savybiy antromis dalimiss* = w ir u(z*) = c. IS Cia
iSplaukia 6.17) sarysiai.

Pirmas i5/6.17) sarysSiy paaiskina termirtdickso kompensuotopaklausos atitiktis.
Kintant kainaip ir esant fiksuotam naudingumo lygmeniuliy)[p, c| iSreiSkia paklausa
¢, atitinkartia pasikeitusia vartotojo turto verte§| e(p, c). Pereinant nuo kaings
prie kainosp’, Hickso turto kompensacija vadinamas pokyfisv = e(p’, ¢) — w. Tai-
gi, keiCiantis kainaiHickso kompensuotoji paklausos atitiktis iSlaiko pastovy vartotojo
naudingumo lygmeng, tuo tarpuWalraso paklausos atitiktis iSlaiko pastovia vartotojo
turto vertew.

Gauti 5£.14) ir (5.17) sarySiai taikomi kitame skyrelyje, nagéjant vartotojo pak-
lausos ésnius.

Pratimai

1. Tarkime, kad(R?%, =) yra prekiy laukas, apibztas CES naudingumo funkcija
(3.16). Rasti netiesioginio naudingumo funkcija.

2. [rodyti5.15Teoremoga) ir (b) savybes.

3. Naudojantis.agrange daugikliy metodu charakterizuoti &bF (p, c), p € R,
¢ > u(0) beperteklinio naudingumo elementus. Nuoroda: naudagrang®
funkcija L(z, A) := p-x — AMu(z) — ¢), z = (x1, z2).

4. Cobln-Dougla® naudingumo funkcijos3(15) atveju rastiHickso funkcija ir
iSlaidy funkcijae. Atsakymas: pazy@jusK := [e (1 — ¢)<!],

1—e €
Y(p,c) =cK {e [fj] ,(1—¢) [ij } ir e(p,c)= Kpip;ec. (5.18)

5. CES naudingumo funkcijo8(1€) atveju rastHickso funkcijay ir iSlaidy funkcija
e. Atsakymas:

I I L
Y(p,c) = py {p{’ +p5] c,py [p{’ +p5] co.

6. Sakykime, kacﬂRi, ») yra prekiy laukas, apibZtas naudingumo funkcija
u(r) =1 + 22, T = (31,72) € R

Rasti atitinkamaHickso paklausos atitiktjp ir iSlaidy funkcijae.
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7. Sakykime, kad vartotojo netiesiogimaudingumo funkcija yra

w

—_—— = (p1,p2) >0 ir w>0.
. p = (p1,p2)

v(p,w) =
Rasti iSlaidy funkcijege. Kokia yra Sio vartotojo naudingumo funkcija?
8. Sakykime, kadR? , >) yra prekiy laukas, apib#tas naudingumo funkcija
u(z) = min{z1, x2}, x = (r1,12) € Ri.
Rasti atitinkamaHickso paklausos atitiktj) ir iSlaidy funkcijae.

9. Sakykime, kad vartotojo netiesiogimaudingumo funkcija yra

v(p, w) p=(p1,p2) >0 ir w>0.

_pl +p2’

Rasti iSlaidy funkcijge. Kokia yra Sio vartotojo naudingumo funkcija?

5.3 Vartotojo paklausos desnis

Vartotojo paklausos @bsniu vadinamas paklausos ir kainos kitimas prieSingomis kryp-
timis, t. y. dickjant kainai paklausa maja, ir atvirk€iai. Pirmiausia Siame skyrelyje
parodoma, kad vartotojo paklausassdis galiojaNValras paklausos funkcijai tam tikru

b udu kompensuojant kainos pokys. Antroje skyrelio dalyje jrodomdslutsky lygtys
glodzioms naudingumo ir pasirinkimo funkcijoms. Siems sarySiams taip pat suteikiama
vartotojo paklausoseasnio interpretacija.

Silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma 3.4 skyrelyje paroéme, jog parink-
ties strukt uros savglSAPA garantuoja, kad atskleisti pasirinkimai yra racional us. Be
to, SAPA galioja parinkties strukt ur@B*, C% ), kuria apibezia racionalus preferenci-
jos sarysis-. Tokia suderinamumo savybe pritaikysime tirdami vartotojo pasirinkimus
nusakomusValra paklausos funkcija, apibezta 6.4) priskirtimi.

5.21 apibreztis. Sakoma, kadValraso paklausos funkcijaip galioja silpnoji atskleis-
tosios preferencijos aksiomarba SAPA, jei bet kurioms dviem kainos—turto b usenoms
(p,w) ir (p/, w") teisinga implikacija:

jei po( w)<w it gpw)# e, W), tai plelpw)>w. (5.19)

Si savyle reikia, kad vartotojo pasirinkimas turi b uti suderintas. B utent, pasirinki-
mo savylesp-p(p/,w') < wir p(p,w) # ¢(p',w’) rodo, jog kainos—turto b usenoje
(p,w), ¢(p, w) yra vertingesnis up(p’, w’). Sis atskleistas pasirinkimas ir SAPA savy-
bé teigia tokio pasirinkimo suderinamuma ta prasme, kad kainos—turto b ugénoje,
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pasirinkusy(p’, w'), negalima pasirinktip(p, w), ir Sis negalimumas isreiskiamas tuo,
kad¢(p, w) neprieinamas b usendjé, w').

Parodysime, kad taip suformuluota SAPAlra paklausos funkcijap yra atskiras
SAPA atvejis parinkties strukt urgh*, C¥) (zr.13.27 apibezima). Tarkime, kad( C
Rﬁ yra vartojimo aike ir ¢: Rﬂt} — X yraWalras paklausos funkcija, apiegta 6.4)
reikSmemis. Taip pat tarkime, kad

B* ={B(p,w): (p,w) eR'} ir CL[B(p,w)] = p(p,w)

kiekvienai kainos—turto b userial w) € Rﬂ*j. Patikrinsime, kad SAPA galioja parink-
ties strukt uraf3*, C%) tada ir tik tada, kai SAPA galiojavalra paklausos funkcijai
©.

IS tikryjuy, tarkime, kad SAPA galiojaValraso paklausos funkcijaip. Taip pat
tarkime, kadB = B(p,w), B’ = B(p',w'), z =p y,» € B'iry € C{[B']. Tada

z=oppw), y=e@ ), pe@,w)<w ir pelpw) <w. (5.20)

Kadangip yra funkcija, taiz € C¥ (B’) tada ir tik tada, kaic = y. Jeiz # y, tai
remiantis 6.19) teisinga griezta nelygyy’-o(p, w) > w' — priestara$.20), jrodanti,
kadz = vy, ir todel SAPA galioja parinkties strukt urds*, C%).

Dabar tarkime, kad SAPA galioja parinkties strukt G, C ). Taip pat tarkime,

kad (p, w), (p',w') € Rﬁf, x:=p(p,w),y:=p@, W), x#yirpy <w. Tada
r € CL[B(p,w)], y € B(p,w) ir y € C;[B(p’,w’)].

Remiantis pirmais dviem sarySiais,=* y. Be to, remiantis SAPA parinkties strukt urai
(B*,C%), jeixz € B(p/,w'), taiz € C:[B(p/,w')]. Todel x = y — prieStara, jrodan-
ti, kadz ¢ B(p/,w'), t. y. p'-o(p,w) > w'. Taigi SAPA galiojaWalras paklausos
funkcijai .

Toliau Siame skyrelyj&Valraso paklausos funkcije : Rﬁt& — Rﬁ galima pakeisti
bet kuria kita funkcija, kuri yra nulies eies teigiamai homogeniSka funkcijg.€(a)
teiginys) ir kuriai galiojawalraso desnis |6.7 iSvada). Priminsime, kad funkcija yra
nulines eies teigiamai homogeniska, jei bet kuriefpsw) € Rﬂt} irA>0

e(Ap, Aw) = ¢(p, w).
Taip pat, funkcijaip galiojaWalra desnis, jei bet kuriemé, w) € Rfﬁl,
pep,w) =w. (5.21)

Keiciantis kainai, kaiiasi kiekvieno vartotojo pradinio turto kaina. Gali atsitikti taip,
kad, pasikeitus kainai, pradinis vartotojo pasirinkimas nepriklauso jo naujajai biudzeto
aibei. Toliau nagriasime tokius kainos pokyus, kurie pradinj vartotojo pasirinkima
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iSlaiko jperkamu su nauja kaina. Sakysime, kad kainos pokytis iS b ugemgg b usena
(p',w") yra kompensuojamaSlutsky prasme), jeiw’ = p'-¢(p,w). Kitaip sakant,
kainos pokytis yra kompensuojam&tutsky prasme, jei b usenojp, w) pasirinktas
gerybiu rinkinysy(p, w) yra jperkamas b usendje, w’).

Dabar jrodysime, kad SAPA priklauso tik nuo kompensuojamy kainosgugky

5.22 lema.Walraso paklausos funkcijai galioja SAPA tada ir tik tada, kgb.19) galio-
ja kompensuotiems kainos pokyCiams.

[rodymas. Pakanka parodyti, kad, negaliojant SAPA, egzistuoja tokie kompensuotieji
kainos pokgiai, kuriems SAPA taip pat negalioja. Tarkime, kKad, w') ir (p”,w") yra
dvi tokios kainos—turto b'usenos, kuriorisl€) negalioja, t. yo(p', w') # o(p”, w"),

p//'@(p/7w/) S w// il’ p/'SO(p”,wH) S w/'

Jei bent viename i Siy sarySiy teisinga lygytai abiem atvejais turime kompensuota
kainos pokytj, kuriam negaliojéb(19), ir lemos jrodymas tokiu atveju baigtas. Tdd
tarkime, kad

"

p o, w) <w ir P, w") <w'. (5.22)

Tegul

w" —p"-p(p', w')
[w = p"o(p”, w")] + [w” = p"-p(p, w)]
Tada, naudojantValra® desnj, Siam\ gaunama lygye

A=

€ (0,1).

(A" + (1 = N)p")-0(p',w') = (' + (1= N)p")-p(p", w").

Pazynmekimep := \p/ + (1 — \)p" ir w := p-p(p/,w') = p-(p”,w"). Toliau taikant
Walras desnj funkcijaip, turime lygybew’ = p’-p(p/,w’). Tada, naudojantis pirmaja
(5.22) nelygybe,

)\’LU/ + (1 - )\)’U)” > )\p/-go(p/,w/) + (1 o )\)p”'SO(p/,w') = w
Walras desnis = po(p,w)
Ap'-o(p,w) + (1 = A)p"-o(p, w).

Todel arbap’-p(p, w) < w', arbap”-p(p,w) < w”. Tarkime, kad galioja pirmaoji alter-
natyva. Tada(p, w) # ¢(p',w’), p-p(p/,w') = wir p’-p(p,w) < W', 0 tai prieStarauja
SAPA kompensuotam kainos pdii iS (p', w’) | (p, w). Galiojant antrai alternatyvai,
prieStara gaunama simetriSkai; tai ir reji jrodyti. O

Toliau jrodoma, kad skyrelio pradZioje n@tasis vartotojo paklausogshis galioja
kompensuotiems kainos pakams. Kainos pokytj pazyajus Ap := p’ — p, o pak-
lausos pokytj pazygjus Ay = p(p',w') — p(p,w), nelygybeAp-Ap < 0 galima
interpretuoti kaip kainos ir paklausos kitima prieSingomis kryptimis.



5.3 Vartotojo paklausos désnis 193

5.23 teorema.Walraso paklausos funkcijai SAPA galioja tada ir tik tada, kai kiekvien-
am kompensuotam kainos pokyciui iS kainos—turto b usgnas | busenap’, w’)
galioja nelygybe

Ap-Ap = (p —p)- [, w') — o(p,w)] <0, (5.23)

ir Si nelygybe yra griezta, jeb(p, w) # ¢ (p’, w’).

[rodymas. Sakykime, kad funkcijap galioja SAPA ir kainos pokytis iS b usengs w)
i busendy’, w’) yra kompensuojamas. Pakanka jrod®ti3d su griezta nelygybe, kai
o(p,w) # @(p',w'), nes prieSingu atveju akivaizdZziai teisinga lygybraigi tarkime,
kad p(p,w) # ¢(p/,w"). Kadangi nagriejamas kainos pokytis yra kompensuotas, tai
P -o(p,w) = w'. Be to, remiantis Walras’o&bnio iSvadap’-p(p’, w') = w'. IS Cia
iSplaukia, kad

P, w') — olp,w)] =0. (5.24)

Dar karta pasinaudojus kompensuoto turto agbnuw’ = p’-p(p, w) gauname, kad
prekiy rinkinysy(p, w) yra jperkamas esant kainos—turto b usépiaiv’). Todel, remi-
antis SAPA, kitas prekiy rinkinys(p’, w') negali b uti jperkamas esant kainos—turto
busenaip, w), t. y. p-o(p’,w’") > w. Pastaroji nelygyb kartu su kitaWalras desnio
iSvadap-p(p, w) = w leidZia teigti, kad

p e, w') — o(p,w)] > 0. (5.25)

IS (5.29) ir (5.25) iSplaukia B.23 su grieZta nelygybe.

Dabar tarkime prieSingai, ka®.23 su grieZta nelygybe galioja bet kuriam kom-
pensuotam kainos pokiui i$ (p,w) | (p/,w'), ir p(p,w) # e(p’,w’). Jei funkcijaip
negalioja SAPA, tai, remiants.2Zlema, egzistuoja toks kompensuotas kainos pokytis
IS (p,w) 1 (P, w'), kadep(p, w) # o(p', w'), po(p',w’) < wir p'p(p,w) = w'. 15Cia
ir Walra déesnio &tka gauname

plew) —ppw)] <0 v p e, w') = e(p,w)] = 0.
Taigi
p(p,w) # @ w') it (' =p) el W) —ep,w)] >0,
o tai prieStarauja prielaideb(23 su grieZta nelygybe. Tad funkcijai p galioja SAPA,
tai ir reikejo jrodyti. O

Slutskyo lygtis Kai naudingumo funkcija ir paklausos funkcijos yra glodzios, galima
gauti tikslesne informacija apie paklausos kitimo strukt ura.

Toliau iki Sio skyrelio pabaigos tarkime, kad vartojimo @i C Rﬂ yra iSkila ir
uzdara, o lokaliai nepasotinamas prekiy lauk&s>) yra grieZtai iSkilas ir iSreiSkiamas
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tolydzia neapezta naudingumo funkcija: X — R. Tokiu atvejuWalra® paklausos
funkcija p yra apibeZta aitézjeRﬂtrl, o Hickso paklausos funkcija yra apibezta aikeje
RLF x [u(0),00). Be to, pirmajai i$ Siy dviejy funkcijy galiojd/alras desnis b.21), o

antrajai galioja beperteklinis naudingumas: bet kuri¢ms) R?H X [u(0), 00)

u(¥(p, ) =c.

Pracesime nuo islaidy funkcijos ir Hickso paklausos funkcijog, kuriy reikSmes
sieja 6.16) sarysis.

5.24 teorema.Sakykime, kad yra C! klases funkcija su niekur nelygiu nuliui gradientu
Vu, 0 Hickso paklausos funkcija yra diferencijuojama. Kiekvienaitp, c) € RLF X
[u(0), 00), iSlaidy funkcijae yra diferencijuojama taskeép, c) ir jos gradientas kainos
vektoriaus atzvilgiu yra

Vpe(p, C) = w(pa C)' (5.26)

[rodymas.Jeic = u(0), tai ¢¥(p,c) = 0ir e(p,c) = 0 kiekvienamp > 0. Todel
(5.26) galioja atvejuc = u(0). Tegulc > u(0) ir p > 0. Tada visos vektoriaus
¥ (p, c) koordinaés teigiamos. Jei ne, tai naudojant lauko lokalyjj nepasotinamuma ir
beperteklinio naudingumo savybe, gauname prieStara. Jigigic) € Rﬁ"‘!"

Kadangi paklausos funkcijai galioja beperteklinis naudingumas, tdi)(p, c)) =
c. Taikydami kompozicijos diferencijavimo taisykle 5578 teiginio funkcijaiRy >
pr — (uo))(p, ¢) (Ciapy, yrap vektoriaush-toji koordinag), kiekvienamh = 1,...,¢

gauname
¢

Dy (uop)(p,c) = Z Diu(¢(p, ¢))Dpibi(p, c) = 0.

=1
Kadangivy (p, c) yra skaliarires sandaugos salyginio ekstremumo taskas, tai remiantis
2.118teorema su = ¢ ir m = 1 funkcijoms f(z) = p-x ir g(z) = u(z) — ¢,z € R,
egzistuoja tokdagrang® daugiklis), kad kiekvienam =1, ..., 7,

bi = /\DzUW(pv C))

Dar karta taikydami kompozicijos diferencijavimo taisykle — §j karta funkgijai—
e(p, c) = p-y(p, ¢) — ir pasinaudoje gautomis iSraiSkomis, turime lygybes

¢
Dhe(p> C) = wh(p7 C) + szDh¢z(p7 C) = ¢h(p> C)
=1

kiekvienamh = 1, ..., ¢. ISCia ir iSplaukia teoremos teiginys. O

Tuo, kadHickso paklausos funkcija yra iSlaidy funkcijos gradientas, galima pasin-
audoti nustatanitlickso paklausos funkcijos Jacobi’o matricos savybes, kurias toliau ir
iSvardijame.
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5.25 iSvada. Sakykime, kaa yra C'* klases funkcija su niekur nelygiu nuliui gradientu
Vu, 0 Hickso paklausos funkcija yra C! klases funkcija. Tada iélaidu funkcijayra
C? klases funkcija kainy sistemos atzvilgiu ir kiekviengnr) € RY, x (u(0), c0)
galioja teiginiai

(CL) Jp¢(p, C) = Hpe(p7 C);
() J

i (P,
(¢) Jp(p,c) yra neigiamai pusapibrézté matrica
pi(

(d) Jp¥(p, c)p =

[rodymas. Remiantisb.24teorema, lygyb ¢;(p, ¢) = D;e(p, ¢) galioja kiekvienam €
{1,....¢},p > 0ir ¢ > u(0). Toliau fiksuokime bet kuri naudingumo lygj> (0).
Kadangiy yraC'* funkcija, tai remianti®2.74(b) teiginiu funkcijap — De(p, c), p > 0,
yra diferencijuojama ir funkcijw — DZ?e(p,c), p > 0, yra tolydi. Taigie yra C?
klases funkcija kainy sistemos atzvilgiu ir jos antroji iSvestiyra simetrig funkcija
(2.94i8vada). Toél kiekvienamy,i € {1,...,¢} ir p > 0, galioja lygykes

Dji(p,c) = DjDse(p, ¢) = D;iDje(p, c) = Dibj(p, c).

Tai jrodo (a) ir (b) teiginius. Kadangi funkcija yra jgaubta atzvilgip (5.1&c) teo-
rema), tai remianti?.10§«) teorema Hesse’s matridd,e(p, ¢) yra neigiamai pusapi-
breZze kiekvienamp > 0, kas jrodo(c) teiginj. Paskutinis teiginys yr&ulerio teoremos
(2.79i8vada) pasekm nesHickso paklausos funkcija yra nulines eies teigiamai ho-
mogenire5.2((a) teoremos dka. O

) yra simetriné matrica

5.2Zteoremoje jrodyta, kad tam tikromis salygoniickso paklausos funkcijog
reikSme lygi iSlaidy funkcijose gradientui kainos atzvilgiu. |sivaizduojant, kad iSlaidy
minimizavimo problema duali vartotojo optimalaus pasirinkimo problemai, toks pat
sarysis tuety galioti tarpWalrao paklausos funkcijog ir netiesiogires naudingumo
funkcijosv gradiento. Parodysime, kad taipra. Priezastis yra ta, katlalra funkci-
ja nepriklauso nuo naudingumo funkcijos keitimo jos monotonine transformacija, kuri
neketia santykis preferencijos3;16teiginys). Tuo tarpu netiesiogés naudingumo
funkcijos reikSne priklauso nuo tokios pat transformacijosCital funkcijasy ir v sieja
toliau jrodomaRoyaus tapatybe(angl. Roy’s identity):

5.26 teorema.Sakykime, kad yra C! klases funkcija su niekur nelygiu nuliui gradien-
tu Vu, 0 Walraso paklausos funkcija yra diferencijuojama. Kiekvienai kainos—turto
busenaip, w) € Rﬂt}, netiesioginio naudingumo funkcijayra diferencijuojama, ir
galioja lygybe

vpv(p’ w) = —Duﬂ)(p, w)@(pv w),

kur D,v(p,w) = Dyyqv(p, w) Zymi kryptine iSvestine taske, w) kryptimiey, ;.

3Rene Roy, pranc uzy ekonomistas.
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[rodymas. Funkcijav, b'udama diferencijuojamuy funkcijy kompozicija, taip pat difer-
encijuojama. Tegul kainos—turto b usépaw) > 0 ir ¢ := v(p,w). Tadac > u(0)
(kodel?). Remiantis/§.14) antruoju sarySiu, lygydc = v(p, e(p, ¢)) galioja visiems
pE Rﬁt}. Diferencijuodami pastaraja lygybe kainy sistemdsaskep atzvilgiu, gau-
name

Vpu(p, e(p, €)) + Dywv(p, e(p, €))Vye(p, €) = 0. (5.27)
Pirma, remianti®%.24teorema ir po to%.17) pirmu sarysiu, turime
Vpe(p; ) = ¥(p, ¢) = (P, e(p, ¢))- (5.28)

Antra, [state 5.28) | (5.27) ir po to state reikSme(p,¢) = w, gauta i55.14 pirmo
sarysio, turime
Vv (P, @) + Dyv(p, @)(p, w) = 0,

kas jrodo teoremos teiginj. O

KadangiHickso paklausos funkcija priklauso nuo naudingumo lygio, jos regsm
néra tiesiogiai jvertinamos. TauHickso paklausos funkcijos Jacobi’o matrica galima
iSreikStiWalras paklausos funkcija ir jos Jacobi’o matrica, kuriy reilé@priklauso nuo
rinkoje stebimy dydziy. Toliau jrodoma iy funkcijy priklausorayadinam&slutsky*
lygtimi.

5.27 teorema. Sakykime, kad yra C'* funkcija su niekur nelygiu nuliui gradientUu,
Walraso paklausos funkcije ir Hickso paklausos funkcija) yra diferencijuojamos.
Kiekvienai kainos—turto b userai, w) > 0

It (p, v(p, w)) = Jpp(p, w) + Duwe(p, w)e(p, w)". (5.29)

[rodymas. Tegul kainos—turto b'userig, w) > 0ir ¢ := v(p,w). Tadac > u(0)
(kodel?). Remiantis§.17) pirmuoju sarySiu, lygyb ¥ (p,¢) = ¢(p,e(p,c)) galioja
visiemsp > 0. Kadangi funkcijee yra diferencijuocjamd.24teoremos dka, tai difer-
encijuodami pastarosios lyggbi-taja komponente atzvilgiu kainy sistempsaskep
j-tosios koordinats kryptimi, gauname lygybes

kiekvienami,j € {1,...,¢}. Pirma, remiantisg.26) ir po to (5.17) pirmu sarySiu,
turime

Antra, [state 5.28) | (5.27) ir po to istate reikSme(p,¢) = w, gauta i55.14 pirmo
sarysio, turime

“Eugene Slutsky — Slutskis (1880-1948), ukraiijematematikas.
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kiekvienami, j € {1,...,¢}. PerraSe Sias lygybés< ¢ matricomis, gauname
Dw(pl (ﬁa ’LZ))
[Djvi(p,e)] = [Djpi(p,@)] + |-...ooo. .. [e1(p, ) - @o(p, w)] -
Dwgpf(paw)
Tai ir reikejo jrodyti. O

YpaC svarbi yraSlutsky lygties 6.29 deSinioji pug. Ten esatios matricos ele-
mentai
sij(p, w) == Djpi(p, w) + Duwi(p, w)e;(p, w)
vadinamipakeitimy nariaigangl. substitution terms), o pati matrica

S(p,w) := [sij(p,w)] € M

vadinamaSl|utsky matrica Kadangi Slutsky matric& (p, w) = J,9¥(p, v(p, w)), tai
remiantis5.25iSvada, ji yra simetria ir neigiamai pusapieze kiekvienam(p, w) €
Rf-ﬁ-l.
RemiantisSlutsky matricos neigiamu pusapésttumio, kiekvienam € {1,...,¢}
galioja nelygyle
Sii(pa U]) = Dﬂ/fz(P?U(Paw)) < 07

vadinama vartotojo paklausogshioAp-Ap < 0 silpnaja forma. Sios nelyggs in-
terpretacija teigia, kad kiekvienogiykes paklausos ir jos kainos pdkgi yra skirtingo
Zenklo, kitiems dydziams esant pastoviems.

Tos p&iosSlutsky lygties 6.29 deSireje pugje esabios antros matricos elementai
vadinamipajamuy nariais(angl. income term), kadangi jie iSreiSkia paklausos kitimo
dydj atsirandantj atsiZzvelgiant j turimo turto vestkitima. Remianti§lutsky lygtimi,
kainos pokgio Ap; sukurtasialraso paklausos pokytis yra

Ajpi = @i(p+ Apj,w) — 0i(p, w)
~ Djp;(p,w)Ap; = Djv;(p,v(p,w))Ap; — Dypip;(p, w)Ap;.
Pratimai

1. Sakykime, kadb = (1,2, p3): R, — R3, yraWalra® paklausos funkcija
su reikSnemis

o1(pyw) = —22 2 po(pw) = —3 2
’ p1+p2+pspr’ ’ p1+p2+p3pe’
Bpl w
e3(p,w) = ———

CpLtDpe +p3]73’

kai (p, w) = (p1,p2, p3, w) € Ri+. Nustatyti funkcijosy teigiamo homogenisku-
mo eilg ir kada jai galiojaValraso desnis?
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2. Sakykime, kad dviejyarybiy ekonomikojéValras paklausos funkcijap(p, w)
galioja Walra® desnis. Paklausa pirmajaegybei yraaw/p;. Rasti antrosios
gerybes paklausa. Kokia yra gautddalra paklausos funkcijos teigiamo ho-
mogeniSkumo ed?

3. Patikrinti Slutsky lygtj Coblb-Dougla® naudingumo funkcijos atveju. Siuo
atvejuWalras funkcija yra6.10), o Hickso funkcija yra 6.18). Be to, paZzymjus
K :=a"(1-a)" "%, v(p,w) = (w/K)p; "p5 ",

e(p,¢) = cKpipl™ it h(p,c) = cK (a <§?> H, (1-a) <pl)a).

Po to rastiSlutskp matrica. Atsakymas:

11
S(p,w) =wa(l —a) < IP% p1p12 ) ‘

pip2 p3

4. Sakykime, kadp = (i1,¢2): R3, — R2 . yraWalra® paklausos funkcija.
Dvieju gerybiu pakeiCiamumo elastinguntangl. elasticity of substitution be-
tween two goods) vadinamas dydis

E1a(pow) = 221 0)/02(p, w)) p1/p2
12(pw) Opi/p2)  1lp,w)/p2(p,w)’

(p,w) = (p1,p2,w) € R, (Zr. pastabas& Zymejimy pol2.75 apibezimo).
Parodyti, kad CES naudingumo funkcijgi(p,w) = 1/(1 —p), 0 < p < 1
(Zr.5.11 pratima). Kam lygug2(p, w) tobulyjy pakaity, tobulyjy papildiniy ir
Coblo-Dougla® naudingumo funkcijoms?

5.4 Grynyjy mainy problema

Tapatinant prekiu lauka su jy vartotoju, galima sakyti, jog iki Siol nagdme rinka,
sudaryta i$ vieno vartotojo. Siame skyrelyje nagjama rinka, kurioje veikia daugiau
negu vienas vartotojas ir kiekvienas i$ jy galigtiiskirtingas preferencijas. Esant duo-
tai kainy sistemai, kiekvienas vartotojas renkasi tokj optimaly prekiy rinkinj, kurj jam
leidZzia asmeninis biudZetas. Biudzetas riboja pasirenkamuy prekiy kaina, betias pa
prekes. Todl esant kainy sistemai fiksuotai, gali vykti visy rinkos dalyviy turimy prekiy
perskirstymas tarp skirtingy vartotojy. Tokia rinka vadinagngnaisiais mainaigangl.
pure exchange) — joje nevyksta prekiu gamyba.

Grynyjy mainy problemgra klausimas, kokioje rinkoje egzistuoja tokia kainy sis-
tema, kuri leidzia kiekvienam rinkos dalyviui optimaliai rinktis i$ visu rinkoje esamuy
prekiy. Tai yra rinkos bendrosios pusiausvyros (BP) problemos atskiras atvejigréai n
gamybos.
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Antras Siame skyrelyje hagéjamos BP problemos supaprastinimas yra prielaida,
kad kiekvieno vartotojo pasirinkimo problema turi vienintelj sprendinj. Tuo atveju varto-
tojo paklausos ais priklausomye nuo kainos yraValra paklausos funkcija. Kitame
skyriuje nagriesime atvejj, kai Si priklausomghyraWalraso paklausos atitiktis.

Grynyjy mainy rinka  Priminsime Sios rinkos matematinj modelj. Sakykime, kad
esaman vartotojy pazyraty indeksais € V = {1,...,n}, kurie gali rinktis i8¢ prekiy,
pazynety indeksais € {1,...,¢}. Vartojimo aite X C RY visiems vartotojams yra ta
pati, ta&€iau kiekvieno vartotojo pasirinkimas yra individualus ir nepriklauso nuo likusiy
vartotojy pasirinkimy. Kiekviename V/, i-tasis vartotojas yra pilnai apib udinamas sa-
vo prekiy lauku( X, =;), kuriame preferencija; yra iSreiSkiama naudingumo funkcija
Uq - X —R.

Kaip ir ank<iau, kainy sistema yra vektorigs= (pi,...,p¢) € Rﬂ, kurio koor-
dinag p;, yra h-tosios preks vieneto kaina, o kainy sistemas sudéitatokiy vektoriy
aibe ZymimeP C RY. Iki Siol vartotojo pradinis turtas, isreiSkiamas kaima= w;,
buvo laikomas nepriklausomu nuo rinkos kainy sistemodoliau Siame skyrelyjé-
tojo vartotojo pradinis turtas yra iSreiSkiamas prekiy rinkigiu= (e;1,...,€e;¢) € X,
vadinamupradiniu jnasSu(angl. initial endowment), ir jo pradinio turto kaina yra

14
Wi = p-€i = thei,h-
h=1

Taigi pradiniy jnaSy sumg_;"_, e; riboja visoje rinkoje turimy prekiy kiekj.
Bet kurioje kainy sistemoje € P, i-tasis vartotojas renkasi savo biudZetoegb
spresdamas optimalaus pasirinkimo problema, t. y. randa savo paklausos aibe

D;(p) := D;(p,p-e;) = argma>{ui(:r): T € B(p,p-ei)},

kur, kaip ir anksiau, B(p, w;) = {x € X: p-x < w;} yrabiudzeto aib.5.6(b) iSvadoje
nustatytomis salygomis, su bet kuria kainy sistema 0, i-tojo vartotojo optimalaus
pasirinkimo problema turi vienintelj sprendinj := ¢; (p, p-e;), t. y.{;} = D;(p,p-e;).
Visy rinkos dalyviy pasirinkimy kaina

p(Ya) <Y w=p(De),
icV eV eV
Esant optimaliam pasirinkimui, dar lieka klausimas, ar visy vartotoju pasirinktas prekiy

vektorius) .. x; nera didesnis uz rinkoje turimus iSteklius, ribojamus pradiniy jnasy

sumay_, y e;.
Pastarajj klausima suformuluosime kitu b uBtekiy paskirstiniu(angl. allocation)
rinkoje vadinamas vektorius

(i) = (xi)jey = (T1,. .., xn) € X" i=X X -+ X X
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sudarytas i3 kiekvienam vartotojui tenkaun prekiy rinkiniyz; € X. Jei(z;) yra prek-
iy paskirstinys, o(e;) = (e;)7_; yra pradiniy jnasy rinkinys, tarisumine pertekline
paklausa(angl. aggregate excess demand), toliau vadinama VPP, yra vektorius

Z(xz;) = Z$Z - Zei e R%
icV iV
Prekiy paskirstinygz;) vadinamadeistinu (angl. feasible allocation), jei visumén
perteklire paklausaZ (z;) < 0. Kitaip tariant, su kiekviena preke € {1,...,¢}, i-
tajam vartotojui tenkatios h-tosios preks kiekiy Sumos ;v zin < > oy €in-
Sakysime, kad kainy sistemuy ajb P yra apibeztavisuminés perteklinés paklau-
sos funkcija, toliau vadinama VPP funkcija, jei su kiekviena kainuy sistema P ir
kiekvienam vartotoju € V, aibejeD; := {(p,p-e;): p € P} C Rﬂ“ yra apibezta
Walra® paklausos funkcija;, o ¢ funkcijos reikdne yra

((p) = Z(pi(p,pei)) = Y _pilp,pei) — Y ei € R
eV =%

Taip pat sakysime, kadrynujy mainy problema turi sprendinj kainy sistemuy aibBje
jei Sioje aiteje apibezta VPP funkcijal ir egzistuoja tokia kainy sistemat € P,
kad ¢(p*) < 0. Pastaroji nelygyb ((p) < 0 reiSkia, jog vartotojy pasirinktasegy-
biy paskirstinysy - ¢;(p, p-e;) nera didesnis uz rinkoje turimus iSteklius, ribojamus
pradiniy jnaSy suma_, . e;, 0 tai yra dar vienas ankiu mireto klausimo formulavi-
mas.Cia apib&Zta VPP funkcija yrel(,23) priskirtimi apibeZtos visumis pertekligs
paklausos atitikties atvejis, kaera gamybos.

Nuo kokiy rinka apib udin@my dydziy priklauso grynyju mainy problemos sprendi-
mas? Apibendrinant tai, kas pasakygaynujy mainy rinkayra vartotojy pasirinkimus
apib udinantis rinkiny$X, ;. e;);c1 ir kainy sistemy aie P C RY, arba glaustai
grynyjy mainy rinka yra rinkinys

&= (Xa tiveiap)' (530)
Sios rinkosh usenaadinsime vektoriyz;, p) = (z1,...,x,,p) € X™ x P.

5.28 apibreztis. Grynyju mainy rinkos€ Walraso pusiausvyraadiname tokia Sios
rinkos b'usen@’,p*) € X™ x P, kuriai galioja(a) ir (b):
(a) kiekvienami € V, xf = ¢;(p*,p*-e;), t. y. prekiy lauka(X, >;) ir biudZeto
aibe B(p*, p*-¢;) atitinkantii-tojo vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi
vienintelj sprendin};

(b) prekiy paskirstinygz;) yra leistinas, t. y. VPR (p*) = Z((x])) < 0.

Grynyjy mainy rinkos Walraso pusiausvyr@s', p*) kainy sistema* vadinamapusi-
ausvyrine kaina

Remiantis ankstesniais ap@@imais, galima teigti, kad grynyju mainy rinkaje
egzistuoja pusiausvyra tada ir tik tada, kaiegdP apibeZta VPP funkcijg ir egzistuoja
tokia kainap* € P, kad{(p*) < 0. Jei pastaroji savydbgalioja, tair} := ¢;(p*, p*-e;).
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Walraso pusiausvyros egzistencija Toliau Siame skyrelyje randamos tokios salygos
grynujy mainy rinkaif, kurios garantuojdValra® pusiausvyros egzistavim8.82 is-
vada zemiau). Tos salygos yra iSreikStos ridkgudarantiems elementams. Ciu
pracesime nuo paieskos tokiy tiesioginiy salygy VPP funkajjakad ((p*) < 0 su
kuriuo norsp* € P.

Pirmoji svarbi VVP funkcijos savyd yra jos tolydumas, iSplaukiantis Walra
paklausos funkcijos tolydumo. Si sawleikalinga naudojarBrouweio nejudamojo
tasko teorema.

Antroji VPP funkcijos savyb yraWalras desnis formuluojamas taip:

5.29 apibreztis. Tarkime, kadP C R’ ir (: P — R‘. Sakoma, kad VPP funkcijai
¢ galioja Walras désnisjei skaliarire sandauga-((p) = 0 kiekvienai kainy sistemai
p€EP.

Jei kiekvienamp € P ir i € V paklausos aibeD;(p, p-e;) galiojaWalrao desnis
(5.7 apibrezimas) ir{¢;(p, p-e;)} = D;(p, p-e;), tai VPP funkcijai¢: P — R’ taip pat
galiojaWalra desnis. 1S tikro, kiekvienam € P, turime

pC(p) = Z [p-i(p, p-ei) — p-ei] = 0. (5.31)
eV

Walras desnis VPP funkcijai reiskia, kad visun@s pertekligs paklausog(p) kaina
yra nulis bet kuriai kainy sistemai € P. Sia salyga galima interpretuoti kaip grynyjy
mainy rinkos paklausos suderinamuma su pasiula. Tokiu atdgjuas desnis yra
visos rinkos biudzeto apribojimas, reiSkiantis, kad visada paklausastuersutapti su
pasi ulos verte.

TreCioji VPP funkcijos savyb yra nulire jos teigiamo homogeniskumo @il Kaip
ir kitais atvejais, ji iSplaukia i$ analogiskos saeghValrao paklausos funckijais.S(a)
teiginys). Sios savyés deka, kainy sistema yra pusiausvyria kaina tada ir tik tada,
kai pusiausvyrine kaina yra vektoridg su kuriuo nors\ > 0. Todel, atvejuP = ]R{ﬁ
pusiausvyries kainos pakanka ieSkoti &je

l
o:={p=(pn) GRﬂ_: thzl}. (5.32)
h=1

Si aibe yra4.5 apibezimu apib udinta standartiniu(¢ — 1)-simplekswadinama aib
o =le1,...,eq; Clae, yra euklidires erdes standarties bazs vektoriai.

Dabar parodysime, kad bet kuri néitas tris savybes turinti funkcijg: o — R’
(neb utinai VPP funkcija) turi savybe, analogi$kalra pusiausvyrosb) salygai5.28
apibezime.

5.30 teorema. Tarkime, kad funkcij@ = ((,): o — R’ yra tolydi, ir jai galioja Wal-
raso déesnis. Tada egzistuoja tokia kainy sistgsha= (p;) € o, kad((p*) < 0ir
Cu(p*) = 0, jeip;, > 0.
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[rodymas. Sukonstruosime tolydZia funkcijf: ¢ — o ir parodysime, jog Sios funkci-
jos nejudamasis taSkas yra ieSkoma kainy sistptnaPirmiausia pasta@sime, kad
kiekvienamp € ¢

¢
g(p) ==Y _max{0,p + Gu(p)} > 0. (5.33)
h=1
IS tikro, prieSingu atveju egzistuoja tofis= (py) € o, kadg(p) = 0,t.y.pr+Cn(p) <0
su kiekvienuh. Kadangip € Rﬁ, tai padaugine kiekviena is Siy nelygybigisir sudeje,
gaunameép|? + p-¢(p) < 0. Walras desnio @ka,p-¢(p) = 0, ir matome, kad pastaroji
nelygyte prieStarauja tam, kag| > 0. Tokiu b udu%.33 savyle galioja kiekvienam
peo.
Kiekvienamp € o ir h € {1, ..., ¢} tegul

fu(p) := max{0,py + Cu(p)}/9(p)-

Remiantis .33, 3% _, fu(p) = 1, o reikdnes f(p) := (f1(p),..., fe(p)), p € o,
apibrezia funkcijaf iS o | 0. Nesunku jsitikinti, kad funkcijaf yra tolydi, nes tokia
yra funkcija¢. Tada remianti@rouweiio teorema4.1teorema), egzistuoja toks =
(py) € o, kad f(p*) = p*, t.y. kiekvienamh € {1,...,¢}

p, = max{0, p;, + Cu(p")}/9(p"). (5.34)

Tegul I, yra aite tokiy indeksiyh € {1,..., ¢}, kuriemsp; + ¢, (p*) < 0. Kiekvienam
h € Iy, remiantis’6.34), turimep; = 0. Todelindeksy aib ! := {1,...,¢}\ Iy netu€ia
ir ¢(p*) <0, jei h € Iy. Be to, remiantidValras desniu,

> PhGh@") = p"¢(p*) = 0.
hel

Kita vertus, remiantisd,34), kiekvienamh € 1,0 < p; = [p}, +(n(p*)]/9(p*). Padaug-
ine kiekvienos lygybs abi puses i&, (p*) ir sudeje, gauname

]— * 1 >k *
7*) Z [Ch(p )}2 = [1 - m} ZPhCh(P )=0.

g(p hel hel

Taigi kiekvienamh € I, ¢4(p*) = 0ir p; > 0. Kartu su ank8iau jrodyta savybe
indeksams € I, gauname teoremos teigin;. O

Toliau suformuluosime grynujy mainu rinkas.80) savybes, kurios garantuoja, kad
VPP funkcija yra apil®zta ir iSpildo visas pastarosios teoremos prielaidas.

5.31 teorema. Sakykime, kad rinkal = (X, =;, ¢;, R} ) galioja (a), (b) ir (c):

(a) vartojimo aibéX C Rﬂ yra kompakti ir iSkila
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(b) kiekvienam € V, prekiy laukas X, ;) yra tolydus, grieZtai iSkilas ir lokaliai
nepasotinamas

(c) kiekvienam € V, 0 # e; > 0 yra pradinis jnasas.

Tada VPP funkcijg yra apibrezta aib'ejé%ﬁ, tolydi, nulinés eiles teigiamai homogeninée
ir jai galioja Walraso désnis.

[rodymas. Kiekvienam vartotojuii € V' ir kainy sistemap € Rﬂ, w; = p-e; > 01r,
remiantiss.4iSvada, paklausos alD; (p, w;) yra netusia. Kadangi kiekvieno vartotojo
prekiy laukas yra grieZtai iSkilas, 18i€(b) teiginys rodo, jog kiekviend;(p, w;) turi
vienintelj elementar; = x;(p, w;), t. y. aikeje Rﬂ“ apibeztosWalraso funkcijos ¢;,

i € V. Todel, pirma, ailgje Rﬁ yra apibezta VPP funkcijal. Antra, remiantiss.10
teorema ii4.2.2 pratimu, kiekvienap; funkcija yra tolydi, ir todl kompozicija

p— (p,p-ei) — x; € {x;} = D;i(p, p-e;)

yra tolydi aiteje Rﬂ kiekvienam: € V. Taigi Sioje ailgje yra tolydi ir VPP funkcija
(. Tregia, ji taip pat yra nulies eies teigiamai homogeninfunkcija kadangip; yra
nulines eiks teigiamai homogerénfunkcija pagab.S(«a) teiginj. Galiausiai, remiantis
5.7iSvada Walras desnis paklausos aibei), visiems Rﬁ yra teisinga lygyk (5.31),
t. y. VPP funkcijai¢ galiojaWalraso desnis; tai ir reilejo jrodyti. O

15/5.30ir 5.31teoremy gaunama

5.32 iSvada.Jei rinkai £ = (X, =;,e;, RY) galioja’s.31teoremos teiginia{a), (b) ir
(c), tai joje egzistuoja pusiausvyra.

[rodymas. Remiantis5.31teorema, aibjeRY, apibezta VPP funkcija, kuri yra tolydi,
nulinés eiks teigiamai homogenrénr jai galiojaWalras desnis. Kadangj yra nulires
eiles teigiamai homogenn tai¢(p) = ((A\p) suX = 1/(p1 + - -+ + p¢). Prisimenant
standartinio(¢ — 1)-simplekso apit®Zima 6.32), \p € o, ir todel pakanka nagriti ¢,
apibrezta aileje 0. Tada remianti®.30teorema egzistuoja tokia kainy sistepiac o,

kad ((p*) < 0. Tai reiSkia, kad grynyjy mainy rinkoje egzistuoja pusiausvyra; tai ir
reikejo jrodyti. O

Cobbo—-Douglaso rinkos mainai. RasimeéMNalra pusiausvyra grynyju mainy rinkoje
(5.30), kurioje yra dvi preles ¢ = 2), vartojimo aie X = R%, kainy sistemy ai®
P = R?2, ir du vartotojai ¢ = 2), kuriy prekiy laukai(R? , =;), i = 1,2, apibezti

naudojanCobhp-Dougla® naudingumo funkcijas: kiekvienam= (z1,z2) € R?,

ui(z) = (z1)%(22)17% 0<a<1, ir us(x)=(x1)z2)" 0<b<l.
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Be to, abiejy vartotojy pradiniai jnasSai atitinkamai yfa= (1, 0) ir e2 = (0, 1). Naudo-
jant vartotojo suCoblo-Dougla® naudingumo funkcija optimalaus pasirinkimo prob-
lemos sprendinj4.10), pirmojo vartotojoWalra paklausos funkcijg; = (¢11, p12)
yra apibezta kiekvienamp = (p1,p2) > 0:

{ e11(p, p-er) = (ap-e1)/p1 = a,

p12(p,p-e1) = (1 — a)p-er)/p2 = ((1 — a)p1)/p2.

Antro vartotojoWalra paklausos funkcijas = (21, p22) yra apibezta kiekvienam
p = (p1,p2) >0

{ @o1(p, pre2) = (bp-e2)/p1 = bp2/p1,
©a2(p,p-e2) = (1 = b)p-e2)/p2 =1 —b.

Rasime VPP funkcijg (p) = z1(p) + z2(p); Ciaz;(p) := wi(p,p-e;) — e, i = 1,2.
Pirmam vartotojui
z21(p) ={a—1,1—a)p1/p2} It pzi(p) =pi(a—1)+p2(l —a)p1/p2 = 0.
Antram vartotojui
zo(p) = {bp2/p1, —b} ir p-za(p) = p2b— pab=0.
Taigi VPP funkcija¢ yra apileZzta teigiamame kTngWH, ir jai yra teisingadValra®
desnis.Walrao pusiausvyros kaina gausime iSsprende sistema

{ Ci(p) = z11(p) + z21(p) = a — 1+ bpa/p1 =0,
p1+p2 =1

Taigi Cobln-Dougla® mainy rinkodValra pusiausvyros kaina yra tokia kainy sistema
p* = (p},p3), kuriaip; /p5 = b/(1 — a). Walras pusiausvyros prekiy paskirstinys yra

21 = @1(p*,p"e1) = (a,0) i a5 = pa(p*ipTer) = (1 —a, 1 -b).

Pratimai
1. Grynuyju mainuy rinka sudaryta i$ dvieju vartotojy su naudingumo funkcijomis ir
pradiniais jnasais
ui(z) =alnzy + (1 —a)lnzy, e =(0,1)
ug(x) = min{xy,x2}, e2 = (1,0),
Cia0 < a < 1. RastiWalras pusiausvyra.

2. Grynyjuy mainy rinka sudaryta i$ dviejuy vartotoju su netiesiegiis naudingumo
funkcijomis ir pradiniais jnasais:
vi(p,w) =Inw —alnp; — (1 —a)lnpy, e =(1,1),
va(p,w) =Inw —blnp; — (1 —b)Inpy, ez =(1,1).
RastiWalras pusiausvyra.
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Konkurencines rinkos pusiausvyra

Sutalpindamas daugybeegi ir jas apimdamas tikslia simboline iSraiSka, Skarimas
yra intelektiniy galiy atrama ir atminties apsauga, o kartu éigi@lrama tas &as lyginant
ir susiejant. Vertinga grybe, kurios neturi jokie kiti mokslai!

Janas Sniadeckis, 1818.

Siame skyriuje pusiausvyros egzistencija nagjema tokioje rinkoje, kurioje be
gerybiy vartojimo taip pat vykstaggybiu gamyba.

6.1 Gamintojo problema

Gamybavadinamas procesas, kurigrgbes, vadinamas iStekliais (angl. resources),
transformuoja sukurdamas kitagrgbes, vadinamas produktu, skirtas arba galutiniam
vartojimui arba naudojamas kaip iStekliai dar kitam gamybos procesui. Gamybos iStek-
liai gali b'uti Zera, darbas, kapitalas ir Zaliavos. Gamyba taip pat apima paslaugas, tokias
kaip transportavimas, medicina, Svietimas ir panaSiai. Gamybos tikslas maksimizuoti
pelna. Siame skyrelyje formuluojamas pelno maksimizavimo problemos matematinis
modelis.

Gamybos ailke  Konkretumo @lei tarkime, kad gamyba vykdoma firmoje. Firma, nau-
dodama iSteklius —ayybes, gamina kitasegybes, vadinamas produktu. B'udas, kuriuo
iStekliai pave€iami produktu, vadinamas gamybos b udu, arba metodu. Alternatyv us
gamybos b'udai sudaro gamybos technologijy aibe. Visi firmos iStekliai ir produktai su-
daro/ gerybiy, kurios kaip ir anksau, Zymimos indekst € {1,...,¢}. Be to, ta pati
gerybke negali b uti ir iStekliu ir produktu.

Jei h-toji gerybe yra tarp gamybos istekliy, tai ji vadinama gamybos veiksniu (an-
gl. factor of production), o jos suvartojama kiekj Zggime neigiamuoju sk&umi
yn < 0. Jeih-toji gerybe yra gamybos produktas, tai Siosrgbes pagaminta kiekj
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zymesime teigiamuoju skéiumi y;, > 0. Laikantis Sio susitarimo,&yybiy vektorius
y = (y1,...,y0) = (yn) € R vadinamagyamybos planuVisi technologidkai jmanomi
gamybos planai sudaro aibe C Rf, vadinamagamybos aibeGamybos planag € Y
vadinamas (technologiskagfektyviy jei nera kito tokio gamybos plang’ € Y, kad
y > yiry # y. Kitaip tariant, gamybos planas yra efektyvus, jeranb udy pagam-
inti daugiau esant tam pem iStekliy kiekiui arba pagaminti tiek pat naudojant maziau
iStekliy.

Bendrosios pusiausvyros gamybos teorijoje tariama, kad gamybes’ait R
iSpildo tokias salygas:

(a) 0 €Y (Sia prielaida interpretuojame kaip galimybe nieko neveikti);
(b) egzistuojay € Y, kurio bent viena koordinatteigiama;
(c) jeiy >0iry €Y, taiy =0.

Prielaida(c) vadinama ,fera piety veltui“, nes pagal ja i$ nieko galima pagaminti tik
nieka. Toliau laikysime, kad salygds), (b) ir (¢) yra visada iSpildytos. Kitos toliau
minimos salygos galioja tik tada, kai yra nurodytos.

Sakysime, kad gamybos &b yra

(d) uzdara, t.y. jei sekdy;} C Yiry; — y € RY, taiy € Y;
(e) iSkila, t. y. jeiy',y" e Yir A e [0,1],tai\y’ + (1 = N)y" €Y;
(f) monotoniSka, t.y.jei € Yiry <y, taiy €Y.

Gamybos aibs uzdarumo salygeema vien tik technia. Nesunku patikrintig.1/1 pra-
timas), kad kiekvienas efektyvus gamybos planas priklausssaitastuil2.56 apibezi-
mas). Gamybos a@s monotoniSkumo salyga interpretuojama atsiZzvelgiant j susitarima
del gamybos plano vektoriaus koordama Zenklo. Butenty’ < y reiSkia, kad pagal
gamybos plang’ produkcijos yra pagaminama maziau arba tiek pat, naudojant tiek pat
arba daugiau iStekliy. Pastaroji prielaida taip pat reiSkia, kad papildomas iStekliy ar
produkcijos kiekis sunaikinamas be jokiy kasty (angl. free disposal).

Greta mirety gamybos aiis savybiy, daznai daroma jos kompaktiSkumo prielai-
da. Ji grindziama tuo, kad reagje iStekliy aile visada yra baigti prieSingu atveju
nereilety ir ekonomikos. Pastébime, kad monotoniSkumo ir kompatiSkumo prielaidos
nera suderinamos.

DaZnai patogu gamybos aibeapib udinti naudojant funkcijas. Funkcla R¢ —

R vadinamatransformacijos funkcijajei Y = {y € R’: F(y) < 0}ir F(y) = 0
tada ir tik tada, kaiy yra efektyvus gamybos planas. Efektyviy gamybos plang aib
{y € R*: F(y) = 0} taip pat vadinamaransformacijos siengangl. transformation
frontier).
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Gamybos funkcija Paprastumo &lei toliau daznai tarsime, kad gamybos produktas
yra tik viena/-toji geryke. Tuo atveju gamybos aild¢ sudaro vektoriai

Yy = (yla" . ayf) = (_xla"'v_xf—lvu) = (—x,u)

su koordinagmisx; = —y; > 0,...,2-1 = —ys_1 > 0ir u = y, > 0. Kiekvienam
x € Rﬂ‘l, jei gamybos aib monotoniska if—z,0) < 0, tai (—z,0) € Y, kadangi
0eY.

Tegulo € W ¢ RY!, o funkcijaf: W — R yra tolydiir f(0) = 0. Sakysime, kad
f yragamybos funkcijapibreztaisStekliy aibejelV, jei aibei

Yi={(-z,u): zeW, 0<u< f(z)} (6.1)

galioja savyBs(a), (b) ir (¢), Ir (—x,u) € Y yra efektyvus gamybos planas tada ir tik
tada, kaiu = f(z). Interpretuojant taip apibzta gamybos funkcijg galima sakyti,
kad kiekvienamz € W, f(z) yra maksimalug-tojo produkto kiekis pagaminamas
naudojantz iStekliy, t. y.

f(z) = max{u: (—z,u) € Y}.

Remiantis gamybos aéls salygdb), egzistuoja toks € W, kad f(x) > 0.
Toliau kiekvienamu > 0 apibeZkime lygju atitinkartia gamybos iStekliy aibe

W(u) :={zeW: (—z,u) e Y}={x e W: f(x) > u};

Cia W(u) = @, jei nera gamybos iStekliy, reikalingy pagamiittosios @rybes u
vienety. Aibe gamybos iStekliy, kuriy pakanka pagaminti lygigienety/-tosios gry-
bées ZynesimeQ (u) ir vadinsimeizokvantat. y. kiekvienamu > 0, izokvanta yra aib

Qu) :={z e W: f(z) =u}=f""[u].

Jeiu # o/, tai izokvantox) (u) ir Q(u’) nesikerta. Todl lygybe
W= W= QW)
u>0 u>0

reiSkia, kad izokvantos suskaido iStekliy albe| nesikertagias aibes)(u) — ekviva-
lentumo klases. Taigi kiekviename W, f(z) = ujei z € Q(u).
Gamybos aibiy pavyzdZziai Viena iS seniausiai ir dazniausiai naudojamy gamybos
funkcijy yraCoblo-Dougla® funkcija:

/-1

f@)=b]]a¥, == (z;)eRY,

=1
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kur b ir a; yra teigiamos konstantos. Si funkcija jau buvo ir kaip naudingumo funkcija
individualaus alternatyvy pasirinkimo teorijoje (8.9)). Atvejuf = 3ira; = 1—as =

a € (0,1), t. y. esant dviem iStekliy r uSims ir vienai produkty r uSlahlo-Dougla®
gamybos funkcija apib udinama gamybo®ajita

Y = {(—z1,—x2,u) € R3: 21 >0,20>0,0<u< :Jc‘fa:%‘a}_
Be to, kiekvienamu > 0

W(u) = {(z1,22) €RZ: u < afay *}

Q(u) = {(x1,22) €RY: u=afzy™®

yra gamybos iStekliy a#ir izokvanta.

Kita daznai ekonometriniuose darbuose naudojama gamybos funkcijeagedor-
macijos pastovaus elastingunfangl. constant elasticity of substitution), arba CES,
funkcija:

-1
flz) = b(Zamf)l/p, x = (z;) € R,
i=1

kurb > 0, p # 0ir a; > 0. Gamybos aib, gamybos iStekliy aéir izokvanta api-
breZiamos kaip iCoblb-Dougla® atveju, t&iau, priklausomomai nuo paramejroSiy
aibiy savyl@s yra gerokai jvairess.

Tarkime, kadz > 0 ir b > 0. Leontiefo technologijos gamybos alerdejeR? yra
apibeziama taip:

Y = {(—x1,—xz2,u) € R3: 21 >0,29>0,0<u< min{axi, bxa}}.
Be to, kiekvienamu > 0,
W(u) = {(z1,72) € R%: u < min{azy,bzs}},
Qu) = {(v1,72) € RZ: u = min{ax1,bxa}}.
Leontiefo technologijos gamybos funkcija yrt&(x) = min{ax;, bxs} visiemsz =

(.%'1, .rg) Z 0.

Pelno maksimizavimas Firmos ekonominiu pelnu yra laikomas skirtumas tarp pa-
jamuy ir kaSty. Pajamos ir kastai priklauso nuerygpiu kainos, uz kuria parduoda-

mi gaminiai, ir kainos, uz kuria perkami iStekliai. Be to, pajamos ir kaStai priklauso
ir nuo firmos veiksmy: gamybveikla, gamybos sanaudy pirkimas, reklamos pirki-

mas it t. t. PaZyrajus tokius veiksniuguy, ..., v,) bei nuo juy priklausatias pajamas
P(v1,...,v,) irkastusK (vy, ..., v,), pelno maksimizavimo problenagrodys taip:
max {P(vy,...,v,) — K(vi,...,v,)}. (6.2)

V1yeeryUn
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Toliau nagriresime firmos veikla atsizvelgdami tik | dviejuy r uSiy apribojimus: tech-
nologinius ir rinkos. Pirmieji — technologiniai apribojimai yra iSreiksti gamybos &ibe
Antrieji — rinkos apribojimai yra susije su kaina. Firma negali parduoti savo produkto
brangiau negu jos gaminiy vartotojai sutinka ratk Be to, firma negali pirkti iStekliy
pigiau, negu juy tiekjai reikalauja uz grybes, reikalingas gamybos planue Y. Ap-
skritai optimalus pelno maksimizavimo problemos sprendimas reikalauja etgrbu
apribojimus kartu. Téau konkurencias rinkos modelyje gamybos pelno maksimiza-
vimo problema yra nagrgjama esant duotai kainai, t. y. kaina laikoma egzogeniniu
kintamuoju. Kitaip tariant, firma negali savarankiSkai nustatyti kainos nes rinka yra
konkurenci. Taigi firma maksimizuoti pelna gali rinkdamasi tik gamybogaikibose.
Toks firmos modelis yra vadinamienkurencine firma

Toliau nagrirejama gamintojo pelno maksimizavimo problema. Tarkime jkady’
yra gamybos planas,pe P C Rﬂ yra kainy sistema, kaip ir iki Siol, sudaryta iS gamy-
bos planey esaiy gerybiy vienety kainy. Kadangi gamybos plane= (y1,...,ve)
teigiamieji skatiai iSreiSkia gamybies veiklos sukurtasagybes, o neigiamieji iSreiskia
suvartojamas @ybes, tai skaliarié sandauga-y yra lygi pajamuy ir kasty skirtumui, t.

y. lygi firmos pelnui esant duotai kainuy sistempat P. Pelno maksimizavimo problema
(6.2) konkurencires firmos atveju reiSkia klausima ar egzistuoja gamybos plara¥’,

kuris maksimizuoja pelng-y. Kadangi funkcijay — p-y, y € Y, yra tolydi, tai remi-
antisWeierstrass teorema, pelno maksimizavimo problema turi sprendinj jei gamybos
aibe Y yra kompaktiska. Kitaip tarianty* € Y yra pelno maksimizavimo problemos
sprendinysjei sup{p-y: y € Y} = p-y*. Tokiu atveju Zyn@sime

my(p) :==7(p) :=py" =max{py: ye Y}
Jei kiekvienanp € P aibe
Sy (p) = S(p):= argma>{p-y: y € Y}
= {y" eY: py" =sup{py: yeY}}

yra netusia, tai sakoma, kad a@pe P yra apibezZta konkurencies firmogpelno funkcija
p— 7w(p), p € P, 0 atitiktisny C P x Y, apib®ezta priskirtimi

p—nylp]:=Sy(p), peP (6.3)

vadinamapasi ulos atitiktimiJei pelno maksimizavimo problema turi vienintelj sprend-
inj kiekvienamp € P, tai apibeZtapasi ulos funkcijéangl. supply function)

prny(p) =y €{y"} =Sy(p), peP (6.4)

Pelno maksimizavimo problema galima laikyti pasirinkimo&ypiy ailesY prob-
lema su labai paprasta naudingumo funkeija) = p-y, y € Y. Tuo tarpu pelno funkci-
ja my yra netiesiogigs naudingumo funkcijos vartojimo kontekste analogas gamybai.
Lyginant gamybos ir vartojimo modelius, tiesine funkcija yra apib udinamos gamintojo
preferencijos ir vartotojo pasirinkimai iS biudzeto @sb

Toliau nagrirejamos pelno funkcijos ir pasi ulos atitikties sagb
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6.1 teiginys. Sakykime, kadl” ¢ R¢ yra gamybos aibe, o kugyfec Rﬁ yra apibreztos
pelno funkcijary- ir pasi ulos atitiktis),-. Tada

(a) my yranulines eiles teigiamai homogenijné
(
(

)
b) my yra pirmosios eiles teigiamai homogenjné
c) my yraiskila, jei P yra iSkila aibe

)

(d) my yratolydiiS apacios, t. y. duotiems € P ir ¢ > 0 egzistuoja tokia, aplinka
U C P, kadmy (p) > 7y (po) — € visiemsp € U.

[rodymas. Tarkime, kadp € P, A > 0ir y € Sy(p). Tadap-y > p-z visiemsz € Y.
Kadangi

(Ap)-y = A(py) = A(p-z) = (Ap)-z

visiemsz € Y, taiy € Sy (Ap). Be to,my (Ap) = Amy (p) kadangi(Ap)-y = p-(Ay).
Jeiy € Sy (\p), tai panaSiai gaunamec Sy (p), kas jrodo lygybeSy (Ap) = Sy (p) ir
teiginius(a) ir (b).

Tarkime, kad aib P yraiskila,p’, p” € Pir A € (0,1). Tadap := A\p'+(1—-\)p” €
P ir egzistuojay € S(p). Atsizvelgiant | skaliari@s daugybos tiesiSkuma ir pelno
funkcijos apibezima, teisinga nelygyb

v(p) = (A + @ =XNp")y=A{p"y)+ 1= (")
< Ay () + (1= N7y (p").

Tai reiSkia, kad pelno funkcijay yra iskila ir teisingas teiginy&e).

Tarkime, kadpy € P, e > 0ir yp € S(po). Tadapg-yo = m(po) ir remiantis skaliar-
inés daugybos tolydumi2 (47| pratimas) egzistuoja toks > 0, kadp-yg > po-yo — €
visiems tiemg, kuriems|p — pg| < 4. Tuo labiau yra teisinga nelyggb

7(p) > pyo > po-yo — € = m(po) — €
visiemsp esantiems pakankamai aptj. Tai ir jrodo teiginj(d). O

Teisingas ir stipresnis teigini®.1(d) variantas, jei papildomai gamybos aib yra
kompaktiSka. Tuo atveju pelno funkcijg- yra tolydi savo apib#zimo ailgje.

6.2 teiginys. Jei gamybos aib& c R’ yra netustias kompaktas, tai pelno funkeija
yra apibrezta ir tolydi aibgjer’, | .

[rodymas. Kiekvienamp > 0, y — p-y, y € Y, yra tolydi funkcija ir, remiantid\Veier-
stras® teorema2.65teorema), ji jgyja maksimuma, t. y. pelno funkcijg yra apibezta
aibéjeIR{ﬂJr. Remianti$.1(c) teiginiu, pakanka jrodyti funkcijosy tolyduma is virSaus.
Tarkime, kadpy > 0 ir ¢ > 0. Kadangi skaliarig daugyba yra tolydi dviejy argumen-
tu funkcija, tai kiekvienamy € Y egzistuoja tokia vektoriays) atvira aplinkal/ (y) ir
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tokia vektoriaug atvira aplinka/ (y), kadp-z < po-y+e€ visiemsp € U(y) ir z € V(y).
Atvirosios aplinkos{V (y): y € Y’} sudaro aibsY atvira denginj. Kadandi” yra kom-
paktas, tai egzistuoja baigtinis denginysV (y1), ..., V(yx). TequlU = Nk U(y:).
TadaU yra vektoriauspy atviroji aplinka remianti2.53¢c) teiginiu. Tegulp € U ir
y € Y. Egzistuoja toks € {1,...,k}, kady € V(y;). Kadangip € U C U(y;), tai

py < po-yi +€ < 7m(po) + e

Kadangiy € Y yra laisvai pasirenkamas, taip) < m(po) + ¢; tai ir reikéjo jrodyti. ]

Gamybos pasi ula ir iStekliy paklausa Veltarkime, kad firmos produktas yra tik viena
(-toji géryke, t. y. efektyvus gamybos planas nusakomas vektoriugi(—z, f(z)) €

Y CVRK, xeW C Rﬂfl, o f yra gamybos funkcija apibZta gamybos iStekliy aéfe
W. Siuo atveju kainy sistema Zyasime taipp = (¢,7) € R%, kurg := (p1,...,pe—1)

ir r := py, 0 atitinkama gamybos plano kaina bus

Py = (q,r)(—x,f(x)) :rf<$)_Q'-T, x € WCRZ_l.

Tada pelno funkcija galima iSreiksti taip: kiekvienang R ir ¢ € Rfl

m(q,r) =sup{rf(z) —qz: z € W}

Jei maksimumas jgyjamas viename taske, taéjaimﬂ yra apibezta funkcija¢ su
reikSmemis
&(g,r) :==argmaXrf(z) — qz: x € W},

vadinamastekliy paklausos funkcije@angl. factor demand function), o kompozicjjag
vadinamaorodukty pasi ulos funkcijada pasi ulos funkcijé @) iSreiSkiama vektorine
funkcijany = (=¢, fof).

Prie Sio gamybos modelio griSire2 skyrelio pabaigoje, nagradami bendraja pu-
siausvyra.

Pratimai

1. Jrodyti, kad kiekvienas efektyvus gamybos planas priklauso gamybes kibS-
tui.

2. Tarkime, kad¥V yra euklidires erdes poaibis irf: W — R yra gamybos funkci-
ja. [rodyti, kad gamybos a#Y su vienu gamybos produktu ap#ata 6.1)
sarySiu yra iSkila tada ir tik tada, kai gamybos funkdfjgra jgaubta.

3. Jei gamybos aéY su vienu gamybos produktu yra iSkila, tai atitinkama néitus
gamybos iSlaidy abWW (u) taip pat iSkila.

4. Tarkime, kad gamybos ail}¢ apibeZianti gamybos funkcija yra grieZtai jgaubta.
Jei pasi ulos atitiktigy apibeZzta, tai ji yra funkcija.



212 6 Skyrius. Konkurencines rinkos pusiausvyra

5. Tarkime, kad gamybos funkcij{xz) = min{z1,z2}%, x = (z1,22) > 0,a > 0.
Kokiemsa apibiZztos iStekliy paklausos funkcifa pelno funkcijar ir rasti jas.

6. Tarkime, kad gamybos funkcijf(z) = 2284, z = (21, 22) > 0ir a,b > 0. Rasti
iStekliy paklausos funkcija ir pelno funkcijary . Kokias salygas privalo tenkinti
air b?

7. Tarkime, kad gamybos funkcij(z) = alnz; + blnxze, x = (x1,22) > 0ir
a,b > 0. Rasti paklausos funkcijgir pelno funkcijary .

6.2 Socialire sistema ir jos pusiausvyra

Socialine sistema laikysime grupe subjekty, kurie daro sprendimus (neb utinai ekono-
minio pobudzio). Svarbiausias sprendimy bruozas — renkamasi i$ leistiny sprendimuy
aibes ir pasirinkimai ara visiSkai nepriklausomi vienas nuo kito. Kiekvienas subjek-
tas galimus sprendimus renkasi pagal savo asmenines preferencijas, o jo pasirinkima
riboja visy kity tokios sistemos subjekty pasirinkimy rezultatai. Pagrinsio skyrelio
teoremal/§.5 teorema) nustato salygas, kada tokioje sistemoje egzistuoja pusiausvyra,
t. y. tokia b usena, kada visi subjektai pasirinko i$ jam leistiny sprendirag aibera
poreikio keisti sprendima.

Optimaliy sprendimy aibé Socialing sistema sudaro bet kuri baigtisubjekty aib,
besielgiagiy racionaliai ir priklausomai nuo vienas kito pasirinkimy. Kaip ir aiks

au, racionalumas reiskia tai, kad maksimizuojama preferencijas iSreiSkianti funkcija.
Tarkime, kad socialies sistemos subjekto pasirinkima i$ alternatyvigai) riboja
aplinka, priklausanti nuo b usenos iSeafi’. Taigi priklausomai nuo b'usenoss T
socialires sistemos subjektas gali rinktis tik i poaibio] C Q.

Sistemos subjekto pasirinkimo optimaluma apib udina funkdijod” x Q@ — R
reikSme f(¢,q), (t,q) € T x Q. Duotai aplinkos b usenaic T socialires sistemos
subjektas ieSko tokio elemengoc ~[t], kuris maksimizuoja funkcijg (¢, -). Tarkime,
kad duotamt € T visy optimaliy sprendimy aibgra

plt] == {z* € y[t]: f(t,2%) = sup f(t,2)} # 2. (6.5)

z€|t]

Kaip ir ank<iau, ekonominiy sprendimu atveju, tariame, kad kiekviertam T’ ne-
tugioji aibe p[t] gali tureti daugiau nei viena elementa, tyyyra atitiktis iST' | Q.
Toliau nustatomos salygos kada atitikti$us tolydi is iSoes.

6.3 lema. Sakykime, kad™ ir @ yra euklidiniy erdviy poaibiai,Q yra kompaktiska,
f: T x @Q — R yra tolydi funkcija ir+ yra tolydi atitiktis i57" | Q su kompaktiSkais
vaizdais. Tadd46.5) lygybe apibrezta atitiktig yra tolydi i$ iSores aibejd".
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[rodymas. Pirmiausia jsitikinsime, kad kiekviename T, yu[t] yra uZzdara aije Q. 13
tikro, teqult € T, seka(q,) C ul[t] ir ¢, — q € Q, kain — oo. Kadangi~ turi
uZdarus vaizdus, taj[t] yra uzdara aieje @), ir todel ¢ € ~[t]. [rodysime, kady € p[t].
Kadangi kiekvienam, ¢, € plt], tai f(t,q,) > f(t,2) visiemsz € ~[t]. Kadangi
f(t,-) yra tolydi funkcija, tai sekdf (t, q,,)) konverguoja, kair — oo, | f(t,q), ir todel
f(t,q) > f(t,z) visiemsz € «[t]. Todel ¢ € u[t], o u[t] yra uzdara kiekvienarmhe T
Kadangi@ yra kompaktiSka aib, tai ir u[t] yra kompaktiSka kiekvienam € T (2.61
lema), t. y.u turi kompaktiSkus vaizdus. Taigi galima remtis iSorinio atitikties tolydumo
4.12teoremos kriterijumi.

Tarkime, kad sekdt,) C T konverguoja ity € T, 0 g, € ult,] kiekvienamn.
Reikia jrodyti, kad egzistuoja sek@g,) posekis, konverguojantis | kurj noggt,] aibes
elementa. Pastékime, kadu[t] C ~[t] kiekvienamt € T, ir todel g,, € ~[t,] kiekvien-
amn. Sekos(q,,) posekis konverguojantis j als~[to] elementay, egzistuoja, kadangi
atitiktis v yra tolydi i$ iSoes remiantig.12teorema. Kad raSyti b uty paptesi tarkime,
kad pati sekdq,, ) konverguoja i € v[to]. Reikia parodyti, kado € u[to]. Tam pakan-
ka parodyti nelygybe

f(to,q0) = f(to, 2) visiemsz € ~[to]. (6.6)

Tarkime, kadz € ~[tg]. Kadangi atitiktisy yra tolydi i$ vidaus irt,, — t¢, tai remi-
antis'4.14 teorema egzistuoja tokia seKa, } < @, kuri konverguoja iz ir z, €
v[tn] kiekvienamn. Todel ir kadangig, € u[t,], kiekvienamn yra teisinga nelygy-
bé f(tn,q,) > f(tn, z,). Kadangif tolydi, tai Sioje nelygykje pegje prie ribos, kai
n — oo, gauname, kad yra teisingé.€) nelygybe; tai ir reikejo jrodyti. O

Socialines sistemos pusiausvyra Tarkime, kad toliau apil@Ziamoje socialigje siste-
moje yraN subjekty Zymimy indeksaise N := {1,..., N}. Taip pat tarkime, kad);

yra netusias euklidires erdes poaibis kiekviename N,00Q := Q1 x---xQy yrasiy
aibiy Dekarto sandauga. Kiekvienamt Nir ¢ = (g1, ..., Gi—1,%,qi+1,---,qN) € Q

tegul

Tii=Q1 %X Qi1 X Qip1 X+ X QN (6.7)

ti = QN\Z = (Qh e i1, 4541, - - - 7QN) S ﬂ? (68)

t. y. vektoriust;, gautas i$ vektoriaugiSmetusi-taja koordinatgy;. Vektoriust; = gun;
interpretuojamas kaip aplinkos poveikitajam socialies sistemos subjektui. Kiekvien-
ami € N tegulf;: T;xQ; — Ryrafunkcija, 0y; yra atitiktis iST; | ;. Taip apibeztas
rinkinys

E = (Qi, fi,vi) = (Qi, fis Vi)ien

vadinama®ebreu socialine sistema bet kuris vektoriug € Q vadinamas Siosiste-
mos b'usena
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Kitame skyrelyje ekonomiegs rinkos kontekst&); bus interpretuojama arba kaip
vartojimo aike, arba kaip gamybos a@barba kaip kainy sistemy @bDebreusocial-
ines sistemos b usepéus konkurencies rinkos b usenagpbusi-tojo rinkos subjekto
prekiy pasirinkimas, gamybos planas ar kainy sistema. FunKcipus, atitinkamai,
naudingumo funkcija, gamybos plano kaina ir visuesipertekli@s paklausos kaina, o
(netrivialia) atitiktimi~; bus biudZeto aib.

Kalbant neformaliai,Debreusocialires sistemos pusiausvyra laikysime tokia jos
buseng* = (¢})ien € Q, kurios kiekviena komponeay; yra nuo aplinkos poveikio
q/*\/\i priklausamgioje galimy sprendimy aéje~; [qj;/\i] ir, be to, Sioje aikje maksimizuo-
ja funkcija fi (g )-

Tiksliau kalbant, kiekviename N ir t; = qw\i € T; tegul

pilti] = {z* € yilts]: fiti, %) = SUI[) }fz‘(ti,z)} C Q;. (6.9)
z€vilts
6.4 apibreztis. Debreu socialines sistem8);, fi, vi)ien PUsiausvyravadinama tokia
sistemos b usena = (¢;,...,qy) € Q, kadq; € m[qu\i] kiekvienam; € .

Debreusocialires sistemos, tuo pal ir konkurencis rinkos pusiausvyros egzis-
tavima jrodysime remdamiekiakutand teorema apie nejudamajj taska atitiktims.

Dabar mes jau pasiruoSe jrodyti pusiausvyros egzistavima tam tikbebseuso-
cialinés sistemoms. Primename, kad tokssteoremos viena i$ salygy, funkcijos kvazi—
jgaubtumas, yra nusakyta ap#iime2.104c).

6.5 teorema.Sakykime, kad kiekvienane N/, Q; yra netus€ias, kompaktiSkas ir iSkilas
euklidines erdvés poaibis, funkcifa: T; x Q; — R yra tolydi ir kvazi—jgaubta pagal
antrajj argumenta, o atitiktisy; iS 7; | Q; yra tolydi bei turinti iSkilus ir kompaktiskus
vaizdus. Tada egzistuoja Debreu socialinés sistef@Qsf;, v:)icA- pusiausvyra.

[rodymas. Tegul Q := Q1 x --- x Qn. ApibréSime atitiktj iSQ | Q ir jrodysime,
kad ji turi nejudamajj taska, nusakantj ieSkoDebreusocialires sistemos pusiausvyros
busena. Tarkime, kade N. Pagal prielaiday;[t;] yra kompaktiSka ai® kiekvienam
t; € T;. Todel tolydi funkcija f;(t;, -) maksimuma aieje v;[t;] igyja kuriame nors tasSke
z* € v4ti], 0 w;[t;], apibezta 6.9) sarySiu, yra visy tokiy tasky &b Kadangi aibs
wilt;] € Qs t; € T;, yra netusios, tai jos apitgZia atitiktj ;z; IS T; | @Q; kiekvienam

i € N. Tada kiekvienang = (¢1,...,qn) € Q turime netusia aibe

filg] = plganal x - x pnlann] € Q,

t. y. i yra atitiktis iSQ | Q. Pagal §j ir6.4 apibezimusDebreusocialires sistemos
(Qi, fisvi)ien buseng® € @Q yra pusiausvyra tada ir tik tada, kef € fi[g*], t. V.
kai ¢* yra atitiktiesz nejudamasis taskas. Parodysime, kad atitjkiSpildo Kakutanb
nejudamojo tasko teoremos salygd220teorema).

Aibe Q = Q1 x --- x Qu Yyra netusias, kompaktiskas ir iSkilas euklidis erdes
poaibis, kadangi tokia yra kiekviena i$ ailfly, : € N. Kadangi atitiktisy; ir funkcija
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fi 15pildo 6.3 lemos salygas, tai atitiktis; yra tolydi iS iSoes aileje T; kiekvienam
i € N. Tegul

fiilg] := pilgnnl (6.10)
kiekvienami € . Nesunku patikrinti6.2/1 pratimas), kad kiekviena; atitiktis iSQ |

Q; taip pat tolydi iS5 iSoes aileje . Panasiai, tiesiog tikrinant apgitima ar naudojantis
4.12teoremos kriterijumi, nesunku jsitikint6(2:2 pratimas), jog atitiktis

fi= fin X e X fin (6.11)

taip pat yra tolydi i$ iSas aileje Q. Atitikties /i vaizdai iSkili, nes kiekviename N ir
q € Q aibe [i;[q] yra dviejy aibiyy; [¢;] ir

{z" € Qi: filti,z") = sup fi(ti,2)} (6.12)

2€7;[ti]

sankirta. Pirma aiyra iSkila pagal prielaida, o antra yra iSkila, nfeg;, -) yra kvazi-
jgaubta funkcija'6.2/3 pratimas). Todl iSkilos yra jy sankirtogi;[q], i € N, bei aite
ilg) = fulg] x- - - x an[q] kiekvienamyg € Q. Taigi iSpildytos visoKakutanb teoremos
(4.20teorema) salygos. Remiantis Sia teorema atitiktisiri nejudamajj taska; tai ir
reikejo jrodyti. O

Sia teorema naudos@s kitame skyrelyje, jrodydami konkurenesirinkos bendro-
Sios pusiausvyros egzistavima.

Pratimai
1. [rodyti, kad 6.10) lygybe apibezta atitiktis;; yra tolydi iS iSoEs aileje .
2. |rodyti, kad 6.11) lygybe apibeZzta atitiktisi yra tolydi iS iSoes aileje Q.

3. |rodyti, kad aite, apibezta 6.12) lygybe, yra iskila.

6.3 Rinkos bendroji pusiausvyra

Siame skyrelyje nagrigjama rinka, kurios subjektai yra vartotojai ir gamintojai. Kadan-

gi tokia rinka i$ principo gali apimti visa Salies ekonomika, ZodZiai ,rinka“ ir ,ekonomi-

ka* Siame skyrelyje yra sinonimai. Kaip ir grynyjy mainuy rinkos atveju, agilama

tokios rinkos bendroji pusiausvyra ir nustatomos jos egzistavimo salygos. Matysime,
kad bendrosios pusiausvyros egzistavimas iSplaukia i$ jau aptarto pusiausvyros egzis-
tavimo Debreusocialireje sistemoije.
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Arrow—Debreu ekonomika Kaip ir ank<iau tariame, kad rinka sudaro vartotojat
V ={1,...,n}, gamintojaij € G = {1,...,m} ir bendrieji iStekliai, kuriuos sudar6
gerybiy vektorius: € R’. i-tajj vartotoja apib udina nettia jo vartojimo aile X; ¢ R
ir Sioje aileje apibeztas racionalusis preferencijos sarysis t. y. pora(X;, =;) yra
prekiy laukas. Toliau tariama, kad prekiy lauka§, ;) yra tolydus. j-taji gamintoja
apib udina netéf gamybos a®Y; C R‘. Taigi Arrow—Debreuekonomikos modelis,
arba, trumpiauArrow—Debreuekonomika, yra rinkinys:

&= (le iia )/ja 6) - ((X’Lv ti)i€V7 (}/])]EGU 6). (613)
Bet kuris gerybiy rinkinys

(xzay]) = (mla'--,xnayh"'aym)
€ Xix- XX, xY] X %Y, CROM

vadinamagpaskirstiniu(angl. allocation).

EkonomikosE paskirstinj(z;, y;) atitinkantivisumine pertekline paklausaa gery-

biy vektorius

Z(xi,yj) = in—Zyj —e€ ERe. (6.14)

icV jEG

Del Zenklo vartojimo vektoriujg; visos suvartojamoseagybes yra su pliuso zenklu, o
visos sukuriamosé&yybes yra su minuso zenklu. TebvektoriausZ (x;, y;) koordinaé
yra neigiama, jei atitinkamosegylkes rinkoje yra perteklius, ir teigiama, jei togrg-
bes rinkoje yra nepakankamai. Primename, kad paskirstiryyg;) yra leistinas, jei jj
atitinkanti visumire perteklire paklaus& (z;, y;) < 0. Kaip jau aiSkinomd..3 skyrely-
je, jei paskirstinys leistinas, tai rinka subalansuota.

Arrow—Debreuekonomikos modelis@ra iSsamus nagm@amos situacijos apib udin-
imas. Pavyzdziui, jameana nustatyti individualaus vartotojo resursai. Tai gali b uti
daroma keliais budais. Siame skyrelyje naudojamas resursy vartotojams paskirstinys
grindZiamas privéiosios nuosavy&s principu.

PrivacCiosios nuosavyks ekonomika Vartotojo problema, suformulucfal skyrelyje,

yra vartotojo galimyk optimaliai rinktis iS biudzeto aés. Kitaip tariantj-tojo vartotojo
pasirinkimas, maksimizuojant savo preferencijas, yra ribojamas turima biudzeto aibe
Bi(p,w;) = {x € X;: p-x < w;}; Cia, kaip ir anksiau,p € P C Rﬂ yra kainy sistema,

0 w; yra pradinis turtas. Taigi vartotojo pasirinkimai priklauso nuo kainy sistemos ir nuo
pradinio turto, kurisArrow—Debreuekonomikoje dar ara apibeztas.

Privatios nuosavyes ekonomikoje-tojo vartotojo pradinj turtav; sudaro pradiniy
inasy, zymimuy vektoriume;, turtas, gaunamas iS gamintojuy pelno. Tokj paskirstinj
galima pagristi, kai dalis gamintojy firmos nuosagglpriklauso vartotojams. Be to,
individualiyju jnasu suma turi sutapti su bendruyjy istekliy vektoriani y.

e=) e (6.15)
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Tarkime, kad{6;;} = {0;;: ¢ € V, j € G} yrarinkinys tokiy realiyjy neneigiamyjy
skatiy, kad} ,, 0;; = 1 kiekvienamj € G. Sia salyga interpretuosime taip: visa
kiekvienos firmos nuosavgbyra privati ir priklauso atskiriems vartotojams. Pa&jg
j-tojo gamintojo—firmos gauta pelng, laikysime, jogi-tojo vartotojo pradinis turtas
yra

w; = w;(p) = p-e; + Z 075

jeG

Gamintojo problema, suformulucgal skyrelyje, yra parinkti tokia gamybos technologi-
ja, kuri leidzia gauti didZiausia pelna, esant duotai kainai. Prisiminkime, jkiajo
gamintojo—firmos gamybos a&l; C R’ yra sudaryta i$ erybiy vektoriyy; taip, kad
suvartojamos @rykes kiekis turi neigiama Zenkla, o pagaminamesybes kiekis turi
teigiama zenkla. Tokiu b udu duotam kainos vektgrigi P minetasisj-tojo gamintojo
pelnas yrar; = m;(p) = max{p-y: y € Y;}, ir todel i-tojo vartotojo pradinis turtas yra

wi(p) =p-ei+ »_Oimi(p)  kiekvienami € V. (6.16)
j€G
Apibendrine sakysime, kagrivacCiosios nuosavybés Arrow—Debreu ekononyitea
vartotojy pasirinkimus nusakantis rinkinysd;, =;, e; }1_;, gamintojy pelno paskirstinj
tarp vartotojy nusakantis rinkiny@;; }, gamybos aibiy rinkinygY;}" ; ir kainos sis-
temy aile P, arba glaustai, prividos nuosavyesArrow—Debreuekonomika yra rinkinys

&= (Xi,=:,Yj,€i,0i5, P). (6.17)

Arrow—Debreu ekonomikos pusiausvyra Tarkime, kad€ yra privaiosios nuosavy-
besArrow—Debreuekonomika. Sios ekonomikdsusengudaro visy vartotojy pasirink-
tu gerybiy vektoriy rinkinys(z;) = (z1, ..., zy), Visy gamybos plany vektoriy rinkinys
(yj) = (v1,...,ym) ir kainy sistemos vektoriup € P, arba, glaustai, b usena yra
rinkinys

((L.’Laijp) = (xla o Iy Y1,y - - 7yTI’L7p)

EXl><---Xanylx...XmepcRé(n-‘rm-i-l)‘

Priminsime, kadpx, yra i-tojo vartotojo Walras paklausos atitiktis apibzta 6.3)
sarysiu, ogy; yra j-tojo gamintojo pasi ulos atitiktis apédta 6.3) sarysiu.

6.6 apibréztis. Arrow—Debreuekonomikost b usengz, y;,p*) yrapusiausvyrajei

(a) kiekvienami € V, xf € ox,[p*, wi(p*)], t. y. «} yra prekiy lauka(X;, =;) ir
biudzeto aibeB; (p*, w;(p*)) atitinkantis vartotojo optimalaus pasirinkimo prob-
lemos sprendinys;

(b) kiekvienamj € G, y; € ny;[p*], t.y. y; yra gamybos aiesY; pelna maksimizuo-
jantis gamybos planas esant kainy sistepiai
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(c) visumire perteklire paklaus& (z;,y;) < 0ir p*-Z (a7, yj) = 0.

Lyginant su grynyjy mainy rinkos pusiausvy®d4g apibrezimas),Arrow—Debreu
rinkoje greta vartotojo dalyvauja ir gamintojas, o vartotojo pasirinkimas gadtitae
vienintelj optimaly sprendinj. Kaip rodo kitas teiginys;row—Debreuekonomikos pu-
siausvyroje kiekvienas vartotojo optimalus sprendinys priklauso jo biudZeto kraStui.

6.7 teiginys. Tegul& yra Arrow—Debreuvekonomika su privacia nuosavybe. Jei b usena
(xf, y;‘,p*) yra Sios ekonomikos pusiausvyra, éiz; = w;(p*) kiekvienam € V.

[rodymas. Remiantis6.€ apibezimo (a) savybep*-xz; < w;(p*) kiekvienami € V.
PrieSingai teiginiui tarkime, kad egzistuoja nors vienas vartotgjasrio pasirinkimo
kainap*-zf < w;(p*). Tada sumuojant pagal visise V grieZta nelygyk vis dar
galioja ir, naudojantg.15), (6.16) bei (6.14), gauname

2t < ) wilp) =) peit ) D Oupty;
eV 1% eV i€V jeiG
= plet Yy piyp = ptal —p"Z(lyp).

jea eV

Sios grieztos nelygyés kaie ir desire pu®s yra lygios kadangi*-Z (=7, y;) = 0 remi-
antis6.€ apibezimo(c) savybe. Gauta prieStara jrodo teigin. O

KadangiArrow—Debreuekonomikos pusiausvyros b usefes y;‘,p*) komponen-
tesz; ir y; priklauso nuo kainy sistemgs, tai atitinkamos visumies perteklies pak-
lausos reiksres Z(z},y;) taip pat priklauso nuo kainy sistemos. Ta priklausoenyb
iSreiSkiama atitiktimi

] = D exiptwip)] = 0y — {e} (6.18)
i€V jea
= {Z(=5,)): @) € oxi ', wi), yj €0y, ]} CRY

Ciapx, yraWalra paklausos atitiktis ifyy; yra pasi ulos atitiktis.
Dabar jau esame pasiruoSe jrodyti bendrosios pusiausvyros egzistavimo teorema
Arrow—Debreuekonomikai.

6.8 teorema. Tarkime, kad Arrow—Debreu ekonomiKayra toks rinkinyg6.17), kad

(a) kiekvienam € V vartojimo aibeX; C Rﬁ yra iSkila, kompaktiSka ir egzistuoja
toksz; € X;, kadz; < e;;

(b) kiekvienam € V prekiy laukas(X;, ;) yra tolydus, iSkilas ir lokaliai nepasoti-
namas

(c) kiekvienamj € G gamybos aib&; C R’ yra iskila ir kompaktiska
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(d) P =R, \{0}.
Tada Arrow—Debreu ekonomikaofeegzistuoja pusiausvyra.

[rodymas. Remiantiss.S(a) ir6.1(a) teiginiais,Walra paklausos atitikti x, ir pasi u-
los atitiktisy, yra nulires eies teigiamai homogeniskos. Tedulines eies teigiamai
homogeniska yra visumas perteklies paklausos atitktis6(18). Remiantis6.6 api-
brezimu, kiekvienam\ > 0 b usendx;, y;, Ap*) yra pusiausvyra tada ir tik tada, kai
pusiausvyra yra bTJse(ta;f,yj,p*). Be to, abi b'usenos turi tagia visumine pertek-
ling paklausaZ(x;*,y;). Taigi galima tarti, kad kainy sistemy &it®® yra standartinis
simpleksas

o={p=(pn) €RL: > pn=1} (6.19)
h

Aibe o yra iSkila ir kompaktiSka.2.1 pratimas). Toliau jrodysime, kadirrow—Debreu
ekonomikaf yraDebreusocialire sistema, sudarytaigvartotojuy,m gamintojy ir vieno
fiktyvaus rinkos dalyvio, kuris renkasi kaina.

Tarkime, kad(Q;, fi,vi)ien Yra Debreusocialire sistema, ku\N = {1,..., N},
N:=n+m-+1,ir

X; jeiizl,...,n,
Qi:=< Y_, jeii=n+1,...,n+m,
o jeii=N=n+m+1.

Visos Q; aibes yra netusti, kompaktiski ir i3kili euklides erdesR’ poaibiai, t. y. jos
iSpildol6.5teoremos reikalavimus Sioms ains. TeguDebreusocialires sistemos b use-
nag € Q1 x --- x @y yra Arrow—Debreuekonomikos b user{a;, y;, p). Toliau api-
breziama socialies sistemos subjekto pasirinkima vertinanti funkgija 7; x Q; — R,
CiaT; ir jos elementat; = qyn; apibezti 6.7) ir (6.8) sarySiais. Remiant8.14teo-
rema, kiekvienam € {1,...,n} egzistuoja prekiy laukédX;, »;) iSreiSkianti tolydi
naudingumo funkcija:;. Taigi Siemsi sarysiu

filani, i) = ui(zi), z; € X, (6.20)
apibrezta funkcijaf; yra tolydi, nes nuo pirmojo argumento nepriklauso. Be to, ji yra

kvazi—jgaubta pagal antrajj argumenta remiaftit9 teiginiu. Toliau, jeii € {n +
1,...,n+m}, tai

filanvis Yi-n) = DYi—n,  Yi-n € Yin. (6.21)

DeSirgje pugje esanti funkcija yra bitiesinir tocel f; yra tolydi bei kvazi—jgaubta pagal
antrajj argumenta. Pagaliau, jeE n +m + 1 = N, tai

filannisp) = pZ(zi,y;),  pEo. (6.22)
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Kadangi funkcija(xz;, y;) — Z(x;,y;) yra tiesire visyn + m argumenty atzvilgiu, tai
funkcija fy yra bitiesire ir tocel taip pat yra tolydi bei kvazi—jgaubta pagal antrajj argu-
menta. Funkcijogy maksimizavimas kainy sistempsatZvilgiu reiSkia kainos didin-
ima tos grybes, kurios paklausa yra didesnz pasi ula (visumérperteklire pasi ula yra
teigiama), ir kaina yra mazinama tosrghes, kurios paklausa yra mazeswz pasi ula
(visumire perteklire pasi ula yra neigiama).

Lieka apibezti atitiktis +;, kurios kiekvienanDebreusocialires sistemos dalyviui
nusako jo galimy pasirinkimy aibe, t. y. aplinkos poveikj. Gamintojuy ir fiktyvBes
breusocialires sistemos subjekto pasirinkimy @sbyraY; ir o, kurios nepriklauso nuo
aplinkos poveikio, t. y. kiekvienam € T;

Y, jeli=n+1,...,n+m,
vilti] '_{ o jeii=N=n+m+1. (6.23)
Tai reiSkia, kad kiekviena iBebreusocialires sistemos atitiiy v;, i € {n+1,...,n+
m + 1} turi iSkilus ir kompaktiSkus vaizdus, be to, yra nekintanti (konstanta), el iod
tolydi. Kitaip yra su vartotojy pasirinkimais. Kiekvienan& {1,...,n}ir t; € T; tegul
vilti] == Bi(p, wi(p)) = {z € Xi: px < wi(p)}; (6.24)

Ciaw;(p) yra apibezta lygybe6.1€). Be to, tai reiSkia, kad vartotojo pasirinkimas prik-
lauso nuo aplinkos poveikio, nes biudZetoajriklauso nuo kainy sistem@s- vienos
iSt; = gpn\; koordin&iy. Remianti.1teiginiu, kaii € {1,...,n}, atitikties; vaizdai
yra iSkilos ir kompaktiSkos a@s. [rodysime Sios atitikties tolyduma. Pagsime, kad

T; > t; — p— (p,wi(p)) — Bi(p, wi(p)) = vilti] C X, (6.25)

t. y. v; yra biudZeto atitikties?; iS o x R | X;, funkcijosp — (p, wi(p)) ir projekcijos
t; — p kompozicija. Kadangi pelno funkcija; yra tolydi aileje o kiekvienamj remi-
antisl6.2 teiginiu, tai funkcijap — w;(p), apibezta 6.1€) lygybe, yra tolydi ailgje .
Be to, kadangb € X; C Rﬁ irz; < e;,tail < p-2; < p-e; kiekvienai kainy sistemai
p € o. Kitais zodziais, nelygy®

0 <inf{p-z: z € X;} <wi(p) (6.26)

yrateisingavisiems e {1,...,n}ir p € o. Todel atitiktis 3; yra tolydi taSke(p, w;(p))
remiantis5.3(b), (c) teorema ir'6.2€) nelygybe. Kadangi tolydZiyjy atitdty kompozi-
cija yra tolydi 4.18&teiginys), tai kompozicija8.25) ir tuo paiu atitiktis ; yra tolydi
kiekvienami € {1,...,n}. Taigi iSpildytos viso%.5 teoremos salygos, o tai reiSkia,
jog sukonstruotojDebreusocialire sistemdQ;, f;, vi)ien turi pusiausvyra.

Tegulg* = (a:;*,y;,p*) € Q = Q1 x --- x Qu yra Siame jrodyme sukonstruotos
Debreusocialires sistemos pusiausvyra, t. y. kiekvienam N

q; € pildpnl = {Z? €yilti]: filti, =) = sup fi(t?,z)}- (6.27)
z€;[t}]
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[rodysime, kad b useng@ yra Arrow—Debreuekonomikost pusiausvyra. Pageb(27)
ir (6.29, kiekvienamj € G, y; = g, ; maksimizuoja.2]) funkcija aiteje Y;, ir
todel p*-y; = m;(p”), t. y. iSpildyta6.€ apibezimo salygab). Pagal6.27) ir (6.29
kiekvienami € V, z7 = ¢ maksimizuoja 6.20) funkcija aiteje B;(p*, w;(p*)), t. Y.
z¥ € ox,[p*, wi(p*)], o tai reiSkia, kad yra iSpildyt&.€ apibezimo salygda). Be to,
remiantis5.8iSvada.x; yra ant biudzeto aiks krasto, t. y.

p*xl = wi(p*) = pFe + Z 0i50" Y5 kiekvienam; € V.
jea

Sumuodami pagal remdamiesi6.15) ir keisdami sumavimo tvarka, kadangi, 6;; =
1 kiekvienamj, gauname, kad

0="> ptaf —p-e— Y pryi =p"Z(a},y)).
eV jeG

Remiantis|6.27) ir (6.239 p* maksimizuoja6.22) funkcija, ir tocel iS5 pastarosios lygy-
bés iSplaukia, kad
pZ(x;,y;) <0 kiekvienamp € o.

Jei bent vienos iSgybiyh € {1,...,¢} visumire perteklire paklausaZy, (=7, y;) yra

grieztai teigiama, tai laikydami Siosegybes kaina lygia vienetui, o visy kityegybiu

kaina lygia nuliui, gautume priestara paskesrisnasos nelygybei. TetZ, (=7, y;) <

0 kiekvienamh, o tai reiSkia, kad yra iSpildyt6.6 apibreZzimo salygdc). Taigi b usena

q* = (z7,yj,p") yra Arrow—DebreuekonomikosC pusiausvyra; tai ir reigo jrodyti.
O

Rinkos kvazi-tiesinis modelis Kai iSpildytos jrodytos teoremos prielaidos, tai galime
teigti, jog Arrow—Debreuekonomikoje egzistuoja bendroji pusiausvyraCida teorema
nenurodo metodo, kaip rasti bent viena pusiausvyros b ugedakyrelyje maeme,
kad Coblo-Dougla® grynujy mainy rinkos atveju nesunku raétalras pusiausvyra.
Noredami iliustruoti pusiausvyros paieskos ypatybes esant gamybai, @sigra kita
pavyzdj, vadinamalvieju gerybiy rinkos kvazi—tiesiniu modeliu

Kaip ir ank<iau tarkime, kad rinka sudarovartotojy,m gamintojy iré = 2 gery-
biy. Tarkime, kad kiekvienam € V = {1,...,n}, X; = R% yra vartojimo ail@ ir
i-tojo vartotojo naudingumo funkcija yrg su reikSnemis:

UZ(ZE) =T +gi($2), xr = (1'1,1‘2) c R?i-;

iag;: R — R yraC? klases funkcija turinti idvestineg;(¢) > 0ir g/ (t) < 0 visiems

t > 0. Pastaroji salyga garantuoja, kad funkcijayra grieztai jgaubta. Kadangi

u; funkcija yra tiesi@ pagal pirmaja koordinate, tai pusiausvyros paieSka gerokai su-
paprastja, o modelis vadinamas kvazi-tiesiniu. RemiaBtisd(b) teiginiu, nesunku
jrodyti, kad prekiy laukagR? , =), apibeZiamas naudingumo funkcija, yra grieztai
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iSkilas. Toctl remiantis5.6(b) iSvada, vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi
vienintelj sprendinj su kiekviena teigiama kainy sistema. Tarkime, lead antrosios
gerybes pradinio jnaso, tai reiSkia, kad Siargbe gamina tik firmos, étojo vartotojo
pirmosios @rykes pradinj jnasa Zyasimev; > 0. Tada bendrastojo vartotojo pradinis
jnasas yra; = (v;,0) kiekvienami € V.

Kiekvienamj € G = {1,...,m}, j-toji firma apibudinam&? klases gamybos
funkcija f;: W — R su iSkila ir kompaktiSka iStekliy aibd” C [0,00), t.y. 8t € W
vienety pirmosios @rybes firma pagaming; (¢) vienety antrosios&ybes, o gamybos
aibé yra

Yi={(-t,u): te W, 0 <u< f;(t)}
Jei gamybos funkcija grieztai jgaubtai, tai pelno maksimizavimo problema turi vienintelj
sprendinj6.1/4 pratimas). Esant pasi ulgs, ir Walraso paklausog x, funkcijy nulines
eiles teigiamam homogeniSkumui, galime tarti, kad pirmoserglops vieneto kaina yra
1, o antrosios grykes vieneto kaina yra. Todel kainy sistema Siame modelyje bus
iSreiSkiama vektoriump = (1,r), » > 0, 0i-tojo vartotojo pradinis turtas, atitinkantis
Sia kainy sistema, iSreiSkiamas 16) sarySiu. Tokiu b udu, dviejuegybiu rinkos kvazi—
tiesinis modelis yraArrow—Debreuekonomikos|6.17) su priv&ia nuosavybe atskiras
atvejis.

Konstruktyvus bendrosios pusiausvyros b usenos radimas kvazi—tiesiniam modeliui
reiSkia galimybe rasti tokj b usenos vektoriy

(.I:, y;7p*) = ((lev x;})? (y;l’ y;2)’ (17 T*))v
kuriam galioja6.6 apibezimo salygos. Aptarsime kelia, kuriuo toliau einant galima
rasti antraja grybe apib udindia pusiausvyros b usets,, Yias r*) (2r.6.35 pratima).
Kiekvienamr > 0, j-tosios firmos iStekliy paklausos funkcijgsreikSme
§(1,r) = argmax{rf;(t) —t: t € W}.

yra apibezta, nes maksimumas jgyjamas vieninteliame taske. Jei toks tgSkasl’
egzistuoja, tai remiantis b utina ekstremumo egzistavimo s«tvbalteorema) privalo
galioti lygybe r fi(t;) = 1. Kiekvienami € V, i-tojo vartotojo pasirinkimas ribojamas
biudZeto aibe, atitinkatia kainy sistema = (1, 7):

Bi(p,w(p)) = {(z1,22) €RY: @1 +ras < v + Z%ﬂj(p)}-
jea
Kadangi galiojaValraso desnis (ko@l?), tai paklausos agbyra
Di(p,w(p)) = argmaX{ﬂ +gi(r2): x1 + 7122 = V; + Z 9ij7fj(P)}-
jEG
Salyginio ekstremumo paiesSka pakeite besalyginio ekstremumo paiesSka, gauname, kad
optimalus antrosiosagybes pasirinkimas nusakomas aibe

argmax{g;(z2) — rzo + v; + Z 0ijmi(p): x2 >0},
jeG
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arba salygay,(z;2) = r. Dar viena salyga pusiausvyros paieSkai gauname, vigsmin
perteklires paklausog antraja komponentgs(z;, y;) prilygindami nuliui. Galutinai
gauname, kad antrosiogiybes pusiausvyros b usefd,, yj,, r*) yra sistemos

gi(zie) =, i1=1,...,n,
Tf],-(tj):L jzl,...,m,
iziz =25 fi(t))

sprendinyszy,, f;(t),r*), jei jis egzistuoja.

Pratimai
1. |rodyti, kad aile (6.19) yra iSkila ir kompaktiSka.

2. |rodyti: jei b usenge;, y;, p*) yra (6.17) ekonomikost pusiausvyra, tai bet kuri-
am\ > 0, busenéz], (8 Ap*) taip pat yra Sios ekonomikos pusiausvyra.

3. Tegul(z;,y;,p) yra (6.17) ekonomikosE busena ip > 0. JeiZy(z;,y;) = 0
kiekvienamh # hg it px; = p-e; + ZjeG 0;;p-y; su kiekvienu: € V, tai
Zho(xiayj) =0.

4. Nagrirekime dviejy @rybiy rinkos kvazi-tiesinj modelj, kuriame yra vienas var-
totojas(n = 1) ir vienas gamintojagm = 1). Nustatyti pusiausvyros egzistavima
garantuojabias salygas ir rasti pusiausvyros b usena.

5. Nustatyti salygas dviejyagybiuy rinkos kvazi-tiesiniam modeliui, kurios leisty
rasti pirmaja @rybe apib udin@m pusiausvyros b use(d;, y;;,1).

6.4 Pareto efektyvumas ir pusiausvyra

Praeitame skyrelyje nustatytos salygasow—Debreuekonomikai kada joje egzistuoja
pusiausvyra. Visy pusiausvyros b useng g ji yra netusia, gali tueti ne vienintelj
elementa. Toel galima klausti, ar viena i3 ty b useny yra kokia nors prasme geuésn

kita. Siame skyrelyje atsakysime j 3j klausima, kai viena b usena vadinama ,geresne* uz
kita, jei ji vieniems vartotojams suteikia daugiau vertybiy nesumazinant juy kitiems var-
totojams. Be to, Sis klausimas naggjamas esant Siek tiek bendresnei pusiausvyrai, nei
ta, kuri buvo tiriama ankstesniame skyrelyje. Nuo bendesgisiausvyros apib udinimo

ir pradesime.

Pusiausvyra su pradinio turto priskirtimi  Arrow—Debreuekonomikos modelis lei-
dzia nagrieti bendresne sistema nei ta, kuri grindZziama [@iaja nuosavybe. Primin-
sime, kad privéios nuosavybs sistema matematiniame modelyje reiSkia vartotojo bi-
udZeto ribojima pradiniu turtu, nustatom@.16) iSraiSka, t. y. pradiniu turtu, priklau-
sartiu nuo firmos pelno dydzio. Galima naggiinpusiausvyra tokios ekononés siste-
mos, kurioje pradinio turto priskirtis tarp vartotojy yra bet kokia. Tuo atveju laikysime,
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kad visos ekonomies sistemos bendri iStekliai yra zinomi ir lyg uenydiy rinkiniui
e € R, 0i-tojo vartotojo pradinis turtas yra;, kiekvienami € V néra i§ anksto fiksuo-
tas. Tuo tarptArrow—Debreuekonomikos modelig, apibeziamas rinkiniul6.13), yra
tas pats. Taigi kaip ir anksau, Sios ekonomikos paskirstifi;, y;) atitinkanti visumire
perteklire paklausa yra

Z(xi,y5) Zw, Zyj—eeRE

eV jeaG

6.9 apibreztis. Tarkime, kad X;, >=;, Y}, e) yraArrow—Debreuekonomika. Sios ekonomikos
busendz, y;,p*) vadinamapusiausvyra su priskirtimfangl. equilibrium with trans-
fers), jei egzistuoja tokiztojo vartotojo pradinio turto priskirtis); kiekvienami € V,

kad galioja

(a) kiekvienami € V, z} € Dy, (p*, w;);
(b) kiekvienamj € G, y; € Sy, (p*);

(¢) Z(xf,y5) <0irp*-Z(af,y;) = 0;
(d) Yievwi=pr e+ caP™y;.

Rinkinj (w;) tokiu atveju vadinsim@usiausvyra realizuojanciu pradinio turto priskirti-
mi.

Arrow—Debreuekonomikos pusiausvyra, esant ptisai nuosavybei, yra atskiras
atvejis pusiausvyros su priskirtimi. Tada pradinio turto priskirtis vartotojams realizuo-

jama 6.1€) iSraiSka. Kaip ir ekonomikoje su priaja nuosavybed.7 teiginys), pusi-
ausvyra realizuojanti b usena, pradinj turta priskiria taip, kad galeJea desnis.

6.10 teiginys. Jei b usendz;,y;,p") yra pusiausvyra su priskirtimi, dw;) yra Sia
pusiausvyra realizuojanti pradinio turto priskirtis, tai; = p*-a; kiekvienam € V.

[rodymas. Remiantis6.C apibezimo savybéa), turimep*-z} < w; kiekvienami € V.
Tarkime, kad i$ Siy nelygybiy yra bent viena griezta nelygybada sumuodami visas
nelygybes bei naudodamiéi apibezimo savybmis(d) ir (¢), gauname

Zp*'xj < Zwi :p*-(e-f— Zyj)

eV eV jea

= p*-(Z ) prZ(xf,y) =) prag

eV S%

Si priestara jrodo teigini. O
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Pareto efektyvumas Nagringjant gamybos organizavima ir prekiy paskirstyma ekono-
mikos teorijoje paprastai iSskiriami du aspektai: pozityvusis ir normatyvusis. Pozityvu-
sis aspektas yra gamybos ir vartojimo institucinio mechanizmo sarangos &jagas.

M usuy nagriejamu atveju tokj mechanizma sukuria rinka ir bendroji pusiausvyra. Nor-
matyvusis aspektas - gamybos ir vartojimo optimalumo visu@s@oZi uriu klausimas.
Vienas i$ optimalumo apib udinimu yParetoefektyvumas.

6.11 apibreztis. Tarkime, kad Arrow—Debreu ekonomika aplira rinkinys (X;, =;
,Y;, e). Gerybiy paskirstinygz;,y;) € R "™ vadinamadeistiny, jei 2; € X; C R’
kiekvienami € V, y; € Y; C R* kiekvienamj € G ir visumine perteklire paklausa

Z (i, y5) szifzyjfe <0.

eV jeaq

Sakysime, kad leistinasegybiy paskirstiny$x;, y;) yrageresnisuz kita leistina @rybiy
paskirstinj(z;, y;), jei

kiekvienam; € V' ir

. . (6.28)
su kuriuo norsg € V.

Leistinas @rybiy paskirstinys yra vadinamdgareto efektyviujei neegzistuoja kitas
geresnis uz jj leistinasagybiy paskirstinys.

Kitais ZodZiais, paskirstinys yf@aretoefektyvus, jei @ra kito leistino paskirstinys,
kuris pagerinty kieno nors patl, nepablogindamas visy kity patées. Siuo atveju varto-
tojo gera ar bloga paadis apib udinama jo preferencijos sarySiu arba naudingumo funkci-
ja.

Pirmoji fundamentalioji gerov es ekonomikos teorema |rodysime, kad pusiausvy-
ros b usena yra Pareto efektyvi, jei kiekvienas vartotojas yra lokaliai nepasot®&mas
apibrezimo prasme.

6.12 teorema.Tarkime, kad Arrow—Debreu ekonomikas;, =;, Y}, e) kiekvienas prek-
iy laukas(X;, =;) yra lokaliai nepasotinamas. Jei Sios ekonomikos b ugena;, p*)
yra pusiausvyra su priskirtimi, tai gerybiy rinkinys;, yj) yra Pareto efektyvus.

[rodymas. Tegul (w;) yra pusiausvyros busef@;, y;,p*) realizuojanti pradinio tur-
to priskirtis, t. y. Siems dydZiams galic@9 apibezimo(a) — (d) savyles. Remiantis
savybe(c), gerybiy paskirstiny¢z;, ;) yra leistinas. Tarkime, kad jissmaParetoefek-
tyvus. Tada egzistuoja geresnirgbiy paskirstiny$z;, y;), t. y. Sis @rybiy paskirstinys
yra leistinas ir jam galioje@d.28).

Kadangiz yra optimalus pasirinkimas, tai galioja implikaci@.4.1 pratimas):

jei x; = x;, tai ptxz;>ptal. (6.29)
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Remiantis prekiy lauk¢X;, ;) lokaliu nepasotinamumu, galioja kita implikacig4/2
pratimas):
jei m =z, tai ptx; >ptal (6.30)

Naudodami Sias implikacijas628) ir sumuodami atitinkamas nelygybes, gauname

p*(sz) >p*(2xf> (6.31)

icV eV
Kadangi kiekvienas prekiy laukdX;, ;) yra lokaliai nepasotinamas, tai remiarig
iISvada,z; yra ant biudzeto ais krasto, t. yp*-2} = w; kiekvienam: € V' (6.10teiginys
yra alternatyvus kitas argumentas). Sumuodami pastarasias lygybes payjalpo to
naudodamiesi savgmis(d) ir (b) i5/6.C apibeZimo, gauname, kad

p*-(Z%i‘) =phe+ > plyl Zpte+ > pty;

2% Jj€G Jj€EG

Si nelygyle kartu sul6.31) leidzia teigti, kad yra teisinga nelyggb

p*Z(xi,y5) :p*'(zxi> —p*e —p*-(Zyj) > 0.
jeG

eV

Kita vertus, kadangi gybiy paskirstinysz;,y;) yra leistinas, atitinkama visumén
perteklire paklausaZ(z;,y;) < 0. Padauging skaliariSkai abi pastarosios nelggyb
puses i$ vektoriaug* su neneigiamomis koordir&mnis, gauname prieSinga nelygybe
p*-Z(zi,y;) < 0. Si priestara jrodo, kad ankstésprielaida apie geresnicagybiy
paskirstinio egzistavima yra neteisinga. @bderybiy paskirstinygz;, y;) yra Pareto
efektyvus; tai ir reilejo jrodyti. O

Antroji fundamentalioji gerov és ekonomikos teorema Dabar jrodysime, jodPareto
efektyvus paskirstinys yra kurios nors pusiausvyros b usenos paskirstinys. Kitaip sakant,
egzistuoja tokia kaina, kuriai esaparetoefektyvus grybiy paskirstinys tamparrow—
Debreuekonomikos pusiausvyros b usena.

6.13 teorema. Tarkime, kad Arrow—Debreu ekonomika= (X;, =;,Y;,e) yra tokia,
kad

(a) kiekvienami € V vartojimo aibée X; yra iSkila, o prekiy laukag X;, =;) yra
tolydus ir i8kilas

(b) kuriam norsi € V prekiy laukag X;, =;) yra lokaliai nepasotinamas
(c) kiekvienamy € G gamybos aib&’; yra iskila.

Jei (z7, y;f) yra ekonomikog Paretoefektyvus gérybiy paskirstinys, tai egzistuoja tokia
kainy sistema* € R% , kad
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(d) kiekvienamyj € G, y; € Sy;(p"), t. y.y; yra funkcijosY; > y; — p*-y; maksi-
mumo taskas

(e) kiekvienam € V, z} yra funkcijos{z; € X;: z; =; «}} 5 z; — p*-a; minimu-
mo taskas.

Pries jrodyma paaiskinsime, kaip Sios teoremos teiginys susijes su konk@®ncin
rinkos pusiausvyra.

6.14 iSvada.Tarkime, kad iSpildyto6.13teoremos salygo&:), (b) ir (c), 0 ekonomikos
& busenafz}, y;, p*) galiojal6.13teoremos teiginia{d) ir (e). Jei kiekvienani € V/

pra; > inf{p*x: z € X;}, (6.32)

tai egzistuoja tokie rinkiniafe; } ir {6;;}, kad (=}, y;, p*) yra (X;, =i, Y}, e;,0i5,RY)
ekonomikos pusiausvyra.

[rodymas. Kiekvienami, j € V = {1,...,n} tegul

€ = xT; — - Zyj Ir Gij =1/n.
jeG
Tada
wi(p*) = pei+ Y Oymi(p*) = p*oaf,
jEG

o visumire perteklire paklausa

Z(xiyp) =) @i =Y yi— Y e =0.
eV jeG eV
Taigi galioja6.€ apibezimo salyga/c). Sio apibezimo salyga(b) sutampa si6.13
teoremos teiginiud). Liko jrodyti 6.6 apibezimo salygga): zf € Dx,(p*,p*-x})
kiekvienami € V. Parodysime, kad ji gauname@sl3teoremos teiginide).

Teguli € Virtegulz; € B;(p*,p*-a}), t.y. x; € X; yra toks @rybiy rinkinys, kad
p*-x; < p*-x;. Parodysime, kad? >~; x;. Pagal prielaida@.32) egzistuoja toks; €
X;, kadp*-z} > p*-z;. Kiekvienam\ € [0, 1] apib@zkime grybiy rinkinj z;(\) :=
Azi + (1 = N)z;. KadangiX; yra iSkila, taizx;(\) € X; ir, pagal apibezima,p*-z;(\) <
p*-xf kiekvienam\ € (0, 1]. Todel remiantis.13teoremos teiginile) ir 3.17 pratimu,
xf =i x;(\) kiekvienam\ € (0, 1]. Kadangi prekiy lauka§X;, >=;) yra tolydus, tai aib
{y € X;: af »; y} yra uZdarair jai priklauso visi; (), A € (0, 1]. Taigi jai priklauso
ir ribinis elementag:; = x;(0), gaunamas pejus prie ribos, kak | 0. Tai reiSkia, kad
x} =; x;. Taigi jrodyta, kad galioja pusiausvyros aghimo 6.€ apibrezimas) salyga
(a) ir busendz], Y3, p*) yra priveciosios nuosavyds ekonomikog pusiausvyra. [
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6.13teoremos jrodymas. Remiantis salygab) ir pakeite numeracija, kai tai b uti-
na, galime tarti, kad pirmasis prekiy laukés= 1) yra lokaliai nepasotinamas.g
apibrezimas). Tegul

Ml* = {1‘1 € X1: 21 -1 HZT} ir M, := {xiGXZ‘: Z; tzl';k}, 1=1,...,n.

M7 aibé yra netusia remiantis lokaliuoju nepasotinamumu. AiSku, kad vis6saibes
taip pat yra netuSos. Toal galime apibeZti aibe

W= {ei}+> Y= M=) M;
=2

eV jea

kaip ir ank€iau, sumad , Ay yra aite {)_, ai: ar € A;}. Parodysime, kad aébil’
neturi teigiamy elementy, t. YW N IR{{ZH = g@. Tarkime, kad toks elementas egzistuoja,

tai yra
U= Zei +Zyj —Zmi =—Z(xi,y;) €W ir u>0.
eV jea eV
TadaZ(z;,y;) = —u < 0, 0 gerybiy rinkiniams{x; } yra teisinga.2€). Tokio rinkinio
egzistavimas priestarauja tam, kaergbiy paskirstinygz;, y;) yra Pareto efektyvus.
Vadinasi, aile W neturi teigiamy elementy.

Remiantis3.18lema, aile M yraiSkila, o ailes); ir Y; yra iSkilos pagal prielaidas.
Kadangi iSkilyjy aibiy tiesinis darinys yra iSkila @l.7teiginys), tai aile W yra iskila.
Toliau pasiremsime atskyrimo teoremos variai@iiQ2iSvada): egzistuoja tokia kainy
sistemap* € R: , kadp*-u < 0 kiekvienamu € W. Todel visiemsz, € M}, 2; € M;,
i€{2,...,n},iry; € Y; yrateisinga

Y opteity ply <y pha (6.33)

i€V jea i€V

[rodysime, kad pastaroji nelygeglyra teisingair tada, kai, € M;. IS tikryjy, tegulz; €
M;. Remdamiesi prekiy lauk@X;, >1) lokaliuoju nepasotinamumu, randame tokia
seka(z,) € X, kadz, — Z1, kain — oo, ir z, >=1 &1 kiekvienamn. Pastaroji savyd®
ir 3.5 teiginys leidZia nuspresti, kad, =, x7 kiekvienamn, t.y. (z,) C M;. Taigi
(6.39) galioja, kai vietojer; yra bet kuris(z,,) sekos elementas. Remiantis skali@gn
daugybos tolydumup*-z, — p*-z1, kain — oo, ir todel (6.33 galioja, kai vietoje
x1 € M yraz; € M.

Toliau, teising|6.13teoremos teiginiafd) ir (e). Nelygykeje 6.339 paemez; = z

ir y; = y;, gauname
doptei+ Y pryp <Y phaj
eV jeG iV

Kita vertus, kadangi @rybiy paskirstinygz, y;f) yra leistinas ir todl visumire pertek-
line paklausa& (z},y;) < 0, tai galioja pastarosios iSnasos nelygyjtpriesinga puse.
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Abi kartu Sios nelygybs jrodo lygybe

> ptei=> prai— > ptyl (6.34)

=% i€V jea

(6.39 nelygykeje vietoje) _,_, p*-e; [state jos gautad34) iSraiSka, gauname nelygybe

doptyi— > phyp <Y ptai— Y ptal, (6.35)

jeG jeG eV eV

kuri yra teisinga visiems; € M; ir y; € Y;. Dabar teoremos teigifi/) gaunameg.35)
nelygykeje p@me visuse; = 7 ir visusy; = yj, iSskyrus vieng; € Y;. Analogiskai
teoremos teigin{e) gaunamel.35) nelygykeje p&me visuse; = x}, iSskyrus viena
z; € M; irvisusy; = y;. Teoremo$.13jrodymas baigtas. O

Pratimai

1. TegulX C RY (X,>) yra prekiy laukasp € R, w € Rir z* € Dx(p,w).
lrodyti: jeiz € X ir x = z* taip-z > w.

2. TegulX C RY, (X, ) yra lokaliai nepasotinamas prekiy laukass RY, w € R
irz* € Dx(p,w). |rodyti: jeiz € X ir x = z*, taip-x > w.

6.5 Pastabos ir papildoma literat ura

6.1 skyrelis Lyginant su vartojimu, firmos teorija atrodo paprastesnes nagrigja
tiesires funkcijos maksimizavimo problema — pelno problema&iatataip atrodo tik i$
pirmo zvilgsnio. Kainy sistemos egzogeniSkumas naggimt vartojima yra pakankamai
reali prielaida. Taiau Si prielaida, reiSkianti, kad rinka yra konkurer&gineatrodo tokia
nekalta nagrigjant gamyba. Ne maziau svarbi yra rinka, kurioje veikia monopolija,
sugebanti keisti rinkos kaina. Taigi monopolijos ar oligopolijos atveju prielaida apie
kainy sistemos egzogeniSkumera pagrista. Tada ekonomgiteorija grindZziama loSimy
teorija.

Rubinsteias P5, p. 83] pastebi, kad jprati#je matematigje ekonomikoje vartotojui
leidziama tueti labai ,bendras” preferencijas. Tuo tarpu gamintojo tikslas yra grieztai
vienintelis - pelno maksimizavimas. Taigi vartotojo sveikata naikinantis vartojimas yra
leistinas, 0 gamintojas besir upinantis savo darbininky ge@rgemodeliuojamas. Tai
yra keista dar it todl, kad kai kuriy gamintojuy tikslas yra toks gamybos didinimas, kuris
nesukelia galimy praradimu. Kitos gi firmos yra taip valdomos, kad maksimizuoty vado-
vo atlygj maZziau r upinantis pelno lygiRubinsteias 25, p. 84] mano, kad taip yra tik
matematinio paprastumekki, o ne ideologinio samokslo pasekm
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6.2 skyrelis Siame skyrelyje nagragjama socialia sistema, kitaip dar vadinanado-
strakCigja ekonomikaTokia sistema pasialir jos pusiausvyros egzistavima j@be-
breu(1952). Siuo faktu buvo remiamasi garsiajaAreow ir Debreudarbe (1954), jro-
dant konkurenci@s rinkos pusiausvyros egzistavima.

Savo ruoztiDebreu(1952) socialigs sitemos pusiausvyros formulavimas ir egzis-
tencija apibendrin®Nasto (1950) loSimo pusiausvyra ir jos egzistavima.

6.3lema, arba panasus | ja teiginys labai daZznai nhaudojami bendrosios pusiausvyros
teorijoje vadinant tai matemats ekonomikos fundamentaliuoju principu, arba maksi-
mumo teorema (Zr. pavyzdzils,[12 skyrius]). Pirmasis tok] teiginj jracBerge[4], ir
del to Sis teiginys ar jo apibendrinimas neretai vadinBeiige maksimumo teorema

6.3 skyrelis Skyrelyje parodoma, kad bendrosios pusiausvyros egzistavimo jrodymas
iS esnes reiSkia paieSka tokios kainy sistemds kuriai VPP atitikties6.18) vaizdas

yra ([p*] = {0}. 18skyrus ypatingus atvejus, tokie jrodymai grindZziami nejudamojo
tasko argumentu. Visus Siuos jrodymus galima suskirstyti j tris grupes. Pirmajai grupei
priklauso tie jrodymai, kurie naudoja nejudamojo tasko teorema, pavyZ8iiuiveio
arbaKakutanb teorema. Jie pasizymi tuo, kad nereikalauja jokiy diferencijuojamu-
mo prielaidy, o naudoja tik iSkilumo ir topologines prielaidas. Dauguma Siy jrodymuy
buvo sukurti praeito amziaus penktame deSimtmetyje. Antrajai grupei priklauso tie
jrodymai, kurie naudoja kombinatorinius algoritmus skirtus nejudamojo tasko radimui
ir grindZziamusSperneio lema4.€. Sie jrodymo metodai sukurti praeito amziaus septin-
tame deSimtmetyje (ZBcarf(1967)). Tré&ioji pusiausvyros egzistavimo jrodymu geup
naudoja diferencialing topologija. Tokius metodus naudojantys darbai yra patys nau-
jausi (Zr. Debreu (1970, 1972), Dierker (1972, 1974), Bala8kd.988), Mass-Colell
[18](1985)). Pastarieji metodai buvo sukurti pusiausvyros kokybiniy savybiy tyrimui.
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A Priedas

Terminal

Vartojamy terminy paaiskinimas:

Terminas Reikdme

egzogeninis primestas sistemai iS &o(exogenous)
endogeninis kylantis i$ veiki@os sistemos vidaus (endogenous)
ex ante numatomas i$ anksto (pries jvykj — i$ lotyny)
Lietuviskai AngliSkai

gerybes goods

naudingumo funkcija utility function
neapibeztis uncertainty
indiferentiSkumo kreie (aike) indiference curve (set)
preferencijos preferences

preke commodity

turtas wealth

(ekonomikos) subjektas (economic) agent
Simbolis Jo reikSme

A:=BarbaB =: A B apibeziaA

= iSplaukia; jei ..., tai ...

e tada ir tik tada, kai

N kiekvienam

3 egzistuoja

- preferencija

A+ B aibiy A ir B sucktis (1.27)



233

Sutrumpinimas
BP

SAPA

VPP

tu&ia aike
{0,1,2,...}

N\ {0} ={1,2,...}
{0,£1,4+2,...}

2\ {0}

racionaliyjy skatiy aibe
realiyjy ska€iy aibe

{r €R: z >0}

{z eR": >0}

{z €R': >0}
biudzeto aile
paklausos aib

atviras rutulys

Jo reikSmé
bendroji pusiausvyra
silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma
visumire perteklire paklausa



Rodyklé

aibe,l41
—apezta;75
—atvira/72
—iskila, 98
—kompaktire,74
—uzdarays3

aibes
—krastas74
—ribinis taSkas73
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—vidinis taSkas73

aksioma
—SAPA parinkties strukt urdi46

—SAPA Walra® paklausos funkcijai,

190
—pilnumo,123
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alternatyval22
—optimali, 125
alternatyvy laukasl23
—grieztai iSkilas135%
—i8kilas/135
—lokaliai nepasotinama$2€é
—silpnai monotoniskad.37
—stipriai monotoniskad, 37
—tolydus/128&
atitiktis, 59
—Walra paklausosl78
—biudzeto 175
—nejudamasis tasSkaks7
—pasi ulos209
—teigiamai homogeniSka.75
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—tolydi i$ vidaus/165

—turi iSkilus vaizdus167
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—Hickso paklausos187
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Arrow—Debreuekonomika216€
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—grynyju mainy rinkos200
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beperteklinis naudingumeasg87
binarusis sarysi#9
—pilnas/49
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—simetriSkas49
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—trichotomija/49
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Cobbo-Dougla®
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determinanta$s
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erdwe
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—tolydi, 77
—tolygiai tolydi,[79
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—maksimumo taskad0&

gamybos
—aibe,l20€
—funkcija,207
—planas206

globalus
—ekstremumad.09
—maksimumasl09
—minimumas109

gradientas8?2

grynyjy mainy problem&00
grynyju mainy rinka200

Hesse’'s matrice®7

indiferentiSkumasil24
indiferentiSkumo aib, 125
izokvanta 207

iSlaidy funkcija/184

Jacobi’o matrica82

kainy sistemel6
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kvadratire forma,69
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—neigiamai pusapiezta,69
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—minimumas10€&
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simpleksas156
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teorema
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transformacijos
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