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1.Abstraktaus mastymo samprata mokyklinéje matematikoje

Abstraktus mastymas yra mastymas apie sgvokas. Sgvoka yra kurio nors objekty (daikty)
rinkinio vardas. Savoka apibudina pozymiai, pagal kurj objektai yra apjungiami j rinkinj; tai
vadinama sgvokos turiniu arba intensija. Kitas biidas apibudinti sagvoka yra rinkinj sudaranciy
objekty iSvardijimas; tai vadinama sgvokos apimtimi arba ekstensija. Pavyzdziui, sgvokos pilis
turiniu yra toks enciklopedijoje sitlomas apibtidinimas: uZdaras gynybiniy jrenginiy bei
gyvenamyjy, tkinio, kulto ir kity pastaty kompleksas. Sgvokos pilis apimtimi biity konkrecios
pilys: Gedimino pilis, Traky pilis ir t.t. Taigi, savoka yra abstrakcija.

Sio pranesimo kontekste, apie abstrakty mastyma galima pasakyti konkreGiau; tai yra
samprotavimas apie mokyklinés matematikos sgvokas. Matematikos sagvokos labai skiriasi nuo
realaus pasaulio savoky naudojamy kasdieniniame gyvenime. Apibiidinant realaus pasaulio
sgvokas dazniausiai pakanka remtis sgvokos apimtj sudaranciais konkreciais pavyzdziais. Taip
yra minétos sgvokos pilis atveju. Toks sgvokos apibiidinimas néra tikslus ir vienareikSmis.
Pavyzdziui, apie daugelj objekty Vilniuje ir jo apylinkése buty sunku vienareikSmiSkai tvirtinti ar
tai yra pilis, ar ne. Taciau bendringje kalboje pakanka apytikrio sgvoky supratimo.

Tuo tarpu matematikos sgvokai yra bitinas tikslus jos prasmés apibrézimas del keletos
priezasCiy. Pirma, matematikos savokos apimtj sudarantys objektai realiame pasaulyje
neegzistuoja. Be to, jauno zmogaus patirtis yra nepakankama matematikos savoka apibiidinti
remiantis tik pavyzdziais, su kuriais jis grei¢iausiai niekada néra susidiirgs. Antra, matematiniai
objektai turi savybiy, kuriy neturi realaus pasaulio objektai. Pavyzdziui, apie bet kuriuos du
matematikos objektus galima pasakyti ar jie lygiis, ar ne. Sia savybe naudojame kai bandome
nustatyti lygybe tarp konkrecios kvadratinés lygties Sakny (vienas objektas) ir tam tikros skaiciy
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aibés (kitas objektas). TreCia, matematinis jrodymas yra loginis samprotavimas, kuriuo lyginami
keli matematikos objektai ar kelios matematikos sgvokos. Toks lyginimas jmanomas tik Zinant
objekta apibudinancias sgvybas, kurios matematikoje paprastai formuluojamos apibréztimi. Kol
néra zinoma vienareik§mé sgvokos apibréztis, tol néra jmanomas joks matematinis jrodymas.

Taciau mokyklinéje matematikoje néra jmanoma matematiskai be priekaisty suformuluoti visas
reikalingas savokas. Tokie bandymai per pastaruosius 50 mety skirtingose Salyse patyré
nesékmes. Pavyzdziui, mokykliniai bandymai aksiomy pagalba aiSkinti tokias sgvokas, kaip
taskas, tiesé ir plokstuma, nepateisino likeséiy. Todél tenka apsiriboti iy matematikos objekty
savybiy neformaliu apibadinimu. Taciau, nesileidziant j smulkmenas, verta paaiskinti, kad
matematikoje Sios sgvokos tiksliai apibréziamos aksiomomis.

Realusis skaiCius yra kitas sudétingos sgvokos pavyzdys, be kurios mokykloje nejmanoma
iSsiversti. Kita vertus, siekiant matematinio grieztumo, negalima apsiriboti netiksliu $ios sgvokos
apibudinimu. Galima bty realyjj skaiciy tapatinti su tasku ant tiesés ir tokia realiojo skaiciaus
samprata toliau naudotis nuosekliai. Nattraliyjy skai¢iy tapatinimas su taskais geometrinéje
tieséje, vadinant jg skaiCiy tiese, yra naudojamas mokyklinéje matematikoje. Biitent, Skaiciy tiesé
yra horizontali pusties¢ su begaline seka vienodai nutolusiy tasky, tapatinamy su nattiraliaisiais
skaiciais:
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Turédami skaiCiy tiese¢ galime apibrézti kitg sagvoka.
Apibréztis. Teigiamas realusis Skaicius yra taSkas skaiciy ties¢je.

Cia apsiribojame teigiamais realiaisiais skaiGiais norédami paaiskinti tik jdéjas. Skaidiy tieséje
jau turime pazymétus natiiraliuosius skaicius. Todél tolesnis mokytojo uzdavinys yra skai¢iy
ties¢je nurodyti racionaliyjy ir iracionaliyjy skaiiy vietas (taSkus), bei tokia jy samprata pagristi
aritmetines operacijas tarp skaiciy.

Tai kas yra (turéty biiti) mokykliné matematika, jei ji negali biiti pilnaverte matematikos dalimi?
Atsakydamas | §j klausimg, amerikie¢iy matematikas Hung-Hsi Wu sitilo ieSkoti tokios
matematiniy ziniy pateikimo formos, kuri bty suprantama nematematikams ir tuo paciu
iSsaugoty svarbiausius matematikos (abstraktaus mastymo) principus. Tokia matematikos ziniy
forma galéty buti vadinama matematikos inZinerija. Mokykliné matematika buty pagrindiné
matematikos inzinerijos naudojimo sritis. Taip pat, matematikos inZinerija biity matematikos
mokytojy studijy objektu. Tokig matematikos Ziniy formg iliustruosime trupmenos sgvoka.



2.Abstraktaus mgstymo ugdymas mokant trupmenas

Mano ziniomis trupmenos sgvoka miisy mokyklinéje matematikoje apibuidinama nesilaikant
matematinio grieztumo reikalavimy. Apie trupmenas pasakoma keletas dalyky i$ Kkarto: tai ir
visumos dalis su konkrec¢iy daikty daliy iliustracijomis, tai ir dviejy sveikyjy skaiciy dalyba, tai ir
specialaus pavidalo iSraiSka ir t.t. Svarbiausi panaSiy apibiidinimy trokumai yra tai, kad
trupmenos tampa kazkuo labai skirtingu nuo sveikyjy skaiciy, o kiekviena aritmetiné operacija
tarp trupmeny apibréziam be sarysio su nurodoma jy samprata ir kitomis operacijomis.

Reikia pripazinti, kad analogijos ir metaforos labai padeda suprasti sudétingas sgvokas ir
nenuostabu, kad jos naudojamos mokyklin¢je matematikoje. Bet analogijos ir metaforos negali
pakeisti tiksliy sgvoky ir samprotavimy. Matematikoje racionalieji skaiCiai ir aritmetinés
operacijos su jais apibréziami naudojant ekvivelentumo klases, 0 tai yra per daug abstraktu
moksleiviams. Todél reikia rasti kompromisinj variantg suderinamg su abstraktaus mastymo
reikalavimais. Cia pabandysime paaiskinti Hung-Hsi Wu sitiloma trupmeny sampratg (zr.[2]).

Reikia turéti galvoje, kad sitilomas trupmeny mokymas galéty biiti taikomas 5 ar 6 klasés
mokiniams. Tokio amziaus vaikai jau gali turéti supratimg apie trupmenas kaip kazka, kas yra
visumos dalis, pavyzdziui, ,,picos dalis“, ar panaSiai. Tolesnis trupmenos aiskinimas yra
peréjimas nuo trupmeny, siejamy su konkreciais objektais, prie trupmeny, tapatinamy su taSkais
skai¢iy ties¢je. Tai biity per¢jimas nuo ,,virtuvings patirties* naudojimo aiskinant matematika
prie abstraktaus mastymo matematikoje elementy. Todél tai reikia daryti atsargiai ir apgalvotai,
nuosekliai supazindinant su toliau naudojamy sgvoky prasmémis.

Pirmiausia skaiCiy ties¢je nurodysime tas trupmenas, kuriy vardikliais yra skaiCius trys, t.y.
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Sis intervalas vieninteliu bidu nusakomas savo deSiniuoju galu:




Tai yra taskas skaiCiy ties¢je toliau tapatinamas su trupmena §

Panasiu biidu, imant vienetiniy intervaly trecdalius ir apjungus bet kuriuos keturis i$ jy, galima
gauti trupmenos g iSraiskg. Del vienaties, pasirinksime pirmyjy keturiy intervaly junginj,
vadindami jj trupmenos g standartine iSraiska:
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Kadangi intervalas vieninteliu biidu nusakomas savo deSiniuoju galu, tai jj tapatinsime su

4
trupmenos 3 .

Bendru atveju, su bet kuriuo natiiraliuoju skai¢iumi m, trupmena % vieninteliu biidu iSreiSkiama
tasku skaiciy ties¢je, kuris yra pirmyjy m vienetinio intervalo tre¢daliy junginio deSinysis galas.
Gauti skaiciy tiesés taskai sudaro tai, kas toliau vadinama trecdaliy seka:
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Sie samprotavimai apie trupmenas, kuriy vardikliais yra trejetas, nesunkiai apibendrinami
trupmenoms, kuriy vardikliais yra bet kuris natiiralusis skai¢ius n=1,2,3,... . Panasiu budu,
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intervalais. Siy intervaly deSinieji galai skaidiy tieséje sudaro tai, kas vadinama n-tyjy daliy seka.
Dabar esame pasiruosS¢ apibrézti trupmenos sgvoka.

Apibréztis. Trupmena vadinamas kiekvienas n-tyjy daliy sekos narys kai n=1,2,3,... . n-tyjy

daliy sekoje esantis m-tasis taskas i desSing nuo 0 Zymimas %
Trupmeny savybés yra loginés i§vados jrodomos remiantis Sia apibréztimi. Pavyzdziui, galima

jrodyti, kad dvi trupmenos sutampa, jei jos atitinka ta patj taSka skaiCiy tiesé¢je. Be to, dél
atitinkamy tasky sutapimo skaiCiy tieséje, natiiralieji skaiciai iSreiSkiami trupmenomis:

su bet kuriuo natiiraliuoju skai¢iumi n.



Aritmetinés operacijos su trupmenomis apibréziamos ne ad hoc, bet apibendrinant natiiraliyjy
skaiCiy atitinkamas aritmetines operacijas. Pavyzdziui, skai¢iy 1 ir 2 suma 1+2 iSreiSkiama
desiniuoju galu intervalo [0,3] gaunamu apjungiant vienetinio ilgio intervalg [0,1] su i$ karto po
jo esanciu dvigubai ilgesniu intervalu [1,3]:
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Toki naturaliyjy skai¢iy sumos apibrézima galima apibendrinti trupmenoms.
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Visos trupmeny sumos savybés jrodomos naudojantis §ia apibréztimi. Panasiu budu galima

apibrézti ir kitas aritmetines operacijas su trupmenomis.

3.Abstraktaus mastymo elementy ugdymo poreikis ir galimybés

Liko neatsakytas pagrindinis klausimas: Abstraktaus mastymo elementy ugdymas Lietuvos
mokykloje yra siekiamyb¢ ar iliuzija? Manau, kad i §j klausimg atsakys misy matematiky ir
matematikos mokytojy bendruomenés. Viskas priklausys nuo §iy bendruomeniy nusiteikimo
(ne)keisti dabarting matematikos mokymo ir studijy praktika.

Dabartiné matematikos mokymo praktika vadovaujasi nuostata, kad matematikos nauda yra
praktiniy (realaus gyvenimo) uzdaviniy sprendimas. Tai atspindi matematikos vidurinio ugdymo
programa. Tadiau § nuostata neatitinka Siandienos matematikos prigimties. Siandienos
matematika ne tik suteikia pagrinda teorinéms Zinioms apie gamta ir visuomeng, bet ir ugdo
miisy protines galias suprasti abstrakcijy pasaulj. VaizdZiai kalbant, matematika yra proto akys,
kuriy pagalba Zmonija suvokia ja supant] pasaulj ir save. Atsizvelgdama ] tai, Siandienos
mokykla turéty imtis ugdyti abstraktaus mastymo elementus.

Proto galiy ugdymas kaip matematikos mokymo tikslas dominavo nuo antikos laiky, i$skyrus
pastarajj Simtmetj, kaip tvirtina Jeong-Ho Woo (zr. [1]). Tai paaiskinama pastarajj Simtmetj
dominuojanciais technologinés ir ekonominés pazangos siekiais Siuolaikinése visuomeneése.
Tokia padétis keiciasi sprendziant pagal tai, kad Amerika, Anglija ir gal biit kitos pasaulio Salys,
sickdamos savo visuomeniy pazangos, sugrieztintg matematinj ugdyma daro $vietimo prioritetu.

Proto galiy ugdymas yra bitinas visiems Zmonéms, ne tik matematikams ir mokslininkams.
Todél abstraktaus magstymo ugdymas turéty tapti matematinio ugdymo tikslu. Taciau licka ne
maziau sunki problema. Reikia pripazinti, kad moksleiviai néra ir negali biiti vienodai gabiis
matematikai. Kita vertus, turime pripazinti, kad visi moksleiviai turi turéti galimybes atskleisti ir



realizuoti savo gabumus. Sia problema galima spresti organizuojant keliy sudétingumo lygiy
matematinj ugdyma (dabartinis bendrasis ir iSpléstinis mokyklinés matematikos kursai savo
kokybiniu lygiu nesiskiria). Skirtingus lygius galéty nusakyti skirtingi matematikos ugdymo
tikslai.

ISskirkime du matematikos ugdymo tikslus:

1. supazindinti su matematikos galimybémis spresti kasdieninio gyvenimo problemas;
2. supazindinti su abstraktaus mastymo elementais.

Pirmasis tikslas reiSkia, kad nagrin¢jamos savokos ir sprendziami uzdaviniai realaus arba
kasdieninio gyvenimo kontekste, t.y. ne matematikos kontekste. Antrasis tikslas reiSkia ty paciy
dalyky nagrin¢jimg matematiniame kontekste. Kitaip tariant, sgvokos apibréziamos logiskai
nepriekaistingai ir uzdaviniai formuluojami matematiniame kontekste. Antrasis tikslas yra butina
salyga tam, kad biity jmanoma moksleivius supazindinti su matematiniu jrodymu.

Siuo metu Lietuvos mokyklose siekiama tik pirmojo tikslo. Atsizvelgiant j moksleiviy gebéjimus
ir siekiant antrojo tikslo, galima bty patobulinti dabarting dviejy kursy sistema. Tokiu atveju
brandos egzaming galima biity organizuoti dviem etapais. Pirmaja egzamino dalj laiko visi ir
vertinami pagal pirmajj tikslg atitinkancius reikalavimus. Antrgjg egzamino dalj laiko tik tie, kas
nori biiti jvertinti pagal antrojo tikslo kriterijus.
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