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»Supazindinti moksleivius su matematika reiskia supazin-
dinti juos su svarbiausiais matematikos bruozais: loginiu
tikslumu, paprastumu ir harmonija. Ar tai jmanoma?“
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Kodel reikéty moksleivius
supazindinti su matematika? (II)

Habil. dr. Rimas NORVAISA

SIUOLAIKINE MATEMATIKA:
abstrakcijy pasaulyje jkunytas
loginis tikslumas, paprastumas

ir harmonija

e Pamatinés sagvokos

Siuolaikiné matematika yra Ziniy apie
tam tikras abstrakéias sgvokas ir loginius
ry$ius tarp jy sistema. Tokios savokos yra
taskas, tiesé, skaicius, aibé, funkcija ir pa-
nasiai. Matematikos sagvokomis apibudina-
mos tokios bendros idéjos kaip forma, dis-
kretumas, tolydumas, begalybé ir t. t. Ma-
tematikos sgvokos netiesiogiai — per kitus
mokslus — formuoja musy poziurj j realy-
ji pasaulj. Tai sunku pastebéti, nes moks-
las savaip interpretuoja matematikos sgvo-
kas suteikdamas joms naujus vardus. Pa-
vyzdziui, kalbédami apie momentinj grei-
ti, mes nesakome funkcijos isvestiné. Kitas
pavyzdys yra laiko ir erdvés samprata, ku-
rios tikslig prasme nusako geometrija ir
realiyjy skaiciy teorija (zodis realusis fra-
zéje realusis skaitius nereiSkia, kad skai-
¢ius susijes su realiuoju pasauliu, tai reis-
kia, kad jis néra menamas kompleksinis
skaicius; terminas pradétas vartoti siekiant
nurodyti skirtingas polinomo Saknis).

Reiskinius suprantant pavirSutiniskai
matematikos vaidmuo visiskai nepastebi-
mas. Bet tai nereigkia, kad $iuolaikiné mate-
matika yra zinios apie pojtciais suvokiama
realyjj pasaulj.

e Atsiskyrimas nuo gamtos
moksly

Matematikos evoliucija truko daugelj
takstanciy mety ir per ta laikg matematikos
Ziniy statusas keitési. XVII amziuje matema-
tika buvo tiesiogiai tapatinama su gamtos
pazinimu. Tai iliustruoja G.Galiléjui (1564
1642) priskiriamas posakis, kad gamtos kny-
ga parasyta matematikos kalba. Tuo metu j
matematikos tyrimy laukg jsiterpé judéji-
mo idéja ir jai nagrinéti . Newtonas (1642
1727) ir G.Leibnizas (1646-1716) karé tai,
kas dabar vadinama diferencialiniu ir integ-
raliniu skai¢iavimu. Sioje veikloje tenka
analizuoti be galo mazus ir be galo dide-
lius dydzius. Nenuostabu, kad toks skaicia-
vimas turéjo daug priestaringy savybiy, ku-
rias pastebéjo net ne matematikas — vysku-
pas G.Berkeley (1685-1753). Manoma, kad
jo kritika turéjo nemazg poveikj matemati-
ky pastangoms ieskoti nepriekai$tingo nau-
jos analizés pagrindimo. Jj atrasti pavyko tik
XIX amziuje, i§ pradziy sukirus $iuolaikine
ribos sampratg, o po to ir visos matemati-
nés analizés pagrindg - $iuolaikine realiyjy
skaiciy teorija.

Ankstesne intuityvia realaus skaiciaus

sampratg pakeité aksiomiskai apibréziama
matematiné struktiira. Antikos laikais ak-
sioma buvo laikomas akivaizdus ir pagrin-
dimo nereikalaujantis teiginys ar savybé.
Siuolaikinéje matematikoje aksiominis api-
brézimas jgijo nauja prasme - jo esme su-
daro loginio nepriestaringumo reikalavi-
mas. Sis reikalavimas, taikomas visai mate-
matikai, tapo svarbiausiu matematikos tei-
giniy teisingumo kriterijumi. Atsisakius tei-
giniy atitikimo tikrovei kriterijaus matema-
tika faktiskai atsiskyré nuo gamtos moksly.
Tuo padiu matematika tapo dar svarbesne
moksly sistemai, nes jos sukurtas abstrak-
cijy pasaulis gali bati naudojamas tais atve-
jais, kai fiziniais pojuciais grindziamos tyri-
mo priemonés yra bejégés. Tuo naudojasi ne
tik gamtos, bet ir socialiniai bei humanitari-
niai mokslai.

e NeprieStaringumas

Matematikos sgvokos skiriasi nuo kity
abstrak¢iy sagvoky tuo, kad jos vienareik$mis-
kai apibréziamos savybiy rinkiniu. Kokios sa-
vybés yra tinkamos apibadinti matematikos
sgvoka, lemia keletas dalyky. Pagrindinis kri-
terijus yra tokiy savybiy nepriestaringumas,
t. y. nejmanoma loginiy samprotavimy bidu
iSvesti du vienas kitam prieStaraujancius tei-
ginius. Tiesioginis nepriestaringumo patikri-
nimas, pavyzdziui, aritmetikoje, gali biti la-
bai sudétingas. Kitas biidas nepriestaringu-
mui patikrinti yra nurodymas tokiy matema-
tikos objekty, kuriems galioja tikrinamos sa-
vybés. Pavyzdziui, geometrijos aksiomy ne-
priestaringumui patikrinti pakanka nurodyti
tokius objektus, kuriems galioja pilnas tikri-
namy aksiomy rinkinys. Dazniausiai mate-
matiniai objektai ,,konstruojami naudojant
paprasciausius abstrakéius objektus — aibes.

e Loginis tikslumas, paprastumas
ir harmonija

Néra trumpo ir visiems matematikams
priimtino $iuolaikinés matematikos api-
badinimo. Taciau, kalbant apie galimybe
moksleivius supazindinti su matematika,
svarbiausiu matematikos bruozu galima
laikyti samprotavimy loginj tiksluma. Sis
bruozas reiskia:

« tiksly visy sgvoky apibrézima;

o kiekvieno teiginio teisingumas yra
paaiskinamas;

o tarp sgvoky ir procediry egzistuo-
ja loginé tvarka, vadinama hierarchine
struktara.

Kartu su loginiu tikslumu matemati-
kai buadingas paprastumas ir harmonija.
Sie bruozai daznai matematiky naudojami
neformaliai.

Supazindinti moksleivius su matema-
tika reiskia supazindinti juos su svarbiau-
siais matematikos bruozais: loginiu tiks-
lumu, paprastumu ir harmonija. Ar tai
jmanoma?

MOKYKLINE MATEMATIKA:
laike jstriges pasaulis

Priesingai nei matematikoje, mokykli-
néje matematikoje pastarajj Simtmetj es-
miniy pokyc¢iy nebuvo. Dabartiné mokyk-
liné matematika yra tokia, kokia ji buvo
pries §imtg ir daugiau mety. Taip yra ne
tik Lietuvoje. Tiesa, 6-ajame ir 7-ajame
desimtmeciais Vakary pasaulyje ir buvu-
sioje Soviety Sajungoje tokig padétj buvo

bandyta keisti. Pretekstu tam pasitarna-
vo $altasis karas ir jsitikinimas, kad mate-
matinis kompetentingumas yra ekonomi-
nés ir karinés pazangos variklis. Mokyklo-
se buvo pradéta mokyti Siuolaikinés mate-
matikos pradmeny pagal universitetinés
matematikos turinj. Buvo $ventai tikima,
kad mokytojai ir moksleiviai savaime jver-
tins $iuolaikinés matematikos loginj tiks-
lumg, paprastuma ir harmonija. Dél to ne-
buvo pasirapinta tinkamu mokytojy pa-
ruosimu, vadovéliais ir neatsizvelgta j dau-
gelj kity aplinkybiy.

Nenuostabu, kad naujosios matematikos
vardu vadinamas judéjimas Vakary Salyse
zlugo. Buvusj entuziazmg pakeité cinizmas
mokyklinés matematikos atzvilgiu'. Mokyk-
liné matematika tapo vél panasi j ankstesnig-
ja. Pasikeité padétis ir buvusioje Soviety Sa-
jungoje pries jos zlugima. Mokyklinés ma-
tematikos reformos iniciatorius A.N.Kol-
mogorovas buvo nusalintas nuo vadovavi-
mo reformai. Ta¢iau grizimas prie ankstes-
nés padéties vyko ne visur. Ryty Azijos $alyse
mokykliné matematika buvo ir yra kei¢iama
nuosekliai jau ilgg laikg. Tai rodo ir tarptau-
tiniy tyrimy rezultatai.

e Trupmenos ir racionalieji
skaiciai

Mokyklinés matematikos sastingj gerai

iliustruoja trupmeny mokymas. Trupme-
ny mokymo(si) procesas kelia didZiausias
problemas viso pasaulio mokyklose, ne-
paisant to, kad tai yra viena i§ daugiausia
nagrinéjamy matematikos mokymo tyri-
my sriciy.

Matematikoje trupmena yra raciona-
liojo skaiciaus i$raiska. Tas pats raciona-
lusis skaicius iSreiSkiamas skirtingomis,
bet ekvivalen¢iomis trupmenomis. Tai-
gi, kiekvieng racionalyjj skai¢iy atitinka
be galo daug skirtingy trupmeny. Skai-
¢iaus vienatis yra svarbi savybé apibre-
ziant aritmetikos veiksmus kaip funkci-
jas. Grieztai kalbant, aritmetiniai veiks-
mai atliekami ne su trupmenomis, bet su
racionaliaisiais skaiciais.

Matematikoje racionalieji skaiciai api-
bréziami aksiomiskai arba konstruoja-
mi pasitelkiant sveikuosius skaicius. Pas-
taruoju atveju racionalusis skaicius yra
aibé tokiy sveikyjy skai¢iy pory, kurias
sudaro tarpusavyje ekvivalenciy trup-
meny skaitiklis ir vardiklis. Sis racionalio-
jo skaiciaus apibudinimas jgalina apibréz-
ti aritmetines operacijas su racionaliaisiais
skaiciais ir jrodyti visas jy savybes. Pagris-
tai manoma, kad toks trupmenos ir racio-
naliojo skai¢iaus apibudinimas vidurinéje
mokykloje néra tinkamas®.
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' J. Kilpatrick. Five Lessons From The New Math Era
2M.l. Fandifio Pinilla. Fractions: conceptual and didactic aspects. Acta Didactica Universitatis
Comenianae. Mathematics, Issue 7, 2007, p. 81-115.
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Atsisakant loginio tikslumo, trupme-
nos apibudinimas grindziamas rinkiniu
paprastesniy savoky, atspindinciy skir-
tingus trupmeny aspektus. Penktos kla-
sés vadovéliuose yra jprasta trupme-
nos ais$kinimg pradéti nuo picos dalini-
mo, kaip ir pradinése klasése. Toliau apie
trupmenas vienas po kito pasakoma bent
keletas dalyky:

o trupmena yra dalmuo, gautas vie-
ng sveikajj skai¢iy dalijant i§ kito sveiko-
jo skaiciaus;

o trupmena yra viena ar kelios lygios
vieneto (ar visumos) dalys;

« trupmena yra dviejy sveikuju skaiciy
santykis;

o trupmena yra dydis dalies, gautos
objekta (pica) dalinant j lygias dalis;

o trupmena yra taskas skaiciy spin-
dulyje.

Tokia trupmenos apibudinimy gau-
sa yra pirmoji problema. Trupmena sie-
jama su i pazitros labai skirtingomis sa-
vokomis. Pirma karta bandanc¢iam su-
prasti trupmenos prasme tai yra sunkus
isbandymas.

Antroji pana$iy apibudinimy proble-
ma yra ta, kad né vienas jy néra naudoja-
mas paaiskinti visas trupmeny savybes, to-
kias kaip trupmeny ekvivalentumas, tvar-
ka tarp trupmeny ir aritmetinés operaci-
jos su trupmenomis. Kiekviena trupmeny
savybé apibréziama pasitelkiant vieng i§

daugelio apibudinimy arba tik iliustruo-
jant pavyzdziais.

Trec¢ia problema yra ta, kad trupmenos
apibadinimuose naudojamos neapibréztos
sgvokos. Pavyzdziui, penktos klasés moks-
leiviams dalmuo néra apibréztas, kai vie-
nas nataralusis skai¢ius (tarkim, vienetas)
nesidalija i$ kito nataraliojo skaiciaus.

Naudojant jvairias pedagogines prie-
mones tikimasi, kad pats moksleivis suvoks
trupmenos sgvokos turinj. Trupmenos s3-
voka stengiamasi padaryti paprastesne ir
aiskesne interpretuojant ja konkreciais rea-
laus pasaulio objektais. 5-oje klaséje trup-
menos yra pirmas moksleivio susidarimas
su abstrakcijomis. Dabartinis trupmeny
mokymas ignoruoja esminius matematikos

bruozus: tiksly savoky apibrézima, susiju-
siy savoky ($iuo atveju sveikojo skaiciaus
ir trupmenos) loginj suderinamuma ir - tai
svarbiausia — savybiy ir procediry paaiski-
nimg (pagrindimg) remiantis sgvoky api-
bréztimis. Kai néra supratimo, trupmeny
savybes ir procediras tenka mokytis min-
tinai. Nei$vengiamai prarandama mokinio
motyvacija mokytis matematikos.
*HKk

I$ to, kas aptarta, matyti, kad pastarojo
§imtmecio svarbiausi matematikos poky-
¢iai niekaip neatsispindi matematinio ug-
dymo srityje.

Ar jmanoma susieti $iuolaikine mate-
matikg ir mokykling matematika?



