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Kur slypi matematikos objektai ?

Jeremy Gray’aus knygoje aprašomas matematinis modernizmas yra labai didelis lūžis matematikoje, žiūrint iš istorinės perspektyvos. Senovės Graikijoje matematika arba, tiksliau, algebra ir geometrija buvo suprantama kaip tikrų tikriausias išmokimas, tai yra matoma vien iš žodžio ‘matematika’ etimologinės kilmės. Platoną geometrijos mokslas nuvedė prie idėjų, mąstomosios tikrovės. Tačiau su aksiomatiškai pagrindžiamų matematikos objektų tyrinėjimu objektyvumas tapo problema, ir toks objektyvus matematikos daiktų supratimas kaip Platono tampa dar labiau nepagrįstas ir neįtikimas.
Taip pat, mąstant apie naujaisiais laikais įvykusį matematikos suartėjimą su gamtamoksliu pažinimu, įvykdytą Newtono, Leibnizo, Descartes’o ir Galilei’o, atsiskleidžia dar didesnis netikėtumas XIX-XX amžiaus matematikoje įvykusio perversmo. Juk iš Galilei’aus teigimo, kad matematikos yra kalba gamta, galime matyti suvokiamą sąryšį matiematikos su tikrove egzistuojančia už mūsų.
Ir visgi matematikoje bedaugėjant žinioms ir daugėjant problemoms, iškilus reikalavimui aiškumo ir griežtumo įrodymams, buvo apsiimta logiškai apibrėžti skaičius. Šitokios iniciatyvos rezultatas ir buvo matematinis modernizmas, atsisakęs intuityvaus ir negriežto suvokimo matematikos pagrindų. Reikia pastebėti, jog matematinis modernizmas buvo tikrumo paieškos rezultatas ir tai labai primena tai, ką Descartes’as sukėlė filosofijoje. Tikrai būtų galima pabandyti įžvelgti daugiau paralelių negu tai, kad šiuo metu abi modernybės pasižymi dominavimu ontologinio skepticizmo. Būtent tikrumo paieška privedė prie supratimo, kad išvydusiam modernybės rezultatus žmogui pagrindimas žinojimo tikrovės esančios už jo yra labai abejotinas. Tikrumo paieška pagrįsta daugiau logika negu tikėjimu, nors reikia pastebėti, kad tikėjimas galų gale nėra pašalinamas veiksnys, ir tai įrodoma daugelio skirtingų matematikos filosofijų buvimo, kurios paremtos tam tikru tikėjimu.
Nėra daug filosofų besidominčių Matematikos filosofija, kaip ir nėra daug matematikų užsiimančių ja. Ankstesnių mąstytojų požiūris visiškai gali tenkinti ir dabartinius per daug nesirūpinant pasikeitimais matematikoje. Su modernybe matematikoje iškilo naujas požiūris matematikos filosofijoje ir atsivėrė tam tikra uždanga arba, tiksliau, perskyra tarp antikos mąstytojų ,turėto matematikos supratimo nulemtų, idėjų apie jos objektus ir modernios prieigos prie matematikos objektų. Tačiau visgi atsiranda smalsautojų, žmonių norinčių pažvelgti į tai, kas slypi už uždangos.
Pati matematikos filosofija yra labai specifinė ir siaura sritis, klausianti apie matematikos objektų buvimo ypatumus. Šitame esė ir bus bandoma praverti Pandoros skrynią ir keliamas klausimas, kaip visgi reikia žiūrėti į tą paslaptingą matematikos objektą. Vis dėlto vietos tokiems klausimams kelti palieka aibių teorijos aksiomos. Gray‘us rašo, kad taip yra dėl to, kad nėra įrodymo, jog Zermelo-Fraenkel aksiomos yra nuoseklios, taip pat jos pateikia žymiai daugiau objektų negu elementarioji matematika, dar ir yra vietos diskusijai apie tai, kaip ir kaip gerai aksiomų idėjos generuojamos aksiomų dera su tuo, kam jos skirtos nusakyti ar pagauti, aksiomomis sukonstruotos aibės verčia stipriai abejoti jų ir jų objektų egzistavimu atskirai nuo proto. Tačiau reikia pastebėti, kad būtent paskutinis filosofijos klausimas yra labai naujas matematikos modernizmo produktas ir iki aibių teorijos klestėjimo mažiau ar daugiau buvo neabejojama matematikos objektų egzistencija nepriklausoma nuo žmogaus, o, tarkime, pitagorininkams visa tikrovė buvo matematinė. Ir dėl to, mano manymu, matematikos objektą verta nagrinėti, nes jame labiausiai matosi sumaištis, kuri buvo labai produktyvi ir suteikė daug rezultatų, įnešta visų matematikos pagrindų permąstymo. Tuolab realumo klausimą labai stipriai paaštrino, matematinio modernizmo dėka atsiradęs, supratimas matematikos kaip laisvo ir arbitrariško sprendimo formuojamos srities, ir tik didelio įsitikinimo arba tikėjimo dėka galima teigti kaip anglų matematikas, Godfrey‘is Haroldas Hardy: „Aš tikiu, kad matematinė realybė slypi už mūsų, ir kad mūsų funkcija yra atrasti ją, kad galėtume stebėti, ir teoremos kurias įrodome ir kurias apibūdiname taip iškalbingai kaip mūsų „kūrinius“, yra tik užrašai mūsų stebėjimų“. Taigi kaip matome su modernybe nedingo visiškai tradicinis požiūris, kad matematika nekuria objektų ir yra tik tokie objektai, kokie egzistuoja už mūsų proto, ir net aibių teorija to nekeičia, tačiau tai duoda pagrindą labai įdomiems požiūriams, kuriuos pabandysiu aprašyti ir apsvarstyti.
Visiškai pasikeitęs požiūris į matematiką atsispindėjo ir filosofijoje, tad XX amžiaus pradžioje buvo empirinės krypties matematikos filosofijos dominavimas. Nieko keisto, kad naujas matematikos aparatas, atsiskleidęs per konstravimą matematikos pagrindų, išklibino ir su tais pagrindais susietą ligtolinę filosofiją, tad pirmaisiais XX amžiaus dešimtmečio turime vystomas logicizmo, intuicionizmo ir formalizmo matematikos filosofijos teorijas, kurioms bendras atsisakymas sieti matematiką su ontologija, tai yra sieti matematiką su jos objektų buvimu už žmogaus mąstymo ribų.
Logicizmas yra matematinėje filosofijoje bandymas redukuoti matematiką į logiką. Leibnizo idėja, kad matematika yra ne kas kita kaip logika, buvo bandoma įrodyti Freges ir Russello, tačiau Freges mėginimas nepasisekė dėl to, kad jo Peano aritmetikos principų išvedimas nors ir buvo nepriekaištingas, rėmėsi vienu principu(Freges pagrindiniu dėsniu V), kuris vis dėlto nebuvo loginis principas. Šis dėsnis, teigiantis:
{x|Fx}={x|Gx} ≡ ∀x(Fx ≡ Gx), buvo parodytas esąs prieštaringas Russello paradoksu. Pačio Russello bandymas redukuoti matematiką į logiką, vengiant Freges klaidos, parodė, kad jam reiktų pagrįsti principą, kad egzistuoja begalinis rinkinys pamatinių objektų. Kadangi tai negalėtų būti logikos principu, čia irgi buvo susidurta su nesėkme. Tačiau reikia pastebėti, kad nepasisekimas įrodyti, neįrodo priešingos išvados ir galimybė įrodyti logicizmo tezę nėra nurašytina. Tuolab yra neo-logicizmas, tęsiantis darbą šia kryptimi.
Kita teorija yra intuicionizmas. Ir šiuo atveju vėl yra remiamasi priešinga platonizmui konstruktyvumo prielaida. Tik intuicionizmo atveju įrodymo konstruktyvumas grindžia matematikos objektų priklausymą nuo žmogaus proto. Iškilusiam iš L.E.J Brouwerio darbo, intuicionizmui matematika yra iš esmės konstrukcijos veikla ir visa matematika yra proto konstrukcija. Taigi protui neprieinama begalinė konstrukcija yra neužbaigiama ir ji kaip tokia negali būti užbaigtai begalinė, todėl yra šioje teorijoje neigiama egzistencija aktualios begalybės. Intuicionistai nepriima nekonstruktyvių egzistencijos įrodymų, kurie yra įrodymai, bandantys išreikštai pademonstruoti egzistenciją matematines esaties turinčios tam tikrą ypatybę neįtraukiant metodo sukurti pavyzdį tokios esaties. Intuicionizmas pakankamai pakeičia matematiką, kad būtų labai sudėtinga atlikti matematinę analizę remiantis juo, ir tai labai sumažino susidomėjimą juo. 
Formalizmas iškilo iš Davido Hilberto minčių ir, jo manymu, natūralieji skaičiai yra ne proto konstrukcijos, bet simboliai. Simboliai yra abstrakčios esybės,o fizinės esybės gali atlikti vaidmenį simbolių. Bet aukštoji matematika negali būti interpretuojama tokiu pačiu tiesmuku būdu, ir todėl jis ją palaikė tiesiog formaliu žaidimu. Nors Kurto Gödelio pirmoji ir antroji neužbaigtumo teorema parodė problemiškumą formalizmo reikalaujančio iš aukštosios matematikos nuoseklumo, nes kaip iš tų teoremų pasimatė, jog negalima teigti, kad yra toks nuoseklumas, nėra būtinybės atsisakyti pačios formalizmo pozicijos. 
Ir visgi visos šios teorijos su savo trūkumais po Gödelio pasireiškimo turi rimtai rungtyniauti su matematiniu platonizmu, kuris, anot Gray‘aus, yra pačių matematikų atsakas į modernizmą ir jo iškeltus iššūkius. Juk nesėkmės tokių projektų kaip formalizmas, intuicionizmas ir logicizmas, nenurodo į nieką kitką negu tai, kad greičiausiai matematikos tikrovė yra nekonstruktyvi. Bernaysas matematiniam platonizmui priskiria protu pasiekiamus, tačiau nuo proto nepriklausančius objektus, tai yra nekonstruktyvius objektus.
Moritzas Schlickas, vokiečių matematikas, priekaištavo matematiniam platonizmui, kurį pareiškė Paul Isaac Bernays, šveicarų matematikas, kad priskyrimas matematiniams konceptams arba sąvokoms idealioje plotmėje egzistavimo kaip tik padare neaiškiu tai, ką bandė paaiškinti. Jam atrodo problemiškas aiškinimas santykio kitos, idealios tikrovės plotmės su šia, o neįrodoma egzistencija yra neturinti pakankamo pagrindo, Ir todėl, kaip Liudwigas Wittgensteinas pareiškė: „Apie ką negali kalbėti, reikia tylėti.“, Schlickas nepriima tokių kalbų. Taigi Schlickui koncepcijos pačios neegzistuoja, bet egzistuoja tik konceptualinės funkcijos ir matematinis platonizmas nėra tinkamas šnekai apie matematiką. 
Visgi atrodo, kad Gödelio platonizmas yra pakankamai atsparus tokiai kritikai. Jis teigia, kad yra stiprus parelelizmas tarp tikėtinų teorijų matematinių objektų ir sąvokų, ir tikėtinų teorijų fizinių objektų ir jų savybių. Tiek vieni, tiek kiti nėra žmonių sukonstruoti. Kaip fiziniai objektai su savo savybėmis, taip ir matematiniai objektai su savo sąvokomis nėra redukuojami į proto esinius. Ir taip tiek vieni, tiek kiti yra tiek pat objektyvūs. Ir teiginyje, kad matematiniai objektai ir sąvokos, kaip ir fiziniai objektai su savybėmis, yra postuluojamos su tikslu gauti gerą teoriją, kuri patenkiną mūsų patirtį, matosi labai aiškiai Kanto antspaudas ir įtaka Gödeliui. Tiek vieni, tiek kiti yra suvokiami ne be klaidos, tačiau kaupimas ir gilinimas žinių leidžia pataisyti klaidas.
Tokia platonizmo pozicija visgi nėra pakankamai stipri, kad galėtų įtikinti visus savo pergale.  Todėl tokiame matematikos filosofijos lauke nėra triumfuojančios teorijos. Nepaisant to negalima pakankamai pervertinti modernios matematikos poveikį matematikos filosofijai. Aksiomatinė aibių teorija įnešė labai gyvybingus vėjus į matematikos filosofiją, kurie išprovokavo labai rimtus permąstymus matematines tikrovės. 
Matematinės tikrovės suvokimo specifika nulemia žmogaus prieigą prie matematikos. Tai, kas leidžiama daryti matematikoje, priklauso nuo jos suvokimo - su naiviu supratimu tik naivus veiksmai yra tik tegalimi. Ir todėl galima teigti, kad matematinis modernizmas nėra blogas reiškinys, atnešęs chaosą į matematikos ir matematikos filosofijos laukus, o tai yra didžiulis pakilimas žmogaus refleksijos savo pažinimo ir pažinimo objekto. Būtent modernizmo dėka matematika nusimetė savo instrumentinį pobūdį ir tapo pačiu pažinimo objektu, o ne įrankiu. 
Kaip ir filosofijos moderne atėjęs suvokimas skirties tarp ontologijos ir epistemologijos davė milžinišką impulsą naujam permąstymui tikrovės ir jos pažinimo santykio, panašią skirtį matome ir matematikos filosofijoje iššauktą aibių teorijos įsigalėjimo. Leibnizo proto tiesos, kurios yra būtinos ir dėl to tikrovės dalis, ir fakto tiesų, kurios neturi tokio būtinumo, išskyrimas apibūdina labai gerai matematikams iškilusį klausimą, ar jie gauna darydami savo operacijas tiesos ar fakto darinius. Ir ši dvejonė neleidžia teigti, jog matematine tikrovė yra būtinai tokia ar kitokia. Tai atsispindi netgi Gödelio platonizme, kur jis teigia ne neabejotiną matematinės tikrovės pažinimą, bet tiesiog tokios tikrovės buvimo būtinumą. Tačiau tai nėra blogai, o kaip tik gerai, nes tai yra neperžengiama kliūtis atsirasti bet kokiam dogmatizmui.
Grįžtant prie pagrindinio darbo klausimo, koks yra visgi matematikos objektų ontologinis statusas ‒ yra posakis „Matematikai yra platonistai darbo dienomis, o formalistai sekmadieniais“ ir jis labai daug pasako. Visų pirma matematikų pagrindinė filosofinė pozicija yra platonizmas. Tačiau ne kiekvieno matematiko buvimas platonistu yra pagrįstas refleksija ir dėl to negalima sakyti, kad matematikos filosofijoje dominuoja platonizmas, nes tam tikras naivumas duoda patogiausią prieigą prie matematikos ir nesūkuria problemų išprovokuojančių filosofinei refleksijai. Taigi visos matematikos filosofijos teorijos duoda tik galimybes ir užtikrinto atsakymą į matematikos objektų klausimą negalime gauti. Vis dėlto vieną dalyką galima teigti užtikrintai ir tai yra tai, kad matematika būtinai egzistuoja prote ir pats tyrimas jos prigimties gali būti tik vertingas.
Juk matematikos filosofija gali patiesinti kreivus veidrodžius kaip ėmėsi daryti Francis Baconas su gamtos pažinimu. Nors ir nepadarys tai žmogaus žinančiu kaip iš tikrųjų yra, tai tikrai pagilins žmogaus žinojimą ir suvokimą, o tai juk yra žmogaus didžiausia dovana ‒ suvokimas leidžiantis susidurti su problemomis, paradoksais ir galimybėmis juos bandyti išspręsti. Ir tikrai su matematikos modernizmo atėjimu peržvelgus veidrodžius ir mūsų suvokimas matematikos objektų negali stovėti vietoje.
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