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Anotacija. Rasinyje apibiidinama Siuolaikiné matematika, jos vieta moksly sistemoje ir
jos vaidmuo kultiiroje. Parodoma, kad matematika yra savarankiska kity moksly
atzvilgiu ir vystosi sprgsdama savo pacios problemas. Istoriskai pagrindziamas
pagrindinis matematikos bruozas — riipinimasis aukstais jrodymy grieztumo standartais.
Aptariami matematikos santykiai su gamtos mokslais (fizika), matematikos vystymosi
tendencijos, problemos ir perspektyvos. Apmastomi matematikos vystymosi Lietuvoje
ypatumai atsizvelgiant ] bendras matematikos tendencijas pasaulyje. Pagrindziama
butinybé keisti matematikos mokyklinj kursa, atsizvelgiant | pastaryjy dviejy Simty
mety pokyc¢ius matematikoje.

Ivadas

Apie Siuolaiking matematikg visuomené arba nieko nezino, arba tos Zinios yra
stereotipai. Siuo poziiiriu Lietuvos visuomené néra isimtis. Pasaulyje matematika
daznai vadinama kultiiros anatema, aklgja déme, svetima Zeme, nematoma kultiiros
dalimi ir t.t. Tuo tarpu pastarojo Simtmec¢io matematiky pasiekimai ir matematikos
vystymosi tempai yra stulbinantys. VokieCiy poetas, eseistas ir intelektualas
Hansas Magnusas Enzensbergeris 1998 metais Tarptautiniame matematikos
kongrese kalbéjo, kad

Siuolaikiniai pasiekimai Sioje [matematikos] srityje yra bet kuriuo atveju jspudingi.
Bijau, kad vaizduojamieji menai, literatira ir teatras savo pasiekimais néra tokie

sékmingi. [Enzensberger; 1999, p.31]

Savo pranesime jis nurodé daug priezas¢iy, kodél matematika tapo izoliuota sritimi
visuomengje. Svarbiausia tarp jy yra matematikos mokymo problemos Visuose
lygmenyse ir ypa¢ pradiniame. Jo zodziais tariant, iSmokyti aritmetikos
mechaniskai jsimenant yra viskas, ko tikimasi mokant moksleivius, uZzuot skatinus
abstraktyji mastyma tuo zmogaus amziaus laikotarpiu, kai tai daryti lengviausia.

! publikuota leidinyje ,,Siuolaikinis mokslas visuomenei: Lietuvos mokslo sektoriy apzvalgos®, T. 2, Vilnius, 2011,
pusl. 41-71.



Jdomu tai, kad panaSiis santykiai tarp visuomenés ir matematikos néra tik Sio
laikme&io bruozas. Stai ZodZiai, kuriais Viktoras Birziska pradeda savo 1952
metais publikuota straipsnj apie matematika (kalba nekeista):

Beveik kiekvienos tautos visuomenés sluoksniuose (lietuviskoji inteligentija néra, deja,
Siuo atveju jokia isimtis) yra paplitusi keista, perdéem klaidinga pazvalga j matematikg.
Matematika laikoma slaptu, prieinamu tik rinktiniams Zmonéms mokslu, kuriame viskas
jau galutinai susikristalizave, kuriame nebelike jokios neissprestos problemos, jokio
atviro, laukiancio dar issprendimo klausimo, ir kuriame todél nebesanti jmanoma jokia
raida. Savo absoliucig matematikos ignorancijq visuomené jrodo apsciai paplitusiais,
nors ir tokiais posakiais: "didesnioji pusé, maZesnioji pusé", "pirmy pirmiausia" ir
panasiai. Visose tose nesqgmonése, kurias visuomené prikergia matematikai, daznai
atsispindi neigiamieji jspidziai, gauti is§ mokyklinio suolo: silpni, neprityre matematikos
mokytojai sugeba savo mokiniy tarpe jdiegti net neapykantg matematikai, perkéle jos
svorio centrq j matematiskgsias formulas. FEilinis aStuntosios klasés gimnazijos
mokinys, paklaustas, kas yra matematika, geriausiu atveju tesugeba atsakyti: "tai yra
artimetika, algebra, geometrija ir trigonometrija" — o matematikos esmé licka jam
visai svetima ir nesuprantama. Koks gi, galop, per mokslas ta matematika, kas sudaro
matematikos esme? [Birziska; 1952]

Miisy nuomone, visuomené nesidomi Siuolaikine matematika ne tik todél, kad tam
doméjimuisi neturi biitino mokyklinio pasiruosimo. Kita priezastis matyt yra tali,
kad visuomené nejaucia turésianti i§ tokio Zinojimo apciuopiamos naudos. Ne
veltui apie matematikus pasakojamas toks anekdotas:

Virs jiiros oro balionu skrenda Serlokas Holmsas ir daktaras Vatsonas. Netikétai
uzéjes ritkas sutrukdeé keliauninkams orientuotis. Po kurio laiko baliono apacioje
pasirodé zemé. Ji buvo visai netoli ir ten stovéjo zmogus. Daktaras Vatsonas susuko
jam: ,,Kur mes esame? . Zmogus Siek tiek pagalvojes atsake: ,,Jiis esate savo balione .
Serlokas Holmsas taré: ,,Sis Zmogus — matematikas . Vatsono paklaustas, kodél jis taip
mano, Holmsas atsaké: ,, Pirma, pries atsakydamas Zmogus galvojo, antra, jo atsakymas
absoliuciai teisingas, ir, trecia, jo atsakymas visiskai bevertis “.

Taigi anekdoto mintis tokia: matematika, nors ir biidama kritinio mgstymo etalonu,
neturi jokios praktinés naudos. Manome, kad tai gryna tiesa: praktinéje, tikinéje ar
Kitokioje panaSioje veikloje Siuolaikiné matematika yra beverté. Kodél
Stuolaikingje visuomengje vertinama tik praktiné nauda, galéty biti kitos diskusijos
tema. Lietuvoje visuomenés poziiirj j Siuolaiking matematika taip pat iliustruoja
tokie daznai sakomi mitai apie matematika:



e Mmatematika yra mokslas apie gamtg;

e matematika yra mokslas apie dydzius, gaunamus apibendrinant realaus
pasaulio esmines savybes;

e matematika yra kiekybiskai nusakomas pazinimas;

e matematin¢ veikla yra mechaniskas formaliy taisykliy taikymas;
e atsiradus kompiuteriams, matematikams nebéra kas veikti;

e numerologija yra matematikos filosofija ir t.t.

Mitai apie Siuolaiking matematika néra nejprastas dalykas visame pasaulyje. Apie
tai retkar¢iais parasoma. Pavyzdziui, savo straipsnyje Crowe [1988] iSvardija ir
bando paneigti 10 nesusipratimy apie matematikg ir jos istorijg. Egzistuoja
interneto svetaines, kuriose bandoma raSyti apie Siuolaiking matematika
(http://www.matematika.t) ir jos jtaka kultiirai
(http://www.thalesandfriends.org/en ).

Sioje apzvalgoje pagrindinis démesys skiriamas S$iuolaikinés matematikos
apibudinimui ir jos svarbiausiy bruozy iSrySkinimui. Joje remiamasi paciy
matematiky apmastymais apie matematikos praktika. Taip pat remtasi pastarojo
deSimtmecCio matematikos istoriky darbais, Kurie radikaliai pakeité ankstesnj
pozitrj | Siuolaiking matematika ir jos santykj su gamtos mokslais. Svarbiausia
naujai jsisgmoninta pastarojo Simtmecio matematikos savybé yra jos
savarankiSkumas; joje dominuoja problemos, kylancios pacioje matematikoje
ir niekaip nesusijusios su realiu pasauliu ir netgi su kitais mokslais [Gray;
2008, p. 2 ir 20]. Sia prasme matematika skiriasi nuo visy kity moksly ir
filosofijos. Realaus pasaulio ,,atspindéjimo* ignoravimas paaiskina matematikams
budinga siekimg grieZztinti matematinio jrodymo standartus. Gali skambeéti
paradoksaliai, bet toks matematikos atsietumas nuo realybés padaré jg dar labiau
naudinga mokslui ir svarbia kultiirai.

Apie matematika kaip mokslo ir kultiiros reiskinj egzistuoja milziniskas literattros

kiekis angly kalba. Sio rainio literatiiros sarasa sudaro tik cituojami darbai ir jis

jokiu buidu neatspindi egzistuojancios bibliografijos apie matematika. Pavyzdziui,

beveik nieko nekalbama apie matematikos filosofija. Norint susidaryti apytikri
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vaizda apie Siuolaiking matematikg galima biity rekomenduoti iSsamig, 1034
puslapiy enciklopeding apzvalgg The Princeton Companion of Mathematics
[Gowers; 2008]. Matematikos istorijai skirtas fundamentalus darbas Kline [1972].
Tarp svarbiausiy pastarojo deSimtmecio matematikos istorijos darby paminésime
Ferreirds [2007], Laugwitz [2008] ir Gray [2008].

Pokyciai matematikoje: savokomis grindZiama matematika

Matematika visada buvo ir yra mokslas apie sgvokas. Taciau taip ji nebuvo
apibuidinama, nes buvo galima pasakyti suprantamiau. Pavyzdziui, matematika yra
mokslas apie diskreCius ir tolydzius dydZius, nagrin¢jamus aritmetikoje ir
geometrijoje. Apibudinimas naudojant tris konkreCias sgvokas (diskretumas,
tolydumas, dydis) yra patogesnis sgvoky kiekio prasme. Kita vertus, tos trys
sgvokos néra aiskios, bent jau $iy dieny pozituriu. Dydzio sgvoka yra placiai
naudojama Euklido (apie 365-300 pr. Kr.) Pradmenyse, bet jos prasmé ten
neaiSkinama, matyt, todel, kad tada ji nekél¢e neaiSkumy. Ne maziau problemiSkos
yra ir pirmosios dvi sgvokos. Dar daugiau, prieStara tarp diskretaus ir tolydaus
buvo ir isliecka vienu jkvépimo Saltiniy matematikoje. Tai atspindi toliau aptariama
matematinio kontinuumo sampratos evoliucija.

Savoky diskretus, tolydus ir dydis neaiSkumas, matyt, kyla d¢l to, kad dabar mes
toms sgvokoms suteikiame papildomy prasmiy nei anksc¢iau ir supratimo kriterijai
yra visai Kkitokie. Visai dar neseniai niekas gal ir neabejojo, kad matematikos
sgvokos yra realiy daikty ir reiSkiniy abstrakcijos, o intuityvus to suvokimas yra
pakankamas pagrindas supratimui.

Pradedant 17-uoju amziumi j matematikos tyrimy laukg patenka naujos sgvokos:
kitimas (judéjimas), erdvé ir struktira. Matysime, kad matematikos vystymasi
atspindi $iy sgvoky supratimo lygis. Istoriné tyrimy apzvalga pateikta straipsnyje
apie matematika Visuotingje Lietuviy Enciklopedijoje [Norvaisa; 2008]. Be
abejonés, $iy savoky tyrima paskatino Zmogaus siekimas pazinti gamtg ir save.
Matyt todél jos nebuvo suvokiamos atsietai nuo realybés tiek, kiek matematikoje
buvo jprasta remtis intuicija. Panasios sgvokos nagrinéjamos ir kituose moksluose,
tik kitais metodais. Siame raginyje siekiama parodyti, kaip $iuolaikiné matematika
1§ esmés pakeit¢é savo vaidmenj kaupiant Zzinias apie realyj] pasaulj,
nebesirlipindama nagrin¢jamy sgvoky atitikimu realiai tikrovei, 0 intuicijg kaip
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supratimo jrankj keisdama jrodymo grieztumo tobulinimu. Vis délto, paradoksalu,
kad Kkiti mokslai tapo dar labiau priklausomi nuo matematikos tyrimy rezultaty.

Kas yra savoka? Savoka yra pazinimo vienetas, kurj sudaro tam tikras pozymiy
(savybiy) derinys. Pozymiy, sudaranCiy sgvoka, rinkinys vadinamas sgvokos
Intensija — tai sgvokos turinys. Visuma objekty, kurie atitinka sgvokg, vadinama
sgvokos ekstensija — tai sgvokos apimtis. Tradicinéje logikoje iki 19-0jo amZiaus
sgvoka buvo svarbiausias logikos elementas. Tai reiSké, kad samprotavimas buvo
sagvoky formalaus jungimo rezultatas. Sgvokos sampratos formavimosi pradzia
siejama su Vakary filosofijos pradzia, kuri savo zinojimo (angl. knowledge)
teorijoje savokai ir idéjai teiké pirmenybe. Siais laikais savoka (arba konceptas)
naudojama kitomis prasmeémis kognityviniuose moksluose ir psichologijoje.
Savokos vystymosi istorija matematikos ir logikos kontekste trumpai apZzvelgia
Ferreirosas [1996, section 2.1] .

Matematikos sgvokos apibudinimo sunkumus lemia jy abstraktumas; néra
galimybés nurodyti reiSkin] ar vaizdinj, kuris biity pakankamas matematikos
sgvokos apibiidinimui. Pavyzdziui, skai€iaus sgvoka: kokie yra skai¢iaus pozymiai,
vienareikSmiskai apibréZziantys skaiCiaus savoka? Jei tarsime, kad Zmogui i
prigimties ar d¢l kity priezasCiy yra zinoma, kas yra vienas, du, trys, ir t.t., tai Sie
objektai sudaro sgvokos ,,nattralusis skai¢ius“ ekstensijg. Tokiu atveju ekstensija
apibrézia sgvokos intensija, nes nezinant, kas yra vienas, du, trys ir t.t. nebity
galima numanyti, kg reiSkia nattralusis skaiCius. Taciau 19 amziaus matematikoje
subrendo poreikis nustatyti tokius skaifiaus pozymius, kurie vienareikSmiskai
apibiidinty naturaliojo skaiCiaus sgvokos intensijg be nuorodos j intuicijg. Beveik
vienu metu ir skirtingu biidu $ig problemg iSsprendé G. Frege (1848-1925) ir R.
Dedekindas (1831-1916).

Verta pastebéti, kad sgvoka aptariamaja prasme ir aibés samprata matematikoje turi
esminiy panaSumy: aibé atitinka sgvokos ekstensijg, nes abi jos yra elementy
rinkiniai sudaryti pagal tam tikrus pozymius, o aib¢ apibrézian¢iy savybiy derinys
atitinka sgvokos intensija. Savo darbe Ferreirdsas [1996] parodo, kad Sis
panaSumas néra atsitiktinis; dél to ,kalti“ ir didziausig jtakg pokyciams
matematikoje turéjo B. Riemannas (1826-1866) ir R. Dedekindas. Ne maziau
aiskiai sgvokas su aibémis siejo B. Bolzano (1781-1848) ir G. Frege, bet jy darbai



padaré mazesn¢ prading jtakg, nes buvo nezinomi to meto matematiky
bendruomenei.

Ka konkreciai reiSkia, kad Siuolaikiné matematika yra mokslas apie sgvokas?
Matematikoje iSimtinai nagrin¢jamos sgvokos, kuriy ekstensijg sudaro kitos
sgvokos, o ne realios tikrovés objektai. Sgvoky tyrimas reiSkia santykiy tarp
skirtingy sgvoky nustatymg. Paprastai tai daroma logikos priemonémis, parodant,
kad 18 sgvoka apibrézianciy savybiy iSplaukia kitg sgvoka apibréZiancios savybés.
Pavyzdziui, teisingas teiginys: kiekviena diferencijuojama funkcija yra tolydi
funkcija. Siuo atveju ,,diferencijuojamos funkcijos“ savoka palyginama su
,tolydzios funkcijos* sgvoka. Ne bet kokios sgvokos nagrinéjamos matematikoje.
Negana to, kad sagvoky intensija privalo biiti neprieStaringa, o ekstensija netuscia,
Stuolaikingje matematikoje nagrinéjamy sgvoky pasirinkimg lemia pacios
matematikos vystymosi tendencijos, jas paprasCiausiai gali jtakoti estetiniai ar
vidinés harmonijos kriterijai. Sagvokos pasirinkimg tyrimui gali lemti ir taikomojo
pobiidZio motyvai, bet jie nebéra dominuojantys, kaip anksc¢iau. Toliau Zodziais
matematiné sqvoka zymésime tik tas sgvokas, kurios yra matematikos tyrimo
objektai.

Matematika ne visada buvo tokia, kaip ¢ia apibiidinta — grei¢iau buvo kitokia. Tai
iliustruosime funkcijos sgvokos evoliucijos pavyzdziu. Ne visai grieztai sakoma,
kad funkcija f is aibés A | aibe B yra taisyklé, kuri kiekvienam aibés A elementui x
priskiria vienintelj aibés B elementa, zymimga f(x). Taip sakant reikéty apibrézti,
kas yra taisyklé. Taciau neproblemiskais atvejais matematikoje stengiamasi siekti
paprastumo ir visiSko grieztumo pusiausvyros. Laikantis matematinio grieztumo
reikalavimy, funkcijg galima apibrézti arba kaip tam tikrg Descarteso sandaugos
AxB poaibj, arba aksiomiskai, kaip tai daroma kategorijy teorijoje.

Taip apibrézta funkcijos sgvoka pradéta naudoti tik 19-0j0 amziaus antroje puséje,
kai atsirado aibés sgvoka, grindziama realiojo skaiCiaus savoka, skirtinga nuo
skaiciaus kaip tasko ant tiesés sampratos [Laugwitz; 2008, p. 211]. Tok;j funkcijos
sgvokos apibrézimg 1émé tai, kad dvi funkcijos f ir g i$ aibés A j aibe B yra lygios
tada ir tik tada, kai funkcijos reikSmés f(x) ir g(x) yra lygios kiekvienai argumento
reiksmei X i§ A. Si funkcijos savybé tapo labai svarbi tiriant galima funkcijos
reiSkimg eilute (begaline suma).



Funkcijos sgvokos atsiradimas siejamas su |. Newtono (1646-1727) ir G. Leibnizo
(1646-1716) darbais apibudinant judéjima (arba kitima) matematigkai. Sie darbai
zymi diferencialinio ir integralinio skai¢iavimo kirimo pradzig. Tuo metu, 17-
ajame amziuje, buvo kalbama apie kintamuosius ir apie tai, kaip kintant vienam
kintamajam, Kinta kitas kintamasis. Sig savybe atitinkanti savoka buvo vadinama
kreive (ne funkcija). Tik L. Euleris (1707-1783) kreivés sagvokai suteiké funkcijos
formg, taciau zZymiai siauresne prasme uz tg, kuri naudojama dabar. 1748 m. savo
knygoje Introductio in analysis infinitorum funkcijg apibrézia kaip israiskg,
teigdamas, kad

kintamo skaitinio dydzio funkcija yra analiziné israiska, tam tikru bidu sudaryta is
kintamy skaitiniy dydziy ir konkreciy skaiciy arba pastoviy skaitiniy dydziy (cit. pagal
[Laugwitz; 2008, p. 197] ).

Paprasciau kalbant, funkcija laikomas tik formulés iSraiSkg turintis reiskinys;
pavyzdziui, polinomas.

Peréjimg nuo isSraiSkos prie funkcijos Sgrensenas [2002] laiko paradigminiu
poky¢iu matematikoje T. Kuhno prasme ir 18-0j0 amziaus laikotarpj iki 1820 mety
vadina formulémis grindziama matematika (angl. formula based mathematics). Jis
raso:

Matematikoje formulé buvo kartu ir rezultatas, ir metodas, o matematiko mgstyme
formulé buvo kartu ir objektas, ir priemoné. Matematikos rezultatas buvo gaunamas
formaliai manipulivojant israiskomis (formulémis), o rezultatas vélgi buvo nauja
formule. [....] formulé buvo pagrindinis matematikos objektas ir tik palaipsniui tapo
Kitokio pobudzio objekto israiska. [Sgrensenas; 2002, p. 2]

Skirtuma tarp dabartinés funkcijos sampratos ir iSraiSkos gerai iliustruoja
viduriniyjy reik§miy teorema. Siuolaikiniame matematinés analizés kurse $i
teorema formuluojama taip: jei uzdarame realiyjy skaiéiy intervale [a,b] apibrézta
funkcija f su reiksmémis realiyjy skaiciy aibéje yra tolydi ir jei nulis yra tarp f(a) ir
f(b), tai egzistuoja toks skaicius c € [a,b], kad f(c) = 0. Dél funkcijos skirtingos
sampratos, L. Euleris ir jo amzininkai $ig teorema formulavo tik polinomams.
Tuometinis teoremos jrodymas reiSké reikalavimg parodyti, kad polinomas turi
sprendinj. (Toks faktas dabar vadinamas fundamentaligja algebros teorema ir jos
pirmasis jrodymas priskiriamas C.F. Gaussui 1799 m.) Pastarasis jrodymas buvo
grindZiamas tuo metu akivaizdziu laikomu faktu, kad dvi ,tolydzios* kreivés
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privalo turéti sankirtos taska, jei viena i§ jy turi tasky, esanciy abiejose Kitos
kreivés pusése.

Pastarasis argumentas iliustruoja, kaip geometrijos vaizdiniai ir intuicija buvo
naudojami matematiniame jrodyme. Funkcijos, kaip iSraiskos, tolydumas 17-ajame
amziuje reiSké visai kg kita nei Siandieninéje matematikoje. Buvo sakoma, kad
iSraiSka yra tolydi, jei jg sudaro viena formulé; prieSingu atveju iSraiskos, kurioms
uzrasyti reikéjo keliy formuliy, buvo vadinamos trikiomis. Tuo tarpu savybé,
atitinkanti tolydumg Siuolaikine prasme, reiSké tai, kad funkcijos grafikas neturi
trukiy — vel gi apeliacija ; geometring intuicija. Be to, buvo paplitusi nuomone, kad
nera prasmes nagrinéti netolydziy Siandienine prasme funkcijy, nes tokiy realiame
pasaulyje néra.

Gerokai grieztesnj viduriniyjy reikSmiy teoremos jrodyma pirmieji pasitlé B.
Bolzano ir A.L. Cauchy (1789-1857) [Dunham; 2005, p. 80-83]. Abu jrodymai
rémési funkcijos tolydumo sgvoka Siuolaikine prasme, kuri jau nenaudojo
geometrinés intuicijos, bet dar buvo formuluojama Zodziais. Dabar studentams
puikiai Zinoma ,,&-6 kalba“ pradéta naudoti jrodymuose kitame A.-L. Cauchy
veikale Calcul infinitésimal, o K. Weierstrassas (1815-1897) pradéjo naudoti ,,&-0
kalba*“ sgvoky apibréztyse. IS tiesy, Cauchy savo garsiajame analizés kurse [1821]
dar neskyré tolydziosios funkcijos nuo diferencijuojamosios. Vis délto abiejuose
jrodymuose buvo atsisakyta iSraiSky naudojimo, formuluojant viduriniyjy reikSmiy
teoremg bet kuriai tolydziajai funkcijai.

Dar svarbiau buvo tai, kad funkcijos kaip iSraiSkos supratimas tapo klititimi
nagrinéjant jau minétg J. Fourier (1768-1830) eilu¢iy (begaliniy sumy)
konvergavima [Laugwitz; 2008, 2.2.3 skyrelis]. Priminsime, kad 19-0jo amziaus
pradzioje J. Fourier suformulavo idéja, kad bet kuri funkcija yra iSreiSkiama eilute
paprasty funkcijy, pavyzdziui, trigonometriniy funkcijy eilute. Natiiralu, kad Sio
uzdavinio sprendimas priklauso nuo funkcijos sampratos. Jdomu tai, kad dauguma
toliau aptariamy 19-0jo amziaus svarbiausiy matematikos pasiekimy buvo gauti
siekiant i$spresti $ig J. Fourier eiluc¢iy konvergavimo problema.

Jau minétas Sgrensenas [2002; p. 3] formulémis grindziamos matematikos
paradigmos antiteze laiko paradigmg, kurig jis vadina sgvokomis grindzZiama
matematika (angl. concept based mathematics). Taigi ¢ia aptariama Siuolaikiné
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funkcijos samprata yra sgvokos pavyzdys, iliustruojantis bendra pokyti
matematikos tyrimuose. Susijusiomis sgvokomis yra tolydzioji funkcija,
diferencijuojamoji funkcija ir panaSiai. Peréjimas prie sgvokomis grindZiamos
matematikos reiSké Zzymy pokyti matematikos objekto sampratoje. Naujoje
sampratoje matematikos objektu tampa sgvokos ekstensija, t.y. kity sgvoky
rinkinys, turintis bendra pozymiy rinkinj — intensija. Sarysiai tarp sgvoky reiské
sarySius  tarp sgvoky ekstensijy. Pavyzdziui, teiginys, kad Kkiekviena
diferencijuojamoji funkcija yra tolydi, reiské, kad diferencijuojamyjy funkcijy
sgvokos ekstensija yra dalis tolydziyjy funkcijy savokos ekstensijos. Toks
peréjimas reiSke daug naujy aspekty matematiniuose samprotavimuose, kuriuos
Serensenas [2002] detaliai apzvelgia N. Abelio (1802-1829) darby kontekste.

Kalbant apie funkcijos savokos evoliucijg reikia pabrezti, kad iki 19 amZiaus
funkcija iSreiSké tik realaus pasaulio sarySius. Todél buvo manoma, kad tik
tolydziosios funkcijos turéjo prasme¢ — aiSkinant tuo, kad fiziniai objektai niekur
nedingsta ir i§ nieko neatsiranda. Sio funkcijos betarpisko siejimo su realiuoju
pasauliu aiskiai ir sgmoningai atsisako B. Riemannas, ir tokiu btuidu praveria duris j
matematikos atsiskyrimg nuo gamtos mokslo, tuo metu dar vadinamo Gamtos
filosofija.

Bernhardas Riemannas (1826-1866).

Savo paskaitose 1854 m., skirtose geometrijos pagrindams, B. Riemannas
panaudoja naujg sgvokg — daugdara (vok. Mannigfaltigkeit; angl. manifold) — kaip
priemone gilesniam geometrijos ir jos aksiomy supratimui. Siuolaikinéje
matematikoje daugdarai suteikiama kita prasmé. Ferreir0so [1996; p. 22] analizé
rodo, kad Riemanno daugdara buvo tarpiné sgvoka tarp jau minétos matematikai
fundamentalios, bet miglotos, dydzio savokos ir sgvokos ekstensijos, i§ esmés
sutapdama su pastargja. Daugdara, Kaip ir dydis, buvo abstraktus objektas. Taciau
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daugdaros apibrézimas siejamas su logika, skirtingai nuo dydzio aiSkinimui
naudojamo abstrahavimo proceso ir apeliacijos ] geometring-erdving intuicija.
Kitaip tariant, praktiné, su realia tikrove susijusi intuicija kei¢iama logine intuicija.
B. Riemannui daugdara buvo priemoné pagrjsti naujam jo jvestam matematikos
objektui Riemanno pavirsiui, kurio buvo nejmanoma interpretuoti to meto trimatés
geometrinés erdvés sampratos kontekste. IS esmés daugdara tapo Siuolaikingje
matematikoje naudojamos aibés sampratos prototipu.

Pagal analogija su dydziu, B. Riemannas kalbéjo apie diskrecigsias ir tolydzigsias
daugdaras. Pirmoji 1§ Siy sgvoky buvo siejama su skaiciais, o antroji su geometrija.
B. Riemannas teigé (Ferreirds [1996; p. 23]), kad su bet kuriuo objektu galima
susieti sgvoka, kuri tokiu biidu tampa matematikos objektu. B. Riemanno pozitirj j
sgvokas iliustruoja jo zodziai: ,,gamtos mokslai yra bandymas suprasti Gamta
naudojant tikslias sgvokas® (Ferreiros [1996; p.10] ). Tai rodo, kad B. Riemannas
matematikg laiké savarankiSka Ziniy sistema, tiesiogiai nepriklausoma nuo
patirties, bet, kartu su Gamtos mokslais, naudojama tai patirciai interpretuoti.

Tolesné aibés sampratos evoliucija susijusi su R. Dedekindo darbais. 1888 m. R.
Dedekindo straipsnyje Was sind und was sollen die Zahlen? (Kas yra skaiciai ir
kuo jie turéty biiti?) apibréziami naturalieji skai€iai naudojant Siuolaikine prasme
prasta aibés sampratg ir funkcija tarp aibiy, kuri pirmg kartg traktuojama kaip
lygiavertis matematinis objektas. Be kity dalyky, jis pirmg kartg apibrézia begaling
aibe tiesiogiai: aibé X vadinama begaline, jei egzistuoja abipus vienareikSmé
atitiktis tarp X ir kurio nors jos poaibio, nesutampancio su X; prieSingu atveju X yra
baigtiné. Iki tol begalin¢ aibé budavo apibréziama, kaip prieSinga baigtinei.
Skirtingai nuo B. Riemanno, R. Dedekindas minétame ir kituose savo darbuose
nebemini dydZio, sakydamas, kad aritmetika negali naudotis iSorinémis jai
id¢jomis, panaSiomis ] dydZio sampratg. To prieZastis yra grieztumo matematikai
reikalavimas.

Ne maziau svarbus R. Dedekindo indélis kei¢iant matematikos vaidmenj atspindint
Gamtg yra B. Riemanno nagrinétos folydziosios daugdaros sampratos
patikslinimas, Kkuris Siuolaikinéje matematikoje atitinka realiyjy skaiciy aibés
pilnumo savybe. Si daugdaros ar aibés savybé taip pat kartais vadinama,
atitinkamai, daugdaros ar aibés kontinuumu. Realiyjy skai¢iy aibés atveju
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kontinuumas yra aiskiai apibréZtas terminas, taciau taip nebutinai yra, kai apie
kontinuumg kalbama kitame kontekste, pavyzdziui, intuityviame (fenomenologija).

Matematinis kontinuumas. Svarbiausiu laiméjimu siekiant matematinés analizés
grieztumo ir tikslumo 19-ame amziuje buvo realiojo skaiciaus sgvokos apibréztis
naudojant aibés ir jos elemento sampratas. Taip realiyjy skaiciy aibé ir geometriné
tiesé tapo skirtingais matematikos objektais. Sios problemos istorijos pradzia yra
tai, kad racionaliyjy skai¢iy nepakako geometriniams dydziams matuoti — faktas,
kuris buvo zinomas dar antikinéje Graikijoje kaip nebendramaciy dydziy
galimumas. Tiksliau, atkarpy A ir B ilgiai vadinami bendramaciais dydziais, jei
atsiras tokia atkarpa C, kad tiek j A, tick j B ji telpa po sveikg skaiciy karty.
Manoma, kad pitagorietiai pirmieji teoriskai jrodé V2 iracionaluma, parodydami,
kad vienetinio kvadrato jstrizainés ilgis néra bendramatis su vienetu, t.y. savo
krastinés ilgiu. Sis faktas parodé, kad geometriniy dydZiy tolydumas néra
iSreiSkiamas diskreciais dydziais — racionaliaisiais skaiCiais. Kartais tai vadinama
pirmaja matematikos krize. Siekdamas apibendrinti skai¢iaus sgvoka tiek, kad jais
galima buty iSreiksti geometrinius dydzius, senovés graiky matematikas Eudoxus
sukiiré proporcijy teorija, vertinting kaip realiyjy skaiciy pirmtaka.

Priespriesa tarp diskretaus ir tolydaus atgimé 17-ajame amziuje, kartu su bandymu
matematiSkai apibiidinti jud¢jimg. Kontraversijg iSreiSkeé besikeiCiantis poziiiris |
tai, kas yra be galo mazas dydis (angl. infinitesimal magnitude). Vieno poziiirio
Salininkai teigé, kad be galo mazas dydis yra nedalomas kontinuumo elementas,
panaSus j Democrito atomg ir tokiy dydziy yra be galo daug. Tai reiskia, kad
tolydumag simbolizuojantis kontinuumas yra sudarytas i§ diskreCiy elementy. .
Newtono déka be galo mazo dydzio samprata jgavo nauja kokybe — galimybe biti
kaip norimai mazu dydziu. Palaipsniui kontinuuma, pavyzdziui, ties¢, imta laikyti
tolydaus kintamojo reikSmiy sritimi taip tolydumui imant virsy pries diskretuma.

Savo darbe ,,The Analyst“ G. Berkeley [1734] parodé, kad be galo mazy dydziy
sagvoky naudojimas néra aiSkesnis uz teologijos dogmas. Jis tvirtino, kad
matematikai nepateiké svariy argumenty naudojamoms procediiroms pateisinti,
nors neneigé gaunamy rezultaty svarbos. Sis G. Berkeley darbas iSprovokavo
kontraversijg tarp matematiky, kurios pasekme tapo pagrindiniy prielaidy ir idéjy
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iSryskinimas naujoje analizéje. Minétoji A.-L. Cauchy ribos samprata eliminavo be
galo mazy dydziy naudojima jrodymuose®.

Cauchy pasiiilyta ribos samprata kartu reiské ir matematinio jrodymo kaitg ir ne tik
atsisakant intuicija grindziamo samprotavimo. Trumpai tariant, jrodymas i§ esmes
tapo keliy matematikos sagvoky palyginimas naudojant logine dedukcijg (iSvedima).
Ji reiSkia samprotavimg, sudaryta 1§  loginiy teiginiy, kuris skiriasi nuo
samprotavimo, kai rezultatas gaunamas atlickant techninius skaiiavimus. Ne
visada matematikos jrodymas buvo toks, koks jis yra dabar. Peréjimas nuo
konkrec¢iy matematikos iSraisky tyrimo prie sgvoky tyrimo Zymejo ir per¢jimg nuo
,,Skaiiuojamosios matematikos prie ,,mgstymo* matematikos. Kaip principg, §]
pokytj jrodymuose skelbé vienas i§ B. Riemanno mokytojy J.P.G. Dirichlet (1805-
1859): sprendziant problemg reikia minimizuoti aklg skai¢iavimg ir maksimizuoti
aiSky mastyma [Gray; 2008, p. 67].

Pokyciai matematikoje 19-o0 amziaus antroje pusé€je paskatino atgimti logika, kuri
savo 18sivystymu vis dar primin¢ Aristotelio laikus. Pagrindiné to meto loginé
forma — silogizmas — negaléjo iSreikSti svarbiausiy matematikos teiginiy,
nusakanciy egzistencijg ar visuotinumg. Dar svarbesné buvo nuojauta, kad logika
gali tapti matematikai tuo pagrindu, kuriuo iki tol buvo gamtos mokslai. Sig
nuojautg su kaupu realizavo G. Frege (1848-1925), sukurdamas matematinés
logikos pagrindus. Jo darbo tikslas buvo parodyti, kad natiiraliojo skaic¢iaus sgvoka
galima tiksliai apibrézti naudojant vien tik logika. Savo ruoZtu jam teko sukurti
logika, kuri galéjo iSreiksSti visus aritmetikos teiginius. Tai jis atliko savo darbe
Begriffsschrift (savoky kalba), kuris laikomas paciu svarbiausiu kada nors parasytu
logikos veikalu (Frege [1879]). Pavyzdziui, iki tol logikoje naudotas subjekto ir
predikato formas jis pakeité funkcija ir jos argumentu. Dar svarbiau yra tai, kad
Frege pradéjo naudoti egzistencijos ir visuotinumo kvantorius logikoje, ir taip
igalino iSreiksti logine forma visus aritmetikos teiginius, tarp jy ir natiiraliyjy
skai¢iy indukcijg. Frege planavo sgvoky pagalba iSreiksti ir realiuosius skaicius,
taciau Sio darbo nebaigé dél lemtingojo B.Russello (1872-1970) paradokso.

’ Be galo maziems dydziams apie 1960 metus A. Robinsonas suteiké grieztg prasme $iuolaikinés
matematikos kontekste.
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19-0 amziaus antroje puséje keletas matematiky pasitilé i§ esmés du skirtingus
realiyjy skai¢iy konstravimo biidus (Ch. Méray, E. Heine, R. Dedekindas, G.
Cantoras). Kontrukcijos buvo motyvuojamos skirtingai formuluojamomis skai¢iy
tolydumo (plySiy neturéjimo prasme) sampratomis. Pavyzdziui, G. Cantoro
(1845-1918) konstrukcija rémési tokia realiyjy skaiCiy aibés savybe: realiyjy
skai¢iy seka (X,) konverguoja } realyj] skaiCiy tada ir tik tada, kai ji yra
fundamentali, t.y. kiekvienam nattraliajam skai¢iui K egzistuoja toks naturalusis
skaiCius N, kad sekos nariy skirtumo modulis |X,-X|<1/K kai n>N ir m>N. Siekiant
apibrézti realiuosius skai¢ius pirmiausia yra nagrinéjama aibé visy fundamentaliyjy
seky, kurias sudaro racionalieji skai¢iai. Sioje aibéje dvi racionaliyjy skai¢iy sekos
(Xn) Ir (yn) vadinamos ekvivalenCiomis, jei joms galioja savybé: kiekvienam
natiiraliajam skaiciui K egzistuoja toks nattralusis skai¢ius N, kad atstumas |X,-
yn|[<1/K kai n>N. Tada parodoma, kad aibé R, kurios elementais yra sutapatintos
ekvivalencios racionaliyjy skai€iy fundamentalios sekos, tenkina visas realiyjy
skaic¢iy aibés aritmetiniy operacijy ir tvarkos savybes. Be to, aibéje R galioja
savybe: kiekviena fundamentali realiyjy skaiciy seka konverguoja i realyj; skaiciy.
Ji reiSkia, kad realieji skai€iai uZpildo ,tarpus tarp racionaliyjy skaiciy, t.y.
realiyjy skai¢iy aibé yra ,tolydi“. Si savybé vadinama realiyjy skaidiy aibés
pilnumo savybe.

R. Dedekindo pasitlyta realiyjy skai¢iy aibés konstrukcija naudoja i§ pirmo
zvilgsnio kitg pilnumo savybe: kiekviena netuscia ir aprézta realiyjy skaiciy aibe
turi maziausig virSutinj rézj ir didZiausig apatinj rézj. Universiteto pirmojo Kurso
matematikos studentas paprastai zino ir gali jrodyti, kad abi pilnumo formos yra
ekvivalencios, t.y. viena i$ jy galioja tada ir tik tada, kai galioja kita. R. Dedekindo
konstrukcija kei¢ia realiyjy skaiCiy aibés pilnumo savybe tokia realiyjy skaiciy
,.tolydumo* savybés samprata: jei visi realiyjy skai¢iy aibés R elementai yra
padalyti j dvi dalis taip, kad visi vienos dalies elementai yra kairéje puséje nuo visy
kitos dalies elementy, tai egzistuoja lygiai vienas aibés R elementas, kuris
realizuoja tokj aibés R padalijimg j dvi dalis.

Siekdami atskirti Sias dvi realiyjy skaiciy aibés pilnumo (tolydumo) sampratas,
vieng 1§ jy vadinsime Cantoro kontinuumu, o kitag vadinsime Dedekindo
kontinuumu. Reikia pastebéti, kad konstruojant Cantoro kontinuumg (kaip ir
Dedekindo kontinuumg) nebuvo naudojami jokie objektai, kurie nepriklauso

racionaliyjy skaiciy aibei; tarp jy nebuvo naudojami ir geometrijos objektai. IS
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konstrukcijos neiSplaukia, ar geometriné tiesé turi Cantoro kontinuumo pilnumo
savybe, ar ne. Ta patj galima biity pasakyti apie sarysj tarp geometrinés tiesés ir
Dedekindo kontinuumo. Tg gerai suvoké ir G. Cantoras ir R. Dedekindas. Siekiant
matematinio kontinuumo vienareikSmiskumo, paprastai naudojama Dedekindo-
Cantoro aksioma arba tiesés tolydumo aksioma: tarp tiesés taSky aibés ir realiyjy
skaiCiy aibés egzistuoja abipus vienareikSmé atitiktis. Grieztai kalbant, neaisku, ka
reiSkia geometrinés tiesés kontinuumas. Euklido Pradmenyse esanciy aksiomy
nepakanka suformuluoti tinkama tiesés tolydumo sampratg. Taciau ja galima gauti
papildzius naujomis aksiomomis (zZr. tolydumo aksiomas knygoje Greenberg
[2007]). Kita vertus, skirtinga geometrinio kontinuumo samprata iSplaukia i§ D.
Hilberto (1862-1943) geometrijos aksiomy.

Paprastai kontinuumu vadinama realiyjy skai¢iy aibés galia c. Tokiu atveju,
kiekviena aibé, kuri turi abipus vienareikSmg atitiktj su R, turés tg paciag galig ir
vadinsis kontinuumu. Aibiy teorijos ,,déka” matematinis kontinuumas yra
sudarytas i§ diskre¢iy elementy, ir Sis pozitiris j kontinuuma kol kas dominuoja tarp
matematiky. Taciau opozicija Siam poziiiriui nickada nebuvo isblésusi (H.
Poincaré, H. Weylis ir daugelis kity).

Fefermanas [2009] pasitilé kontinuumg tapatinti ne su aibés galia, o su pacia aibe.
Jis nagrinéja net devynis skirtingus matematinius kontinuumus. Lygindamas juos
savo pasiilytu konceptualaus struktiiralizmo poziiiriu, kvestionuoja matematinio
kontinuumo sgvokos vienareikSmiskumg. Tuo tarpu raSydamas apie kontinuumg
gamtos moksluose, Fefermanas [2009] teigia:

Kadangi matematikos turinys is esmés skiriasi nuo gamtos moksly turinio, 0
matematikos Zinios yra tam tikra prasme a priori, skirtingai nuo gamtos mokslo Ziniy a
posteriori pobudzio, sunkiausia — naudojant Wignerio [1960] ZodZius — paaiskinti
nepaaiskinamg matematikos efektyvumq gamtos moksluose. [...] Kadangi visa
matematika remiasi realiyjy skaiciy sistema, tai bet kuriuo sqrysio tarp matematikos ir

gamtos poziuriu visame tame neegzistuoja savarankiska fizikinio kontinuumo samprata.

Kitaip tariant, néra fizikinio kontinuumo sampratos, kuri skirtysi nuo matematinio
kontinuumo.

Kontinuumo sgvoka, kaip ir skaiCiaus sgvoka, apibréziama naudojant aibés ir jos
elemento sgvokas. Pastarosios sgvokos, B. Riemanno ir R. Dedekindo déka, tapo

svarbiausiomis matematikoje [Ferreirds; 1996].
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Aibiy teorija. Matematiné aibés sgvoka paprastai siejama su G. Cantoro vardu.
Taciau jo vardg teisingiau bty sieti su begaliniy aibiy hierarchijos sukiirimu. 19-
0j0 amziaus pabaigoje, susidiirus su paradoksais, aiSkéjo biitinybé tiksliau apibrézti
aibés ir jos elemento sgvokas. Tarp keleto alternatyvy dominuojancig padétj
matematikoje uZzima Zermelo—Fraenkelio aksiomy sistema (sutrumpintai ZF
aksiomy sistema). Sios sistemos rinkimo aksioma sukélé didziausia ir iki $iol
besitesiancig kontraversijag [Moore; 1982].

Rinkimo aksioma Jei F yra netusciyjy aibiy rinkinys, tai egzistuoja tokia funkcija
f, kad 1(S) € S kiekvienai aibei S is rinkinio F.

Kitaip kalbant, turint bet kurj netuséiyjy aibiy rinkinj F, egzistuoja tokia aibé,
kurioje yra po viena elementa i§ kickvienos rinkinio F aibés S. Siuolaikinéje
matematikoje rinkimo aksioma tapo jprastu faktu, naudojamu jrodyti daugeliui
svarbiy savybiy.

Viena tokiy savybiy susijusi su Lebesgue matu realiyjy skaiciy aibéje R. Matu
vadinama neneigiamas reikSmes jgyjanti funkcija m, apibrézta realiyjy skaiciy
aibéms taip, kad galioja skaifiojo adityvumo savybé, pastumtos aibés matas
nesikeicia ir vienetinio intervalo [0,1] matas lygus 1. Pavyzdziui, realiyjy skaiciy
intervalo [a, b] Lebesgue mato reik§mé yra to intervalo ilgis »—a. Pasirodo, kad
tokia funkcija apibrézta ne visoms realiyjy skai¢iy aibéms. Aibés, kurioms
Lebesgue matas apibréztas, vadinamos maciosiomis aibémis. Naudojant rinkimo
aksiomg, 1905 m. G. Vitali (1875-1932) sukonstravo aibe, kuri néra mati (zr. Jech
[2008, p. 2]).

Rinkimo aksioma yra esminé jrodant nemacios aibés egzistavimg. R. Solovay
[1970] sukonstravo tokj matematinj objekta, vadinamg ZF aksiomy modeliu,
kuriam galioja visos ZF aksiomos, iSskyrus rinkimo aksioma, bet visos realiyjy
skaiciy aibés yra macios. Paprastumo poziiiriu atrodyty, kad gal biit verta atsisakyti
rinkimo aksiomos. Taciau egzistuoja kitas ZF aksiomy modelis be rinkimo
aksiomos, kuriame egzistuoja begalin¢ realiyjy skaiCiy aibé, neturinti skaitaus
poaibio (Zr. Jech [2008; p. 141]). Si ir daug kity matematikams nejprasty savybiy,
nesant rinkimo aksiomos, atsveria sunkumus, susijusius su nemaciyjy aibiy
egzistavimu. Toliau paminésime svarbiausig su rinkimo aksioma susijusig
kontraversija.
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Banacho-Tarskio paradoksas. Siuo vardu vadinama grupé matematikos teiginiy
apie galimybe suskaidyti rutulj j baigtinj skaiciy daliy, i$ kuriy, sukant ir stumdant,
galima surinkti du naujus tokio pat dydzio rutulius. Pirmajj tokj teiginj 1924 metais
jrodé S. Banachas ir A. Tarskis (daugiau apie tai zr. Wagon [1985]). Kadangi toks
teiginys prieStarauja gyvenimiSkai intuicijai, Siems teiginiams pridedamas
paradokso vardas.

Suformuluokime teiginj tiksliau. Pirmiausia primename, kad kalbama apie
matematikos objekta — rutulj. Konkretumo délei tarkime, kad tai yra vienetinis
uzdaras rutulys trimatéje Euklido erdvéje, t.y. aibé

S={(xy,z) €R*x*+y*+z% < 1}.

Esminis skirtumas tarp rutulio S ir realaus fizinio rutulio yra tas, kad S yra
sudarytas i$ be galo daug elementy. Realus rutulys gali turéti tik baigtinj skaiCiy
daliy — atomy. Galime ignoruoti ta aplinkybe, kad atomg sudaro dar mazesnés
dalelés. Bet kuriuo atveju, remiantis atomo fizikos teorija, realy rutulj sudaro
baigtinis skaicius elementy.

Teiginys Egzistuoja toks baigtinis rinkinys aibiy A4,...A,, Kurios poromis nesikerta
ir jy sqjunga yra aibé S. Be to, egzistuoja tokio pat dydzio funkcijy rinkinys fi,...,f,
kurios yra Euklido erdvés sukiniai ir postiumiai, o aibiy rinkinio B;=f;(Ay), ...,
Br=f.(Ay) pirmyjy m ir likusiy n—m elementy sqjungos atitinkamai sudaro aibe S ir
pastumtq aibe S".

Detaly teiginio jrodyma ir daugel; kity su paradoksu susijusiy fakty galima rasti
Wagon [1985]. Svarbiausia tai, kad Sio teiginio jrodyme naudojama rinkimo
aksioma. Tai reiSkia, kad rutulio S suskaidymas j dalis néra konstruktyvus, t.y. néra
baigtinio algoritmo, kuris duoty norimg rutulio suskaidymg. Gal bat §is teiginys
bus suprantamesnis, jei prisiminsime, kaip nattraliyjy skaiCiy aib¢ N galima
padalyti j dvi nesikertancias dalis ir kiekviena i§ jy yra tokio pat dydzio, kaip ir
pradiné aibé N. IS tikryjy, tegul C; yra visy nelyginiy skai¢iy aibé {1,3,5,...}, o C,
yra visy lyginiy skaiciy aibé {2,4,6,...}. Aisku, kad aibés C; ir C, nesikerta, o jy
sajunga yra aibé N. Dabar pakanka jsitikinti, kad tarp aibiy C; ir N bei tarp aibiy C,
ir N galima apibrézti funkcijas, kurios nustato abipus vienareikSmes atitiktis tarp
kiekvienos poros nariy. Pirmoji funkcija kiekvienam 2n-1 € C, priskiria n € N, o
antroji funkcija kiekvienam 2n e C, priskiria n € N. Abipus vienareikSmé atitiktis
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tarp dviejy aibiy reiskia, kad jos turi ta patj dydj (galia). Sis faktas baigtinéms
aibéms yra akivaizdus, o begalinéms aibéms, kaip rodo pastarasis pavyzdys, gali
blti maziau akivaizdus. Savo laiku Galileo, pastebéjes tokias nattiraliyjy skaiciy
aibés savybes, vertino jas kaip argumentg prie§ begalybés naudojimg moksle.

Dar gilesnés matematinés intuicijos reikia, bandant suprasti Banacho-Tarskio
paradoksg. Matematikai zino, kad ne kiekviena trimatés Euklido erdvés aibé turi
tarj. Tario savoka rutuliui ir kitoms panaSioms figliroms yra gerai Zinomos. Sias
sgvokas galima apibendrinti ir bet kokiems Euklido erdvés poaibiams. Nauja
sgvoka vadinama aibés matu, o aibé, kuriai egzistuoja matas, vadinama macigja.
Pasirodo, kad ne kiekvienas Euklido erdvés poaibis yra matus; tokios aibés turi
labai sudétingg geometring struktiirg. To struktiiros sudétingumo pasekme ir
galima buty aiskinti Banacho-Tarskio paradokso prasme. Kitame skyrelyje
matysime, kad Siy dieny fizikai, net Banacho-Tarskio paradoksas neatrodo
paradoksaliu.

Kaip jau minéta, nepaisant Banacho—Tarskio paradokso, aibiy teorija, grindziama
ZF aksiomy sistema, dominuoja matematikoje. Kita iki Siol svarbi kryptis
matematikoje yra L.E.J. Brouwerio (1881-1966) intuicionizmas. Jo nuomone,
svarbiausia yra protu arba mintyse atliekama matematiniy objekty konstrukcija, o
ne logikos désniy taikymas. Brouwerio pozitiriu, ne laisvas aksiomy pasirinkimas
sudaro matematikos esme, bet laisve atlikti konstrukcija mintimis. Viena 1§ Sio
poziiirio iSvady yra tai, kad negalimo tre¢iojo désnis logikoje (teiginys ,,A arba ne
A* teisingas visiems teiginiams A) néra taikytinas matematikoje. Intuicionistingje
matematikoje matematinis jrodymas yra mintin¢ konstrukcija. Todél teiginys ,,A
arba ne A* yra jrodomas, jei yra jmanoma teiginj A atitinkanti konstrukcija arba
teiginj ,,ne A*‘ atitinkanti konstrukcija.

Kaip alternatyvg Brouwerio intuicionizmui, D. Hilbertas (1862-1943) pasiilé
savgjag matematikos formalizavimo programa, kuri tur€jo suteikti pagrinda
matematikos neprieStaringumui. Pagal Sig programg reikéjo: (1) sukurti tokig
formaligjg sistemg, kuri apimty natiiraliyjy skaiciy aritmetika; (2) jrodyti, kad
tokioje sistemoje nejmanoma gauti du vienas kitam prieStaraujancius teiginius ir
(3) toks nepriestaringumo jrodymas turi remtis pacioje sistemoje konstruojamais
,finitiniais* metodais, analogiSkais Brouwerio mintinéms konstrukcijoms. Taciau
K. Gddelis (1906-1978) jrod¢, kad bet kurios pirmg salyga tenkinanc¢ios formalios
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sistemos neprieStaringumo jrodymas néra jmanomas tokios sistemos vidinémis
priemonémis, ir todél nejmanoma realizuoti Hilberto programg jos pradine forma.
Sis faktas iliustruoja matematikos vidinj poreikj pléstis — savybe nesuderinama su
uzdara formalia sistema.

Tarp kity matematikos pagrindimo alternatyvy yra 1916 m. sukurta S. Lesniewskio
(1886-1939) mereologija. Mereologija (i8 graiky Zodzio pepoc — dalis) yra
dedukciné loginé sistema, kurios pirminés sgvokos yra dalis ir visuma. Skirtingai
nuo aibiy teorijos, mereologinis sarysis tarp rinkinio ir jo elemento yra tranzityvus.
Tai, kad mereologija neturi tus¢iosios aibés savokos, yra Kitas jos ypatumas. Sios
teorijos Saknys gliidi antikinés Graikijos filosofijoje. Mereologija taikoma
jvairiuose moksluose. Ji naudojama ir kaip alternatyva Hilberto geometrijai,
siekiant pakeisti taskg kaip pirmin¢ sgvoka, tode¢l kartais siejama su alternatyva
matematinei kontinuumo sampratai. Prie to dar grjS§ime kitame skyriuje.

Predikatyvizmo programa. Aibés naiviosios sgvokos paradoksy priezastimi B.
Russellas laiké tai, kad, apibréziant naujas matematikos sgvokas, neiSvengta
ydingojo rato (angl. vicious circularity). Spresdamas $ig problemg B. Russellas
sukiiré savaja tipy teorija, kurig realizavo trijy tomy veikale Principia Mathematica
kartu su A.N. Whiteheadu (1861-1947) 1910-1913 m. Tipy teorijoje objektai yra
suskirstyti j tipus ir kiekvienas auksStesnés eilés tipas toliau padalytas j lygius. Toks
suskirstymas j lygius kliudé matematikai remtis tipy teorija, todél B. Russellui teko
priimti specialig aksiomg, kuri i§ esmés suzlugdé problemos sprendimg, kaip
parodé F.P. Ramsey (1903-1930) savo knygoje The Foundations of Mathematics
1925 m.

Tuo tarpu H. Poincaré (1854-1912) teigé, kad paradoksy priezastis yra konkreti
ydingojo rato forma, reiskianti, kad objektas c apibréziamas naudojant rinkinj C
objekty, tarp kuriy yra c. Si ydingojo rato forma gali sukelti neigiamy pasekmiy
tada, kai objektas ¢ yra ,,sukuriamas“ apibréztimi. Taip gali atsitikti tada, kai i$
anksto néra zinoma, kad visi klasés C elementai jau egzistuoja. Kiekviena
apibréztis, neturinti Sios ydingojo rato formos, vadinama predikatyvia (angl.
predicative).

Pasirodo, kad daugumos matematikos objekty apibréz¢iy néra predikatyvios.
Pavyzdziui, pagal R. Dedekinda, natiiraliyjy skai¢iy aibé N yra sankirta tokiy aibiy
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X, kurioms priklauso nulis, yra uzdaros prieaugio operacijos S atzvilgiu (Cia
S(n):=n+1) ir nulis nepriklauso reik§miy aibei {S(x): x € X}. Sioje apibréZtyje
dalyvauja aibiy X rinkinys, tarp kuriy yra ir apibréziamoji aibé N. Todél §i
natiiraliyjy skaiciy aibés apibréztis néra predikatyvi. G. Frege ir kitos natiraliyjy
skai¢iy konstrukcijos turi pana$ias problemas.

Predikatyviosios apibrézties problema taip pat atsiranda jrodant realiyjy skaiéiy
pilnumo savybe (kontinuumo klausimas). Tarkime, kad realieji skaiciai apibrézti R.
Dedekindo konstrukcijos pagalba: realusis skaiCius yra pjavis, kurj sudaro
nesikertanti racionaliyjy skai¢iy aibiy pora. Siame kontekste pilnumo klausimas
yra sprendZiamas jrodant, kad kiekviena netuS€ia ir aprézta pjuviy aibé turi
maziausia virdutinj réZj. Tegul X yra netu$éia ir apréZta pjuviy aibé. Sia aibe
atitinkantis maziausias virSutinis rézis yra toks pjavis y, kuriam priklauso visi tie
racionalieji skaiCiai ¢, kurie priklauso kuriam nors pjtviui X i$ X. Pastaroji pjivio y
apibréztis naudoja visy pjuviy rinkinj, tarp kuriy yra y. Taigi $i apibréztis néra
predikatyvi.

H. Weylis (1885-1955) savo 1918 m. knygoje Das Kontinuum émési darbo, kuriuo

bandé nustatyti, kiek galima issaugoti matematikos tarus, kad nataraliyjy skaiciy
aibé egzistuoja, o Vvisi kiti objektai konstruojami naudojant tik predikatyvias
apibréztis. Jis parodé, kad, sekant R. Dedekindu, galima sukonstruoti realiuosius
skaiCius, kuriems galioja silpnesn¢ pilnumo savybé: kiekviena aprézta realiyjy
skaiiy (pjuviy) seka turi maZiausia virSutinj réZj. Siuo atveju rinkimo aksiomos
tarp prielaidy néra, ir todél neijmanoma jrodyti jprasting realiyjy skaiciy pilnumo
savybe. Tac¢iau H. Weylis parodé, kad silpnesné pilnumo savybé vis dar pakankama
jrodyti visas 19-ame amziuje zinomas teoremas tolydziosioms funkcijoms.

Sis H. Weylio darbas iki galo nei§sprendé suformuluotos uZduoties. 20 amZiaus
pabaigoje Sig uzduotj toliau sprendé S. Fefermanas [1998]. Be kita ko, jis
suformulavo tokig predikatyvumo programa:

e Matematinés sgvokos, tokios kaip aibé ar funkcija, yra priimtinos tik tuo
atveju, jei formuluojamos naudojant apibréztis be ydingojo rato. Todél,
apibréziant naujus objektus galima remtis tik tokiomis konstrukcijomis,
kurios grindZziamos ankstesnémis apibréztimis.
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e Tariama, kad naturaliyjy skaiciy seka yra duota, o visy natiiraliyjy skaiciy
rinkinys sudaro aibe.

Sios programos tikslas — sustiprinti grieztumo standartus matematikoje, nedarant
tokiy revoliuciniy poky¢iy, kokiy reikalauja L.E.J. Brouwerio intuicionizmo
programa. S. Fefermanas spéja, kad ,,predikatyvioji matematika“ yra pakankama
gauti visg tg matematika, kuri yra butina Siy laiky gamtos mokslams.

Kas pateisina nepredikatyviyjy apibréz¢iy naudojimg Siuolaikinéje matematikoje?
K. GOdelis [1944; p. 456] pasitlé filosofinj nepredikatyviyjy apibréz¢iy naudojimo
matematikoje pateisinimg. Pasak jo, predikatyvumo reikalavimas yra problema
tada, kai objektas yra konstruojamas apibréztimi, ir taip atsitinka laikantis
konstruktyvizmo (matematinio nominalizmo) poziiirio ] matematikg. Taciau
laikantis realistinio pozitrio j matematikos objektus, kaip egzistuojancius
nepriklausomai nuo misy (matematinis platonizmas), nieko absurdisko néra tame,
kai apibréziamas objektas priklauso apibréztyje nagrinéjamai objekty klasei. Tokiu
atveju apibréztis nesukuria objekto, o tik nurodo ] jau egzistuojantj. Taigi
matematinis platonizmas uztikrina, kad visa S$iuolaikiné matematika tenkina
predikatyvumo reikalavima. Sis argumentas racionaliai paaiskina, kodé¢l dauguma
matematiky intuityviai laikosi matematinio platonizmo pazitry. Be to, tai puikus
pavyzdys, kokig didele reikSme matematikai gali turéti jos filosofija.

Kita vertus, galima apversti K. Godelio argumenta aukstyn kojom. Pripazindami
Siuolaikinés matematikos objekty teisétumg, nepaisant nepredikatyvaus jy
apibrézimo biido, sukuriame tam tikrg ty objekty egzistavimo statusg. Tai biity dar
viena matematinio realizmo forma.

Tai kas gi yra matematika?
e Matematika yra mokslas apie reikSmingas tvarkos ir sarySiy formas.
e Matematika yra mokslas apie galimy pasauliy struktiiras.
e Matematika yra mokslas apie begalybe.
e Matematika yra mokslas apie sudétingy sistemy struktiiras.
e Matematika yra tikrovés modeliavimo simboline forma tyrimas.
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Kiekvienas i§ Siy teiginiy yra gili tiesa remiantis Nielso Bohro tokios tiesos
pozymiu: joS neiginys taip pat yra gili tiesa. Kartu paémus, Sie teiginiai sudaro
apytikr] matematikos vaizda visumos perspektyvoje. 4-as ir 5-as apibtidinimai
paimti i§ Browder [1988; p. 286]. Ten taip pat teigiama, kad 1-as ir 2-as
apibtidinimai sudaro tai, kg Descartesas ir Leibnizas vadino mathesis. Tuo tarpu 3-
as apibuidinimas yra kildinamas i§ Leibnizo; véliau jj atgaivino Poincaré ir Weylis.

Pabandysime apibudinti matematikg dar kitaip. Sakysime, kad sgvoka yra
matemating, jei ji apibréziama aksiomomis ir/arba kitomis sgvokomis, kurios savo
ruoztu taip pat apibréziamos aksiomomis. Taip pat sakysime, kad argumentas yra
patikimas, jei, esant klaidingai iSvadai, visada galima rasti klaidg. Taigi,
matematika yra matematiniy savoky tyrimas naudojant tik patikimus
argumentus.

Su realia tikrove nesaistoma matematikos objekty pasirinkimo laisvé paaiskina,
kodél matematikui buidinga siekti loginio grieztumo. Tai garantija, suteikianti
objektui ar jo savybei matemating egzistencijg, skirtingai nuo gamtos moksly,
kuriuose tyrimo objekty egzistencija patvirtina realybé ir eksperimentas.
Matematika yra autonomisSka ir ta prasme, kad naujoms idéjoms biiti pripaZintoms
pakanka parodyti jy naudg sprendziant pacios matematikos problemas; nuoroda ]
praktine naudg ar motyvacija i$ iSorés néra reikalinga tam, kad darbas biity visiskai
pripazintas matematiky bendruomengje.

Toks matematikos apibiidinimas jgalina jzvelgti skirtumus ir panasumus tarp jos ir
viso likusio mokslo. Paprastai gamtos ir visuomenés mokslai tiria sgvokas
susijusias su realia tikrove, 0 mokslo tyrimo metodai nesiriboja samprotavimy
logika. Sie matematikos ir likusio mokslo apibiidinimai néra formalas ir reikalauja
tolesnio nagrinéjimo. Nors ¢ia visur matematika buvo vadinama mokslu, toliau
apie ja kalbésime taip, lyg ji biity kazkas greta mokslo.
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Matematika ir mokslas®

Praecitame skyrelyje matematikos autonomiSkumas mokslo atzvilgiu buvo
grindZiamas pa¢ios matematikos vystymosi istorija. Siame skyrelyje tas pats
autonomiSkumas grindziamas matematikos ir gamtos moksly (fizikos) santykiy
istorine apZvalga. Bitent istorinis poziiiris leidZia pastebéti, kad matematika tolsta
nuo gamtos moksly.

Prie§ pradedant nagrinéti matematikos ir mokslo santykius, verta pagalvoti, ka
reiSkia matematikos taikymas, pavyzdziui, fizikoje, kai kalbama apie judancio
kiino greit]. Matematikos taikymas prasideda tada, kai reali erdvé tapatinama su
trimate Euklido erdve R, o laikas tapatinamas su realiyjy skai¢iy aibe R. Cia verta
prisiminti, kad realiyjy skaiciy aibé R yra 19-0jo amziaus zmogaus proto karinys,
sukurtas visiSkai neatsiZvelgiant ] tai, kas yra realus laikas ir kokios jo savybeés.
Tapatinant laika su realiyjy skai¢iy aibe R, o realiaja erdve su R®, pasaulis
suvokiamas per matematikos akinius. Tai reiskia, kad 1. Newtono laikas, kai reali
erdvé ir laikas buvo suvokiami kitaip, naudojant Euklido aksiomomis
apibiidinamas erdveg ir tiesg, pasaulis atrodé kitaip. Tai taip pat reiskia, kad,
sakysime, po Simto mety, kai matematikai pakeis savo realiyjy skaifiy aibés
sampratg, pasaulis vél atrodys Kitaip.

Paprastumo délei tarkime, kad nagrinéjamas kiinas yra taskas, judantis tiese. Tada
jo padétis erdveéje nusakoma taip pat realiyjy skaiCiy aibe. Tapatinant laikg su
neneigiamy realiyjy skai¢iy aibe R”, tiese linija judancio kiino vieta laiko momentu
t iSreiskiama skai¢iumi, kurj pazyméjus f(t), gauname funkcija f i3 aibés R"j aibe R.
Taigi judéjimas iSreiSkiamas realiojo kintamojo funkcija f su realiosiomis
reikSmémis. Kitaip matematika taikoma, kai bandome nustatyti, kas yra greitis.
Vidutinis greitis yra funkcijos f reikSmiy pokycio f(t) — f(s) ir atitinkamy laiko
momenty pokycio S santykis. Kita jud¢jimg apibtidinanti sgvoka yra momentinis
greitis, apskaiciuojamas bet kuriuo fiksuotu laiko momentu. Pavyzdziui, momentu
S momentinis greitis yra santykio f(t) — f(s) su s riba, kai t artéja prie s. Tiksli
pastarosios frazés prasmé suteikiama analizéje naudojama ribos sgvoka. Jei tokia

} Vakary kultiiros tradicijoje angly kalbos Zodis ,,science* paprastai siejamas su gamtos mokslu. Rusy kalboje zodis
,.hauka“ siejamas ir su literatdira, ir su suvirinimu, ir su mezgimu, ir pan. Tuo tarpu misy kalboje, kartu su
jprastinémis ,,mokslas“ reik§mémis, Lietuviy kalbos Zodynas nurodo taip pat reik§mes: svarbieji religijos teiginiai,
pamokslas ir pan.
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riba egzistuoja, ji vadinama funkcijos f iSvestine taske s. Matome, kad greitis yra
ne gamtoje stebimas reiskinys, bet matematikos sgvoka apibrézianti fizikoje
naudojama dyd;j. Kartu su matematikos savoky kaita, kinta ir fizikoje naudojamos
atitinkamos savokos. Savo ruoZtu, matematikos sgvoky formavimasis néra
vienareik§mis procesas, ypac pastaruosius kelis Simtmecius. Pavyzdziui, |.
Newtono fliuksijos ir Cauchy iSvestinés (taigi ir momentinio grei¢io) sampratos
radikaliai skiriasi. Dar kitokia ribos samprata naudoja fizikai, kaip vaizdziai
paaiskina Arnoldas [2005]. Sis matematikos taikymy pavyzdys ir praeito skyrelio
matematikos apibudinimas rodo, kad matematikos ir mokslo santykiai néra
akivaizdds.

Jdomus jau cituoto amerikiec¢iy matematiko F.E. Browderio, argumentas dél
matematikos autonomiskumo mokslo atzvilgiu. Pagrindiné mintis yra ta, kad
mokslui bitinos originalios matematinés id¢jos atsiranda tada, kai matematika
vystosi nepriklausomai nuo mokslo. Konkrec¢iai Browderis [1988; p. 285] raso:

Visoje nuo Graiky besitesiancioje istorijos eigoje, matematiniy tyrimy autonomija,
suprantama kaip laisvé nuo bet kokio stipraus, kitose [mokslo] disciplinose vykdomy
tyrimy priklausomumo ir nuo jy aktyvaus pasikartojimo, buvo viena is principiniy
kirybiskumo komponenciy. Natiralios prieZastys, dél kuriy Sis kirybiskumas svarbus
mokslui, pavyzdziui, yra tai, kad pakankamai gerai isvystyty matematikos sqvoky,
teorijy ar skaiciavimo metody iSankstinis turéjimas yra bitinas mokslinio supratimo
pazangai. (pajuodinta Browderio)

Tie, kuriy veikla moksle yra neatskiriama nuo matematikos taikymy, gali
priestarauti matematikos autonomiskumui. Teigdamas, kad tokia nuostata yra
pavirSutiniSkas pozitris, Browderis [1988; p.286] raso:

Bet kokia sqveika yra reiksminga, jei abi sqveikaujancios pusés pasizymi abipusiu
Visaverciu egzistavimu ir prasmingumu. Atskiru atveju, matematinéje veikloje turime
uztikrinti jos esminés dalies autonomiskumgq, jei miisy tezé apie stipriq sqveikg yra
nuosirdi.

Tai yra racionalus pagrindimas to, kad matematika turéty biiti autonomiska.

Istoriniam argumentui iSdéstyti trumpai apzvelgsime tik svarbiausius matematikos
ir mokslo santykiy vystymosi etapus.
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Antikos laikais matematikos ziniy pobidis labai skyrési nuo jutiminio pasaulio
pazinimo. Pagal Platong (424/423-348/347 pr. Kr.), matematika tiria amzinas
nekintancias abstrakéias Formas, darydama prielaidas, iSreikStas protui
akivaizdziais teiginiais. Tuo tarpu gamtos tyrimas (tai, kas dabar vadinama
mokslu) pasizyméjo neapibréztumu ir subjektyvumu. Tokiu atveju tik matematika
galéjo pretenduoti j tikro Zinojimo statusa. Sis Zinojimas, pagal Platona, zmogui
buvo jgimtas ir jgyjamas jo Sielai dar neturint kiuno. Kitaip sakant, zmogaus
matematinés zinios jgyjamos prisiminimo bidu. Tiek, kiek Platono poziiris
atstovauja Antika, to meto matematika buvo artima tikrajam pazinimui —
mastymui, 0 mokslas — tik nuomoné. Sio poziiirio jtaka iliustruoja Ptoleméjaus
(90-168) zodziai:

tik matematika, jei jos imtis kritiSkai, jq praktikuojantiems suteikia tikras ir kryptingas
Zinias, kadangi jos pagrindzZiamos nenugincijamomis aritmetikoS ir geometrijos
priemonémis. (Cit. pagal [Harris; 2008])

Kita matematikos ir mokslo santykiy etapa zymi Galiléjus (Galileo Galilei, 1564-
1642), kuris 1623 metais savo knygoje Il Saggiatore (angl. The Assayer) rasé:

[Gamta] yra pries miisy akis nusidriekusi didzioji knyga — as turiu galvoje visatg — bet
mes jos negalime suprasti, jei, pirmiausia, neiSmoksime kalbos ir nesuprasime simboliy,
kuriais ji paraSyta. Knyga parasyta matematikos kalba, o simboliai yra trikampiai,
apskritimai ir kitos geometrinés figiiros, be kuriy pagalbos nejmanoma suvokti nei
vieno zodzio, be kuriy tusciai klaidziojama tamsiame labirinte. (Cit. pagal [Kline; 1972,
p. 328-329])

Kadangi mokslas tiria gamta, o gamta veikia pagal matematikos désnius, tai
paaiskinti gamtai pakanka suprasti matematikg. Be to, matematikos désniai yra
galutinés gamtos reigkiniy priezastys, kuriy nebereikia toliau aiskinti. Sia prasme
mokslas ir matematika tampa to paties lygio Zinojimu — labai Zenklus santykiy
pokytis lyginant su Antikos laikais. Galil¢jaus pozitris dél gamtos reiskiniy
matematiniy priezas¢iy skyrési nuo jo amzininko R. Descarteso (1596-1650), kuris
ra8¢, jog mokslo tikslas — pirminés reiSkiniy prieZastys.

Galiléjaus pozitirj j matematika ir mokslg pilnai perémé ne tik I. Newtonas, jis tapo
dominuojancia paradigma 18-0jo amziaus gamtos filosofijos tyrimuose. Tiriant
gravitacijos jégas Newtonui svarbiausia nustatyti jy matematinj apibiidinima, o ne
tokiy jégy atsiradimo prieZastinj mechanizma. Sis poZiiiris prieftaravo tuo metu
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egzistavusiam Descarteso pozitiriui, jog veiksmas yra galimas tik kaip kontakto
pasekmé; néra poveikio per atstumg. Kiiny judéjimo désnius ir gravitacijos jégas,
iki tol naudotus tik Zemés reiskiniams aiskinti, Newtonas pirma karta pritaike
dangaus kiiny jud¢jimo aiskinimui. Vienintelis jam vélesniy pasekejy keliamas
priekaiStas yra tas, kad Newtonas naudojo tik geometrijos metodus, kiekvienai
problemai spresti sugalvodamas naujg metoda. Taigi pasaulio tvarka pagal
Newtong ir Galiléjy yra suraSyta geometrijos kalba. Tuo tarpu G. Leibnizas karé
naujg diferencialinj skaiCiavimg, skirta judéjimui apibudinti. Newtono genijus
ilgam sutrukdé matematinés analizés idejy plétrai Anglijoje, skirtingai nuo
kontinentinés Europos. Sis idéjy plétros skirtumas atsirado ir tesési Simtmetj dél
prioriteto problemy tarp Newtono ir Leibnizo.

Leibnizo simbolinis-algebrinis skai¢iavimas pasirodé geriau pritaikytas judéjimui
apibudinti uz Newtono sintetinj-geometrinj. 18-0j0 amziaus matematikos
svarbiausias pasiekimas — Newtono désniy, tarp jy ir garsiosios formulés F=ma,
performulavimas, kurj i§ esmés atliko Euleris. Sis matematikas i§ esmés pats
vienas suklré visg analizing mechanikg, pakeitusig iki tol egzistavusiag geometring
mechanika. Jo kiirybinis palikimas iki $iol nebaigtas leisti (Sveicarijos Moksly
Akademija jau isleido per 90 tomy Leonhard Euler, Opera Omnia).

Kita vertus, atsisakymas nuo geometrinio metodo ir matematizuotas pasaulévaizdis
turéjo neigiamg jtakg matematiniy samprotavimy grieztumui. Buvo teigiama, kad
graiky matematiky standartai daugiau nebereikalingi. Naudojamy taisykliy
paprastumas ir matematikos rezultaty (tariamas) atitikimas fizinei realybei savaime
garantuoja pagrjstumg. Toks pozitiris dominuoja 18-0 amziaus kontinentinés
Europos matematikoje ir toliau tinka 19-am amziui.

Taciau 19-as amzius matematikoje tampa dideliy permainy etapu, kurj apraséme
ankstesniame skyrelyje. Matematikos santykiuose su mokslu taip pat atsiranda
analogisky pokyc¢iy. Jy esmé matyti i§ matematiniy sarySiy-lygcéiy iSvedimo
pagrindimo. J. Fourier (1768-1830) vis dar seka Galil¢jaus ir Newtono pédomis,
galutinémis Silumos laidumo priezastimis laikydamas matematika iSreiSkiamus
sarySius [Maddy; 2008, p. 25]. Tacéiau S.D. Poissonas (1781-1840) ir P.S.
Laplace’as (1749-1827) kritikuoja Fourier Silumos laidumo lygties iSvedimg,
atkreipdami démesj ] tai, kad neatsizvelgiama ] sudétingg medziagos
mikrostruktiirg. Butent Sios mikrostruktiiros supratimas turi lemti matematinj
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reiSkinio apibiidinimg. PrieSingu atveju, neatsizvelgiant | galimas molekuliy
sgveikos jégas, yra daroma nepateisinama aproksimacijos klaida. Taigi
priezastinis-fizinis aiSkinimas atskiriamas nuo matematinio aiSkinimo, t.y.
atmetama gamtos matematinés prigimties prielaida [Maddy; 2008, p. 26].

P. Maddy [2008, p.33], toliau apzvelgdama matematinés fizikos vystymosi istorija,
daro iSvada, kad geriausi gamtos reiskiniy matematiniai apibiidinimai néra gamtos
désniy kopijos, kaip buvo Newtono laikais. Abstraktiis matematiniai modeliai yra
tik aproksimacijos, kuriy atitikimo realiai tikrovei tikslumas néra visiSkai aiskus.
Nors ir paradoksaliai skamba, taikomoji matematika tampa gryngja matematika ta
prasme, kad modelio matematinj pagrjstumg lemia ne jo atitikimas realiems
gamtos reiskiniams, o jo atitikimas matematinio grieztumo standartams.

Matematikos atsiskyrimg nuo gamtos moksly liudija ir tai, kad daugelis naujy
fizikos sgvoky gime¢ matematiky galvose gerokai anksciau, nei tapo aiski jy svarba
fizikai. Dazniausiai grupés savoka nurodoma kaip toks pavyzdys. Si savoka
atsirado 19-to amziaus pradzioje apibendrinant intuityvig simetriSkumo savybe,
nustatytg tiriant algebriniy lygciy sprendinius. Paaiskéjo, kad grupés savoka taip
pat natiiraliai atsiranda geometrijoje ir diferencialiniy lyg€iy teorijoje. Na, 0 20-
ajame amziuje grupé tapo vienu i$ esminiu jrankiu fizikoje, apibtidinant fiziking
erdve. Kitas klasikinis pavyzdys yra B. Riemanno pasidlyta neeuklidinés
geometrijos samprata (Riemanno geometrija) ir erdvés kreivumo sgvoka, Kurie
tapo Einsteino bendrosios reliatyvumo teorijos biitina grandimi praéjus pusei
Simtmecio. Ankstesné fiksuota erdvélaikio struktiira buvo pakeista dinamine,
priklausancia nuo erdvés kreivumo pagal Einsteino lygtj. Kitas pavyzdys yra
begalinés dimensijos erdvés struktiira, matematiky pradéta naudoti rySium su
variaciniu skai¢iavimu. Véliau begalinés dimensijos Hilberto erdvés Hermito
operatoriai tapo kvantinés mechanikos formalios struktiiros pagrindu. Tai tik
ledkalnio virSiin¢lé.

20-ajame amziuje matematikos ir fizikos atitolimas tampa dar rySkesniu zvelgiant j
naujausias teorinés fizikos teorijas, kurios plétojosi vystant jau minéta bendraja
reliatyvumo teorijg ir kvanting mechanikg. Riemanno geometrijos svarba
bendrojoje reliatyvumo teorijoje, savo ruoztu, paskatino Sios geometrijos
matematinius tyrimus 20-ajame amziuje. Bet kitos fizikos teorijos nesukélé
panasaus atgarsio Siuolaikinéje matematikoje, sprendziant i§ E. Witteno straipsnio,
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skirto jo paties pasiiilytai M-teorijai aiskinti (Witten [1998]). Jo teigimu, Siomis
teorijomis iki Siol i§ esmés uzsiima tik fizikai, nors jy pagrindas yra matematinis.
Tai reiSkia, kad fizikinés teorijos neatitinka matematinio grieztumo standarty. Kita
problema — Witteno M-teorija iki Siol nepagrjsta eksperimentiskai.

PrieSingai nei bendroji reliatyvumo teorija, kuri skirta apibtidinti astronominiy
kiiny judéjimui, kvantiné mechanika susijusi su labai mazy daleliy elgsenos
aiSkinimu. Kvantinés mechanikos sukiirimo priezastis yra ta, kad gravitacinés ir
elektrinés jégy saveikos atvirkS¢iai proporcingos atstumo r tarp sgveikaujanciy
kiany kvadratui: ~GM;M,/r? ir kq,q,/r?, atitinkamai. Kai atstumas r artéja prie nulio,
sgveikos jégos artéja prie begalybés. Siekdama iSvengti Sios problemos, kvantiné
mechanika teigia, kad dalelés padétis ir impulsas néra vienodai tiksliai apibréziami
tuo paciu metu ir nusakomi Heisenbergo neapibréztumo sarysiu. Taciau dar gilesné
yra kvantiné lauko teorija, kuri siekia suderinti kvanting mechanikg ir specialigja
reliatyvumo teorija. Svarbiausia §ios teorijos plétros pasekmé yra apie 1970-uosius
metus sukurtas elementariyjy daleliy standartinis modelis, nusakantis stiprias,
silpnas ir elektromagnetines daleliy sgveikas. Standartinis modelis paaiSkino
dauguma fizikiniy reiSkiniy, i§skyrus gravitacija, Sioje teorijoje vadinamg kvantine
gravitacija. Siai problemai spresti buvo pasiiilytas naujos risies neapibréZtumas:
nulinés dimensijos taskiné dalelé pakeista vieneting dimensijg turincia styga (angl.
string). Apie 1985-uosius metus jau buvo pasiiilytos net penkios stygy teorijos,
kurias galiausiai 1995 metais apjungé E. Wittenas, sukiirgs minétaja M-teorija.
Viena i8 Sios teorijos naujy konstrukcijy yra 11 dimensijy turintis erdvélaikis.

Sunkumai, susije su M-teorija, jos eksperimentinis ir matematinis nepagrjstumas
sukélé nemazg kontraversija. Apie tai raSo ckspertai P. Woitas [2006] ir L.
Smolinas [2007]. Eksperimento atzvilgiu stygy teorijy likimas vis dar
sprendziamas Sveicarijoje esandiame DidZiajame hadrony prie$prieiniy srauty
greitintuve (angl. Large Hadron Collider) (naujienos
http://www.math.columbia.edu/~woit/wordpress ). Matematinio  grieztumo
pozitriu kvantiné lauko teorija néra matemating teorija, iSskyrus keletg tarpusavyje

nesusijusiy sri¢iy. Tai iliustruoja toks pieSinys i§ Witteno [1998] straipsnio:
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Quantum Field Theory

Reaguodami j nauja situacija, Jaffe ir Quinnas [1993] raSo:

Nauji [matematikos] santykiai su fizika suteiké nemazq postimj spekuliacijoms
matematikoje. Pastaruoju metu matematinio tipo veikla fizikoje, vadinama ,,stygy
teorija”, , konforminé lauko teorija*“, , topologiné kvantinio lauko teorija“ ir , kvantiné
gravitacija*, sukélé bruzdesj matematikoje. DidzZiausiq iniciatyvg rodé asmenys, kurie
turi auksty energijy teorinés fizikos iSsilavinimg. Zymiausias ir jtakingiausias tarp jy
(bet neproblemiskiausias) yra Edwardas Wittenas./...] Bet Sie fizikai faktiSkai néra
izoliuoti. Jie surado naujq ,,eksperimentatoriy bendruomeng‘‘: matematikus. Patikimg
ir naujg informacijq apie jy studijuojamas struktiivas dabar jiems teikia
matematikai.[...] Taciau taip atsitiko nepaisant skirtumy tarp bendruomeniy normy ir
standarty, kuriy evoliucija yra biitina norint iSsaugoti naujy struktiry stabilumq. Nauji
santykiai tarp matematiky ir fiziky gali sugriiuti, jei nevyks greita plétra ir ,,Seimos
vertybiy “ jsisavinimas. Fizikai gris prie savo tradiciniy partneriy, 0 matematikams teks
iSkuopti bendrq stalg ir bus ignoruojami tie matematikai, kurie dél sio susidiirimo

pasistumés j dar aukstesnj teorinj lygmenj.

Straipsnio autoriai Jaffe ir Quinnas sitlo budus, skatinandius nezalingg
matematikos standartams spekuliavimg. Sprendziant i§ matematiky reakcijos j §j
straipsnj, kol kas esame ilgo tolesnio bendravimo naujomis sglygomis pradZzioje
(Atiyah et al. [1994] ir Thurston [1994]).

Apie matematikos ir fizikos santykius matematikas Yu. I. Maninas [2007] raso:

po Kkeliy Simtmeciy artimo bendradarbiavimo, pagrindiniu jvykiu santykiuose tarp

matematikos ir fizikos buvo jy atSalimas 20-10j0 amzZiaus pirmoje puséje. ISsiskyrimas

prasidéjo 19-0j0 amzZiaus paskutiniaisiais dviem desimtmeciais ir buvo susijes su dviejy
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mikropasauliy supratimo giléjimu: matematinio, jkinyto realiyjy skaiciy kontinuumo
idéjos sampratoje, ir fizikinio, atviro eksperimentui. [...] Svarbiausias skirtumas,
isryskéjes 20-0j0 amzZiaus antroje puséje, atsispindi ne tiek misy poZiiryje i jrodymo
grieztumgq, kiek j apibrézimo tikslumqg. Matematikai labai istobulino savo kalbg,
jgalinancig tiksliai isreiksti tai, kas norima. Tikslumas yra jkinytas visy pirma
apibréztyse objekty, su kuriais dirbama, paprastai formuluojamas daugiau ar maziau
aksiomomis (arba kategorijomis) gristy teorijy kontekste, ir formuluojant teiginius
sumaniai naudojant metakalbg (su bendrinés kalbos pagalba). Visos kitos matematinio
grieztumo priemonés yra antrinés, netgi jrodymo grieZtumas.[...] Priesingai, nepatyres
kad ir labai jdomaus fizikinio straipsnio skaitytojas daznai pasijunta besqs naudojamy
terminy reikSmiy vakuume. Fizikai, be abejonés, yra ribojami savo paciy taisykliy, bet
jos néra miisy [matematiky] .

Faddeevo [2006] pozitriu, 21-asis amzius parodys, ar matematika sugebés pakeisti
eksperimentg fizikoje.

Atsizvelgiant ] tai, kad matematika tolsta nuo gamtos moksly, ankstesnioji
taikomosios matematikos samprata kinta. Deja, $i problema beveik netiriama.
[Simtis yra M. Steineris [1998], kuris matematikos taikomumo gamtos moksluose
problema aiskina jau pripazindamas ir atsizvelgdamas j tai, kad Siandienos
matematikai naudoja grozio ir patogumo (angl. beauty and convenience) kriterijus.
Sia aplinkybe jis vadina antropocentrizmu ir teigia, kad ji yra §iuolaikinés
fundamentaliosios fizikos atradimy butina sglyga. Tokiu biidu, matematikos déka
mokslinés teorijos apie gamtg tampa patogios vartojimui (angl. user friendly).
Taciau toks matematikos vaidmuo empiriniuose moksluose pakerta tikéjimag ty
moksly objektyvumu. Gal bit todél, filosofams nerandant ar nenorint rasti Kito
zinojimo pagrindo, ,,Siuolaikin¢je filosofijoje gamtos mokslai suteikia geriausig
turimg zinojimo standarta, o matematikos statusas yra problemiskas® [Maddy;
2008, p.18].

Taciau tuStumos Siuolaikiniame mokslo pasaulyje ilgai nebtina. Jei profesionaliis
filosofai vis dar nagrinéja pozityvizmag ir postmodernizma, tai konkrec¢iy mokslo
sri¢iy atstovai patys sprendzia naujausias savo srities filosofines problemas.
Matematikos filosofijos Siame raSinyje neaptariame, bet vis délto negalima
nepaminéti fizikos ir matematikos santykius nagrin¢janciy darby.

Fizikos désniai ir matematika. Toliau fizikos ir matematikos santykiy klausimg
aptarsime nagrinédami R. Omneso [2005, p. 27] sitloma nepaaiskinamo
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matematikos efektyvumo problemos sprendimg. Pagal R. Omnésg matematikos
nepriestaringumas iSplaukia i§ jos adekvatumo su teorine fizika. Tiksliau, tas
adekvatumas reiskia:

Logika ir matematika grindZiamos fundamentaliomis aksiomomis. Sios aksiomos yra
fizikos désniai. Jos yra pagrindziamos dviem neatskiriamais kriterijais:  savo
produktyvumu konstruojant matematikq ir savo biitinumu isreiskiant fizikos désnius. Sis
produktyvumas paaiskinamas désniy universalumu, subtilumu ir turtingumu:
fundamentaliosios aksiomos privalo biti pakankamai produktyvios tam, kad désniai
biti  isreiskiami matematikos kalba. Atvirksciai, jos generuoja visas galimas
matematikos sritis. Galimi nauji désniai, naujos aksiomos, naujos sritys, ir jie
atrandami tolesniais tyrimais. Nepriestaringumas yra vienodai bitini ir matematikoje,
ir fizikos désniuose, kurie yra neatskiriami. NeprieStaringumas negali biiti
paaiskinamas, bet jis yra vienas iS dviejy tiesos kriterijy. Kitas kriterijus — tai
matematikos teiginio, pretenduojancio iSreiksti gamtos désnj,  eksperimentinis
falsifikuojamumas.

Tai yra Omneso [2005, p. 215] fizicizmo (angl. physism) tezé. Tezés pavadinimas
matyt yra aliuzija j G. Frege ir B. Russello logicizma.

Jei R. Omnesas teisus, tai matematikos autonomiskumas biity panasus j tg, kurj
Lietuva turéjo biidama Taryby Sgjungos sudétyje. Todél jdomu, kokiais
argumentais grindZiama §i tez¢. IS esmés ji grindZiama teiginiu, kad teoriné fizika
ir matematika beveik sutampa, kiek aptariamos knygos autorius gali spresti apie
tai. Savo knygos 88-89 pusl. R. Omnesas raso:

jei redukuosime matematikq j vienintelj ir kukly fizikos deésniy kalbos vaidmenj,
Siuolaikinés teorinés fizikos biisena ir paprasti nepriestaringumo reikalavimai

nepakeisty Siuolaikinés matematikos visumos.
Toliau, tikslindamas §j teiginj, Omnesas [2005, p. 89] raso:

Kai fizikiné teorija (arba jos dalis) naudoja matematikq is jos formalizuotos visumos
(t.y. priklausancios tai matematikos daliai, kuri remiasi fundamentaliomis aksiomomis),
galima aiskiai nurodyti teorijai reikalingas, bent jau is prinCipo, aksiomas ir nustazyti is
Siy aksiomy iSsirutulivojancias idéjas matematikos visumoje. Fizikos désniai, kokie yra
mums dabar Zinomi, kaip tokio proceso pasekmé apims nepaprastai didele matematikos

Visumos dalj, ir, gal biit, jg visq.

Ko gero, R. Omnésas jtaré, kad skaitytojui pastarasis teiginys gali neatrodyti

pakankamai jtikinamas. Todél kitame knygos puslapyije jis klausia:
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...kokia tiksliai yra Siuolaikinés matematikos visumos dalis, kuri siejasi su ta
matematika, kuri naudojama fizikoje? Negaliu pasakyti, kad as [R. Omnés] rupestingai
analizavau §j klausimg, bet as galvojau apie jj retkarciais, kai skaiciau teorinés fizikos
ar matematikos straipsnius. As esu tikras, kad nei vienas teoretikas, nei vienaS
matematinés fizikos ekspertas ar gerai fizikg ismanantis matematikas nebandys gincytis,

jog didesné matematikos dalis yra tokiu biidu susijusi su fizika.
Tai yra svarbiausio fizicizmo teze¢ pagrindzian¢io argumento dalis.

Toliau prat¢sdamas §j argumentg, R. Omneésas teigia [2004, p.94], kad matematiné
rinkimo aksioma ,,be abejonés priklauso fizinés realybés kalbai. Pagal jj, taip yra
todél, kad S$i aksioma yra naudojama kvantinés mechanikos konstrukcijose.
Remiantis fizicizmo teze, §i aksioma yra fizikos désnis. Todél miisy anksCiau
aptartas Banacho-Tarskio paradoksas taip pat turéty buti paaiskinamas teorinés
fizikos kontekste. Apie §j paradoksa autorius savo knygoje neuzsimena.

Taciau apie ry$j tarp rinkimo aksiomos ir atomo branduolio fizikos raso B.W.
Augensteinas [1984]. Savo darbe jis parodo, kad fizikai reikalingy atomo
branduolio daleliy savybés isplaukia i§ Banacho—Tarskio paradokso teiginiy. Taigi
matematikoje paradoksu vadinamas teiginys neprieStarauja fizikos intuicijai.
Priesingai, kitos paradoksaliai atrodancios matematiniy objekty savybés gali tapti
naujy fiziniy reiskiniy pranasais. Apibendrindamas savo rezultatus, Augensteinas
teigia, kad fizikos argumentai pagrindzia rinkimo aksioma jos stipriausia forma.

Apie matematikos ir fizikos santykius parasyta labai daug (Zr. Boniolo, Budinich,
Trobok [2005], Bolibruch, Osipov, Sinai [2006]). Vis délto, jei norima teigti kazka
panaSaus ] fizicima, tai tokios tezés pagrindimas turéty buti Zymiai stipriau
argumentuojamas lyginant su R. Omnésu ir B.W. Augensteinu. Siuose santykiuose
pirmoje vietoje turéty buti aptariama intuityviOji ir matematiné kontinuumo
samprata, nes $io klausimo sprendimas nulemia erdvés ir laiko sampratg fizikoje.

Intuityvusis kontinuumas. Fizikoje erdvé ir laikas paprastai yra viena ar Kkita
matematiné konstrukcija. Pavyzdziui, specialiojoje reliatyvumo teorijoje tam
naudojama keturmaté Euklido erdvé su Minkowskio metrika. Todél kalbant apie
kontinuumg nattiralu lyginti intuityviai suvokiamg kontinuumg su jo matematine
samprata — realiyjy skaiciy aibe. Intuityvioji samprata néra vienareikSme ir turi
turtingg istorija, ka rodo J.L. Bello apzvalga [2005], detaliau nagrinéjanti tik
palyginus trumpg keliy Simtmeciy laikotarpj. Tarp apzvalgos herojy yra ir H.
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Weylis, kurio knygoje Das Kontinuum [1918] predikatyvizmo kontekste realiyjy
skai¢iy aibés kontinuumas lyginamas su intuityvia kontinuumo samprata. Das
Kontinuum autorius teigia [1918, p. 108], kad

...matemarikos sqvoky pasaulis taip skiriasi nuo miisy intuityvios kontinuumo supratos,
kad jy abiejy sutapimo reikalavimas turi biti atmestas kaip absurdiskas.

Cia matematinis kontinuumas yra paties autoriaus konstruojama, pasitelkiant
predikatyvizmo prielaidas, realiyjy skaiciy aibé, ir Siuo poziiiriu mazai besiskirianti
nuo Dedekindo ir Cantoro realiyjy skaiCiy aibés sampratos. Svarbiausia
matematinés konstrukcijos problema yra tai, kad kontinuumas, tapatinant jj su
realiyjy skaiCiy aibe, yra sudarytas i8 ,,diskreciy tasky* , nes aib¢ sudaro elementai.
Prisiminkime, kad Siuolaikinis prieStaros tarp diskretumo ir tolydumo sprendimas
matematikoje yra tolydumo suvedimas (redukcija) 1 diskretumg. Tuo tarpu
intuityviai suvokiamas kontinuumas neturéty turéti tokiy diskreciy elementy. Kiti
H. Weylio aptariami skirtumai atspindi fenomenologinés laiko sampratos niuansus.

Natiiralu, kad siekimas suderinti (absurdiskai skirtingus pagal Weylj) matematinj ir
intuityvyji kontinuumus vercia problemos sprendimo ieSkoti tarp alternatyvy
matematinei aibiy teorijai. Vieng i§ tokiy alternatyvy, jau anksciau minétg S.
Lesniewskio mereologijg, savo 1990 m. disertaciniame darbe nagrinéjo L.
Kulviecas [2007]. Siame darbe lietuviy mokslininkas pasiiilé savajj laiko aksiominj
apibrézima remdamasis A. Tarskio sukurta apibendrintos mereologijos aksiomatika
[1937] ir ja papildydamas.

Disertaciniame darbe L. Kulviecas detaliai ir nuosekliai nagrinéja teorinés
mechanikos sgvokas jvairiais atzvilgiais. Vienu 1§ svarbiausiy trikumy jis mato
laiko tapatinimg su realiyjy skai¢iy aibe, vadindamas tai laiko sgvokos
aritmetizavimu. D¢l tokio tapatinimo, mechanikos pozilriu, atsiranda
priestaravimy tarp fizikiniy dydziy, priklausan¢iy nuo laiko. Tokio tipo problemos
buvo jvardytos ir anksciau, bet iki Siol siilomi problemy sprendimai nebuvo
pakankamai radikals. L. Kulviecas atskiria laiko momentais vadinamus dydzius,
suteikdamas jiems mereologing struktiira, nuo realiyjy skaiCiy aibés ir nagrinéja
abipus vienareikSmes atitiktis tarp $iy dviejy rinkiniy iSlaikancius tvarkos sarysius.
Sia struktira L. Kulviecas papildo intervalo tarp laiko momenty savoka. Sia
visumg jis toliau naudoja apibrézti pagrindinei mechanikos sgvokai — greiciui.
Taigi Sio skyrelio pradZioje apibiidinta Siuolaikiné greiCio samprata gerokai
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pakeiiama, suteikiant naujy galimybiy realizuoti fizikinei intuicijai. Deja,
ankstyva L. Kulvieco mirtis, sutrukdé jam jtikinti kitus savo rezultaty svarba ir
nauda.

Matematika ir kultiara

Kalbédami apie matematikg ir moksla praeitame skyrelyje, aptaréme tik vieng
mokslo sritj — fizikg (dél vietos ir laiko stokos). Kadangi zmogaus dvasiné kultoira
yra dar platesné sritis, tai matematikos ir kultiiros santykiy aptarimas atrodo
beviltiSkai sudétingas. Tai iliustruoja ir tas faktas, kad nuo 2004 mety iki Siol yra
iSleistas M. Emmerio redaguojamas SeSiy tomy straipsniy rinkinys (iSviso 1735
puslapiai), skirtas aptarti santykiams tarp matematikos ir kulttiros. Atsizvelgdami j
misy galimybes, ¢ia pridursime tik keletg Strichy, lie¢ian¢iy matematikos
santykius su filosofija ir teologija $io rasinio kontekste.

Misy tikslas parodyti matematika tokia, kokia ji tapo per pastaruosius du Simtus
mety, t.y. savarankiska bendriausiy sagvoky tyrimo sritimi, naudojancia tik logiskai
patikimus argumentus. Ji nepretenduoja | jokj kitg daznai jai priskiriamg vaidmenj
filosofijos ar religinio Zinojimo kontekste. Istorijos eigoje matematika daznai buvo
nurodoma kaip patikimy Ziniy 3altinis, ypa¢ antikos laikotarpiu. Sis vaidmuo
pozityvisty buvo apverstas aukStyn kojomis, gamtos mokslams priskiriant tikrojo
zinojimo Saltinio vaidmenj, o matematikai paliekant jokio savarankiSko turinio
neturin¢ios kalbos vaidmenj. Taciau Siuolaikinés teorinés fizikos situacija rodo,
kad ,.tikrajam Zzinojimui“ matematika gali tapti vieninteliu gelbéjimosi ratu, jei
visuomené nebesutinka toliau finansuoti Didjjj Visatos sprogimg imituojantj
eksperimenta Sveicarijoje ar kurioje nors kitoje 3alyje.

Pozityvizmg pakeitgs postmodernizmas Sluoja nuo kelio matematika kartu su visu
mokslu kaip racionalaus mastymo tvirtove. Kaip ir turéty biti, kai nepaisoma
racionalumo, matematika retkar¢iais remiamasi postmodernisty darbuose. Sis
reiSkinys netgi inspiravo studija, siekianc¢ig parodyti, kad postmodernizmo Saknys
yra matematikoje (Tasic [2001] ir recenzija Harris [2003]). Visiskai priesingas
vaidmuo tenka matematikai (nepostmodernisto) pranciizy filosofo A. Badiou
darbuose. Jo darby esme¢ trumpai ir aiskiai apibiidino Hallwardas [2003]
teigdamas, kad:
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Badiou siekia ,,iSgelbéti racionalumg nuo pozityvizmo, subjektag nuo dekonstrukcijos,
but] nuo Heideggerio, begalybe nuo teologijos, vyksma nuo Deleuze, revoliucijg nuo
Stalino, wvalstybés kritikg nuo Foucaulto,... ir meilés poreikj nuo Amerikos
populiariosios kultiiros. Jis kuria subjekto filosofija be fenomenologijos, tiesos filosofija

be reliatyvizmo, vyksmo filosofijg be istoricizmo.

Sioje filosofijoje matematikos vaidmuo yra nei didelis, nei mazas — tiesiog
matematika yra ontologija, mokslas apie biitj (angl. being). Badiou savo knygoje
Being and Event biitj tapatina su matematine aibés sgvoka, kadangi $i iSreiskia du
skirtingus bties aspektus: jvairove (angl. multiplicity) — aibés elementai, ir vienat]
(angl. singularity) — pati aibé. Aibiy teorijos aksiomos iSreiSkia tiesos atsiradimag
(angl. event) 1§ biities ir susieja biit] su subjektu, kuris gali biiti mokslas, politika,
menas ir meilé. Miisy pozilriu tai yra dar viena matematikos interpretacija
(tatkomoji matematika) naudojama filosofijoje, kuri yra galima tik tod¢l, kad
matematika yra savarankiska mastymo sritis.

Matematika kaip zmoniy veiklos rusis yra priklausoma nuo kultirinio konteksto,
kurj savo ruoZtu jtakoja filosofija. Miisy aptartus poky¢ius matematikoje, jvykusius
nuo 1890 iki 1930, matematikos istorikas J. Gray vertina kultiiriniu pozitiriu,
suteikdamas jiems Modernizmo varda. Sj varda jis vartoja i§ esmés visuotinai
kultiiros istorijoje pripazinta prasme. Tiksliau, tokj vertinimg pagrindZiancioje savo
knygoje [2008; p. 1] jis raso, kad Modernizmas yra

autonominé idéjy visuma, mazai arba visai nesusieta su iSore, iSskirdama formalius
veiklos aspektus ir su kasdieniniu gyvenimu turinti ne abejingus, o komplikuotus —
tiksliau, susirapinimu grindziamus — santykius, kuri jungia Zmoniy grupe, susijusiq

profesiniu arba disciplininiu pagrindu ir labai rimtai vertinancig tai, ko siekia.

Kaip Modernizmo pavyzdj kitose kultiiros srityse J. Gray nurodo: tapyboje —
kubizma, muzikoje — Schoenbergo serializmg , literatiiroje — naratyvinés formos
atsisakymga (J.Joyceo Ulisas) ir charakteriy psichologijos ryskinima (R. Musilo
Zmogus be savybiy) , poezijoje — S. Mallarmé, véliau E. Pound ir T.S. Eliot.

Svarbiausiu to meto matematikos modernistiniu bruozu J. Gray [2008; p.2] teigia
esant jos tapima mokslu apie sgvokas, ir ne tiek dél didesnio polinkio j
abstrakcijas, kiek dél didesnio nepriklausomumo ne tik nuo realaus pasaulio, bet ir
nuo viso mokslo. Apie matematika peréjimo i 20 amziy laikotarpiu Kitame savo
darbe Gray [2006; p. 382] raso:
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...matematika daugiau nebuvo grindziama primityviomis skaic¢iavimo ir matavimo
operacijomis ir daugiau ji nebuvo idealizuotu, abstrakciu ir paprastu mokslu. Ji
atsiribojo nuo tokiy dalyky. Matematikos objektai buvo apibrézZiami nepriklausomai nuo
mokslo, ir jos metodai, natiralu, buvo skirtingi. Tai sudaré realy pagrindg matematikq

vadinti Modernizmu.

Matematika ir teologija. AiSkinant matematikos pokycius, atsiradusius 16-ame ir
17-ame amziais, jJdomig idéja sitilo L. Kvaszo[2004] darbas. Autoriaus nuomone,
monoteistiné teologija yra atsakinga dél ontologijos atsiskyrimo nuo
epistemologijos viduramziais. Tuo tarpu Antikinéje Graikijoje ontologija nesiskyrée
nuo epistemologijos ta prasme, kad senovés graikai pasaulj laiké tokiu, koks jis
jiems atrodé. ReiSkinius, kurie jiems atrodé migloti ir neaiskus, jie tokiais laike
esant 1§ tikryjy ir todél buvo beprasmiska juos suprasti. Savo pozitrj Kvaszas
iliustruoja aptardamas penkias skirtingus reiskinius apibtidinanéiy sgvoky poras:
apeironas — begalybé, tyché — atsitiktinumas, arithmos — nezinomasis, kenon —
erdvé ir kinesis — judéjimas. Jis teigia, kad kiekvienoje poroje pirmoji sgvoka
atitinka jos Helenistinj supratimg, o antroji kiekvienos poros sgvoka pradéta
naudoti 16-ame amziuje ir savo turiniu yra Zymiai siauresné uz pirmosios sgvokos
turinj. Taciau kiekviena antroji poros sgvoka jau tampa matematine sgvoka. Tokiu
budu teologija netiesiogiai padéjo antikos laikais nesuprantamai sgvokai tapti
matematikos tyrimo objektu.

Kvaszo idéja asocijuojasi su platonizmu matematikos filosofijoje ir su matematiniu
Gamtos vertinimu Newtono ir Leibnizo laikais. Si idéja turéty bati grindziama
1Ssamiais argumentais toliau tiriant kultiiring matematikos istorija.

Matematika Lietuvoje

Siame raginyje bandyta parodyti, kaip matematika jtakoja moksla ir kultiira, o tuo
paciu ir kritinj mastymg. Tariant, kad tautos branda lemia jos nariy gebéjimas
kritiSkai mastyti, o §i zmogaus savybé priklauso nuo jo matematinio i§prusimo, tai
natliralu to siekti. Misy nuomone, matematinj Lietuvos visuomenés raStingumag
jtakoja maziausiai trys faktoriai:

e matematikos tyrimy i$sivystymo lygis (tenkintis tokiu, kurio pakanka
matematikos studijoms, ar siekti auks¢iausio lygio);
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e matematiky pasiskirstymas pagal specializacijos sritis (gilinasi keliose
nustatytose srityse, ar siekiama apimti kaip galima daugiau sriciy);

e matematiky-tyréjy pasiskirstymas pagal institucijas (koncentruojasi vienoje
institucijoje ar pasiskirsto po daugelj institucijy).

Nurodytose alternatyvose mes pasirinktume antruosius variantus. Taciau pagrjsti
tokj pasirinkimg reikéty gerokai daugiau vietos ir laiko, negu turime. Todé¢l likusig
raSinio dalj skirsime kitiems svarbiems Klausimams, susijusiems su matematika
Lietuvoje.

Matematikos vystymasi Lietuvoje iSsamiai nuSvie¢iancios istorijos neturime. Nors
tokiy plany buta, kaip raSoma knygos Matematika Lietuvoje po 1945 mety
pratarmeje:

Jau seniai kilo sumanymas parengti pakankamai issamiq Lietuvos matematikos istorijq.
Tai — didelis ir sunkus darbas. Jaunesnieji matematikai, uzsieme savo kirybine veikla,
neranda laiko jsitraukti j 5j darbq. ISkreipti mokslinés veiklos vertinimo kriterijai jy ir

neskatina. [Kubilius; 2006, p.7]

Nurodytos aplinkybés nesikei¢ia. Kol kas turime minéta rinkinj straipsniy,
kuriuose supazindinama su pagrindiniais Lietuvos matematiky gautais moksliniais
rezultatais. Trumpai matematikos mokslas Lietuvoje apzvelgtas Manstaviciaus ir
Pragarausko [2007] straipsnyje. Matematikos vystymosi Lietuvoje istoriniai
aspektai nusviec¢iami Azubalio [1997], Kubiliaus [2001], Banionio knygose [1994]
ir [2006] ir straipsniy rinkiniuose [Riauba; 2009], [Kubilius; 2009].

Matematikos tyrimai atliekami visuose Lietuvos universitetuose lygiagreciai su
matematikos studijomis. Dauguma matematiky-tyréjy sutelkti Vilniaus universiteto
Matematikos ir informatikos fakultete. Panasus matematiky potencialas buvo
Matematikos ir informatikos institute prie§ ji prijungiant prie to paties VU, kaip
rodo 2009 metais SMM ir LMT uzsakymu atlikta studija [Studija; 2009]. D¢l
istoriniy aplinkybiy dauguma matematiky dirba skaiciy teorijos, tikimybiy teorijos
Ir matematinés statistikos srityse. Taip pat vystomos funkcijy teorija,
diferencialiniy lyg€iy teorija, jy skaitinio sprendimo metodai ir matematiné logika.

Nuo 1959 m. kiekvienais metais vyksta Lietuvos matematikos konferencijos. 1962
m. jkurta Lietuvos matematiky draugija. 1983 m. jsteigtas Lietuvos matematikos
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muziejus. Lietuvoje ypac aktyvi jauny matematiky rengimo sistema: matematikos
olimpiados, neakivaizdiné matematikos mokykla, stovyklos jauniesiems
matematikams, individualus darbas su gabiais studentais. Nuo 1973 m. iki Siol kas
keturi metai Vilniuje vyksta Tarptautiné tikimybiy teorijos ir matematinés
statistikos konferencija.

Lietuvos matematikai leidzia tris mokslinius Zzurnalus: Lithuanian Mathematical
Journal (nuo 1961 m.), Nonlinear Analysis: Modelling and Control (nuo 1996 m.)
ir Mathematical Modelling and Analysis (nuo 1996 m.). Pastarieji du Zurnalai
orientuoti j matematikos taikymus. Jie taip pat rodo, kad Lietuvos matematikai
moksliniy tyrimy srityje bendradarbiauja su gamtos moksly atstovais. Néra
pozymiy, kad matematikai rim¢iau bendrauty su socialiniy ir humanitariniy moksly
atstovais. Bendradarbiavimo néra netgi su ekonomistais, nors teoriné ekonomika
grindziama $iuolaikine matematika. Praéjo per daug laiko, kad tokig padétj galima
bty teisinti ankstesniu Lietuvos priklausimu socializmo sistemai. Lietuvoje buvusi
losimy teorijos mokykla iSnyko. Néra pastebimo bendradarbiavimo su filosofais ir
lingvistais. Be abejo, tam yra daug priezasCiy, apie kai kurias i§ jy raSome
straipsniuose Norvaisa [2009] ir [2010].

Visuomenés matematinj Svietimg sudaro ikimokyklinis, pradinis ir vidurinis
matematikos gebéjimy ugdymas, aukstasis ir universitetinis matematinis Svietimas,
matematikos olimpiados bei matematikos populiarinimas. Sprendziant pagal
Banionio [1994] surinkta medziagg tarpukario Lietuvoje turéjome nemazai
matematiky, populiariai raSan¢iy apie matematikg P. Dovydai¢io 1920 metais
jsteigtame zurnale Kosmos. Tarybiniais laikais turéjome daugybe knygy lietuviy
kalba skirty populiarinti matematikg, tarp jy nuo 1970 m. iki 1987 m. buvo
iSleistos net 27 serijos Matematikos mokykla knygos.

Taciau palyginus nebloga matematikos populiarinimo padétis pasikeité Lietuvai
tapus nepriklausoma valstybe. Vienintelis Zmogus, S$iuo laikotarpiu rases
visuomenei apie matematikg populiariai, buvo A. Baltriinas (Nuo nulio iki ..., 1991
m.; Begalybés biografija, 2004 m.), kurio nebéra. ISskyrus P. Tannenbaumo ir R.
Arnoldo Kelionés j Siuolaiking matematikg, 1995 m. (iSleista Atviros Lietuvos
fondui parémus), daugiau néra ir verstinés matematinio Svietimo literatiros. Tik
Iki 2003 mety turéjome matematikos populiarinimo Zurnalg Alfa plius Omega,
kuris gyvavo jo redaktoriaus V. Stakéno entuziazmo déka. Kita su matematika
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susijusi literatira yra metodiné ir monografijos, t.y. literatira, skirta
studijuojantiems matematika.

Tuo tarpu pastaruoju desimtmeciu atsirado kelios deSimtys skirtingy pavadinimy
knygy, skirty numerologijai. Net knygy apie numerologija autoriai stebisi
milzinisSku tokios literatiiros poreikiu miisy visuomenéje. Yra paklausa, bus ir
pasitila. Matyt, P. Dambrauskas buvo teisus, sakydamas:

Matematika yra tiek prieinama placiajai visuomenei, kiek ji pati Yra matematiskai
issimokslinusi. (Cit. pagal [Banionis; 1994, p. 112])

Visuomenés iSprusimg matematikos srityje iliustruoja mitai, iSvardyti rasinio
jvade. Kita iliustracija buity toks matematikos apibiidinimas oficialiame leidinyje:

matematika [...] — mokslas, tiriantis realaus pasaulio kiekybinius santykius ir erdvines
formas, t.p. sqrysius tarp abstrakciy logiskai jmanomy objekty, gauty daugialaipsnio
apibendrinimo ir idealizacijos biidu is tikrovés reiSkiniy analizés (dazniausiai
kiekybinés). [Lietuviskoji Tarybiné Enciklopedija, t. 7, Vilnius, Leidykla Mintis, 1981,
p. 308]

Panasus poziiiris ] matematikg formuojamas ir vidurinéje mokykloje:

...matematinés sqvokos yra realaus pasaulio esminiy savybiy, formy ir kiekybiniy
santykiy atspindys Zzmogaus sgmonéje. [AZubalis; 2008, p. 61]

Siuose apibiidinimuose matematikai vienareik§miskai priskiriamas realaus pasaulio
atspindzio vaidmuo.

Matyt, nereikia didelio jZvalgumo nuspéti tokio pozitrio Saltinj. Pakanka prisiminti
dialektinio materializmo paskaitas, kurias man dar teko klausyti. Tai patvirtina ir
Kline knygos [1985] vertimo j rusy kalba redaktoriy knygos pristatymas 1988 m.
Jame vienintel¢ kritikos strélé nukreipta ] autoriy nuomone knygoje esama
matematikos vaidmens fizikoje iSaukstinima. Stai kas ten ra3oma:

Suprasdami ir pritardami polemiskam uzZastrinimui, kaip kvietimq diskusijai, mes vis
délto negalime sutikti su autoriumi, kai jis — kad ir dél polemikos astrumo — iki tokio
laipsnio iSkelia matematikos vaidmenj fizikoje, kad praktiskai visi gamtotyros atstovai,
pradedant klasikiniu periodu, Galileo epocha, ir baigiant Siais laikais, is fiziky ir kity
gamtos mokslininky pas jj tampa grynaisiais matematikais. Vargu ar pasitarnausime
matematikai, jei be saiko jq aukstinsime kity mokslo discipliny ir metody sqskaita. Be
abejonés, cia mes turime galvoje eksperimentq, kurio funkciné ,simbiozé* su
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matematika mokslinio pazZinimo sistemoje Qaliausiai ir wuztikrino dabar stebimg
nuostaby fizikos vystymosi progresq.[.......]

Dialektinio materializmo daugiau matematikams neskaitome. Bet vietoje jo
matematikos filosofijos neskaitome taip pat. Gal todél visuomené ir domisi
numerologija, astrologija, chiromantija ir daugeliu kity jdomiy dalyky, bet ne
matematika.

Platesnio matematinio Svietimo nebuvimu galima paaiskinti tai, kad iki Siol
matematikos disertacijy gynime tenka iSgirsti klausimg: ,,0 kokie jlisy rezultaty
taikymai praktikoje?“. Tuo tarpu i$ kity moksly atstovy dalyvaujanciy svarstant
matematiky disertacijas, tenka girdéti nusistebéjima, kad tose disertacijose néra
nieko vertingo, tik jrodymai.

Matematikos supratimas visuomenéje yra suformuotas mokyklinés programos, kuri
i§ esmés atspindi matematikg, gyvavusig tik iki 18-0j0 amziaus. Pirmo kurso
matematikos studentai universitete pradeda savo studijas 19-0j0 amziaus
matematikos pagrindy jsisavinimu; dauguma matematikos studenty tuo ir baigia
savo pazint] su matematika. Kaip matéme, biitent 19 amziaus vidurys Zymi
didZiausius ir svarbiausius pokycCius matematikoje, kuriy pasekmé yra Siuolaikiné
matematika.

Gali bati, kad skirtumas tarp vidurinés mokyklos matematikos turinio ir
universitetinio matematikos kurso turinio yra panasus ] tg, kurj iSreiSkia peréjimas
nuo formulémis grindziamos matematikos prie sgvokomis grindziamos
matematikos. Tai patvirtina kai kuriy mokytojy pozitris, kad mokyklinei
matematikai pakanka iSraiSkos sgvokos ir visai nereikia funkcijos. Galima
numanyti, kokius sunkumus sukelia moksleiviui per¢jimas prie universitetinio
kurso, kurio turinj sudaro teoremos, palyginan¢iosS matematines sgvokas — tai
didelis Suolis mastyme. Matyt, jis yra biitinas, bet kyla klausimas, ar imamasi
adekvaciy priemoniy padéti studentui tg peréjima jveikti.

Miisy nuomone, vidurinés mokyklos matematikos déstyme biitina atsizvelgti | tai,
kokia yra matematika Siandien. Tai reiksty abstrakéiy sgvoky formavimo elementy
ir matematinio jrodymo pradmeny diegimg mokyklinéje matematikoje. Manome,
kad Lietuvos akademinés bendruomenés pirmaeiliu uZdaviniu yra vidurinés
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mokyklos matematikos programos pertvarkymas atsizvelgiant j matematikos
pokycius, jvykusius nuo 19 amziaus vidurio.

Konkrecios rekomendacijos:

Atlikti sociologinj tyrimg rodantj, kaip visuomen¢ supranta matematika.

Perzitiréti mokyklinés ir universitetinés matematikos kursy turinius
palyginant juos savokomis grindZziamos matematikos pozitiriu.

Skatinti profesonalius matematikos istorijos Lietuvoje tyrimus, matematikos
filosofijos tyrimus ir matematikos populiarinimo darbus.

Atgaivinti Zurnalg skirtg matematikos populiarinimui.

Moksly klasifikacinéje sistemoje i§skirti matematika j atskirg moksly sritj.
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